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(п—1)-МЕРНЫХ ТЕЛ

В в ед е в в е

В статье получено разложение П-мерных выпуклых гладких централь
но-симметричных тел ՛(« четно, п 4) в виде интегральной суммы Мин
ковского тел меньшей размерности.

Для осуществления такого разложения построен аппарат так назы
ваемых веджевых плотностей трансляционно-инвариантных мер и ядер вы
пуклых тел. Этот аппарат в значительной степени опирается на разрабо
танный ранее (см. [1]), но отличен от последнего.

Для гладких тел К получено представление вида

сгде К± («) — тела, лежащие в гиперплоскости ш. Они указываются 
.явно, в терминах опорной функции.

Этот результат относится к общей теории выпуклых тел, но имеет ин
тересное приложение в теории зоноидов. В качестве несложного следствия 
(ел. 2 к теореме 6.1) получается гипотеза Вейля '(см. '[2]) о характериза
ции зоноидов для случая четной размерности пространства.

Автор выражает глубокую признательность >Р. В. Амбарцумяну и его 
.коллегам за пристальное внимание к данной работе.

§ 1. Предварительные сведения

Рассмотрим множество гиперплоскостей Е в пространстве Ил. 
■Пусть на Е задана мера р, инвариантная относительно параллельных 
.переносов R՜’.

Пусть 2я՜1—единичная сфера в R՞ с площадью 5П֊1. Каждую 
гиперплоскость ю£Е можно задать парой координат: ш0 2՞ 1 — нор
маль ш.

р — расстояние до начала координат О.
В дальнейшем будем отождествлять точку ш0 на 2я՜1 с гипер

плоскостью, проходящей через О и имеющей нормаль ш0.
Каждая трансляционно-инвариантная мера р однозначно пред

ставляется в виде
</р(ш)= </р* (ш0) X др, 

где р*— некоторая симметричная мера на 2я՜1.
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Если в качестве dp* (ш0) взять d<o0, то мы получим т. наз. стан
дартную инвариантную меру рИнв. Она будет инвариантна относитель
но всех движений R".

Как показано в [1] каждой мере р соответствует ее т. наз. вед- 
жевая плотность р^. р = р(1— это функция на множестве флагов/7. Фла
гом называется пара.

f (прямая L, проходящая через О; гиперплоскость ш, содержа
щая L).» ՛

? аддитивно зависит от р и может быть вычислена с помощью 
следующей формулы:

,,,, хх | sin’(u։n«»o. /-) • */ х 
%))= I --------——-—</р*(<«).

J cosn-3(w, U>o) 
2«—1

Пусть Kc. R՞ — выпуклое тело,

[KJ = |ш^Е:шпА=#0).

В статье [1] найдено выражение для р ([А]) в терминах веджевой; 
плотности р. Нам потребуется это "Выражение для многогранных К 
в § 2.

§ 1. р ([А]) для многогранников

На протяжении всей статьи п — четное число, п^>4. Пусть. 
AcR"— выпуклый многогранник, <» пересекает К. Тогда АП“— 
(п—D-мерный многогранник (случай касания мы не рассматриваем).

Если Д;(А)— z-мерные грани К, то согласно формуле Эйлера,, 
примененной к КП ш

S с֊1)'*1S('1-п

Здесь /[.]— индикаторная функция [•).
Проинтегрировав (1.1) по dp(w), получаем

2p([A]) = S (-1)'+1£ И([Д/]). (1.2)'
1-1 j

В правую часть (1.2) входят меры множеств гиперплоскостей, пересе
кающих многогранники размерности не выше'(п—1).

Коль скоро (1.2) выполняется для любой трансляционно-инвариант
ной меры |1, то верно

‘ (1՝з>
1=1 i

(это равенство следует понимать как равенство оперных функций).
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§ 2. Веджевая плотность р

Плоскостью мы будем называть плоскость размерности п.—2. Равен
ство (1.2) дает возможность вычисления ц'([К]) для п-мерных многогран
ников, если известен способ вччисления Ц ([Л]), где А—(п—1)-мерный 
многогранник в 11՞. Пусть Ас<и0(Е. Мера р на Е индуцирует меру 1» 
на множестве плоскостей в ши, причем для плоскости есш։

</р-* (е) = |я1п (ш, «о)'|/1՜1

«Чэе

В статье [1] было введено понятие внешнего веджа многогранника 
А. С каждым внешним веджем № в [1] связывается некоторое множество 
плоскостей Ф (№). При этом справедливо:

р([Д]) = И([Д])=֊^£/ч(НМ, 
Аи-з

где — внешние веджи Д с ребрами ;
= Ы J e))rfe.

. Ф (•Я7/)

(2.1)*

Здесь p^t/) — веджевая плотность меры ц в гиперплоскости «0: 
. ։ »

u I sin։(ene0, v) , 
P-U/K e0))= I ----- *------ 7—i^*(e#) =

J cos" 4(e, e0)
q/I—2

( sin’ (w П w0 Л e0, •*) . . . ~
= I ----------------- 2 2—- jsm (w, OJ0)| d\L*(ш).

J cos՞՜ (e0, шП'»о)
q/I—1

Удобно ввести новое понятие флага: с этого момента флагом 
/(£, е, ш) будем называть тройку:

/(прямая L, содержащая начало координат О; плоскость е, со
держащая L\ гиперплоскость ш, содержащая е).

Тогда, полагая
р(ЛД е. Ш)) = Р»(/(Д е))> 

имеем
/ (IFZ) zz |vz| J р (/(£, е, ш)) de, 

Ф (W',)

где ш — гиперплоскость, содержащая Wi.
Сопоставляя (1.2) и (2.1), можно выразить |Ч[А']) через F(Wi), 

1де пробегает множество внешних веджей граней К размерности 
не выше (и — 1):

р([А]) = ֊֊ V(-1)I+I^ ^Г(П). (2-2)
^Ая_з/=1 t .

где Wjk — внешние веджи А4. 
6-478 ”
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В дальнейшем нам будет удобно пользоваться мерой df на множестве 
■ флагов, инвариантной относительно евклидовых движения R՞.

Удобно представлять меру df следующим образом:
Пусть da — стандартная инвариантная мера на множестве гиперпло

скостей, содержащих О.
dL (со) — стандартная инвариантная мера на множестве прямых в со, 

■ содержащих О.
de (L, со) — стандартная инвариантная мера на множестве плоскостей 

из (о, содержащих L.
Тогда

df (L, е, ш) = rfm dL (ш) de (<u, L).

В дальнейших вычислениях будет' полезен
Пример. Пусть р = Ринв — стандартная инвариантная мера на 

.Е: </р*нв= do>, вычислим ее веджевую плотность рИца:

- /г/г . w I sin* (ш n Wo n е, L) ! . , ~ х1л—1 ,
Рин»(/(ь, е, ч։0))= \ --------------------- — Ism (т, ш0)| dv=--

J COS՞՜4 (ш Л u։0. е)
■5л-։

§ 3. Основная теорема

Для гиперплоскости <в = ш0 из R՞ пусть Ф (ш) — множество фла- 
ггов с гиперплоскостью ш.

Для
/о=/о(4). «о. ю)€Ф(ш)

«61-—> —1 
I 2 2 ]

;ß£2+՜3 — верхняя полусфера 2П՜3, положим L»—плоскость в ш, ор
тогональная Z.o, /а(/01 — флаг, полученный из /„ поворотом на угол а 
относительно е0, ша (f0) — поворот го на угол а относительно 
во. ва, ß (/о) — плоскость из ш», образующая угол ß с е0 и содержащая

■ L, з(/о)— поворот w на угол а относительно во, з(/„)
/«, ß (/о)==/(■^■о. в®, 3 (/п)> °*» (/о))-

В втих обозначениях справедлива
Теорема 3.1. Для центрально-симметричного выпуклого тела 

./fcR" класса Сп-гладкости с опорной, функцией h существует 
непрерывная функция заданная на множестве флагов F,

. такая,что
1) для любой трансляционно-инвариантной меры р с ведже՜ 

.вой плоскостью р;
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Н[*])= [ А>(/)р(/Н/;

р

2) .4* (/(£, е, «։)) зависит, лишь от значений функции Н и ее 
первых п производных в точке ш.

Замечание. Как станет ясно из доказательства функцию Ан мож
но вычислить явно:

а/2
>։*(/) = Е сГ

I ֊0

л֊2/ . .
-Г+։ £(л-2)(л-1) ,

2։я+1-(л—2) ([А

л! ■ Зп-2 • «$л-3

'я—3

+ /-(2,)-

8(п—2)(л—1) 

л! 5«_з
^2/) (/)<$•

Здесь
1, если 2г = л, 
О, иначе;

Доказательство теоремы. Зафиксируем гиперплоскость ш_ 
Построим прямой круговой конус О с основанием — единичным ша
ром £>осгш и с высотой Л = 1£га. Пусть на £)0 случайным образом 
брошены с независимыми и равномерными распределениями л точек. 
£>л„ — их выпуклая оболочка. Еп — конус с основанием О„а и с той же 
вершиной, что и 2).

Тогда
(X ([Я] \ [£>0]) = Нт Е? ([£„] \ [£>о]) =

Ря и /)Л„—многогранники. Применим к ним формулу (2.2), азатем 
из соображений симметрии получим

-л,(а) Гр(/. (/))'№)-5.-, , С),/(») +

1 (п — 2) ( — 11 2 1
Ф (ю) Ф(ш)

+ ---------  С С р(/а, ,, (/)) df^).
|(֊)1 2"-’(П-2)

ф (») 2«—3

Здесь <//(а) = «/£. (а>) г/е («>, £) — инвариантная мера на Ф(«>). Величину՜
А1 (а) можно вычислить, подсчитав независимо
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Нина ([Р] \ [а0]) = 5л-2 ^я_1^ (д~2) +0 <а'1) ПРИ а 0 

и приравняв к соответствующему выражению.
При этом получаем

5я-2 5л-з л! сое а
(л —1) (л—2) 5я_з 2

2"
+ о(ая). (3.1)

Для краткости обозначив

А(а) =
•Уд—2 л! соз а . . .— р - ՝ А3 (а.) — -
-) I 2"՜'(л-2)

•Ул-2 5л-з л!
2я_։(п-

получаем
Н(Р]\[а0]) = 4։(а) [ р (/.(/)) <//(шЦ- 

Ф(и)
(3.2)

з

Ф (“) ..л—з

Предположим, что мера р. обладает плотностью X относительно 
дартной инвариантной меры Ннн։-

Тогда при а-*-0

стан-

р ([£>] \ 1Р0])=Ц‘») Нин» ([а) \ [£>„]) +о (а").
-Значит

Продифференцируем тождество (3.2)
.л р ’л<2

</а" а-0
Г2'՝?'20 (/)<//(“) +

ф(-) 2

■■ ■л-2';рГ(/)^^(«').

-Здесь

{/а* А1. р(П(/)
а-0

Р (/.«)),

рУ’(/) ^а-_0
Нпнп ([ а] х [а0]) —

(33)



Представление п-мерного тела 391

=| ф (ш)| Ри... (У) (лН + А(2Л> —)=

5'я_а оя -з ______֊$л-з и!_______ >Я.-з _____ п!_____
4 ’ (п_2)/|_^_! |22-2 2 (п֊1) (п-2)

5я-25л-з (п!)։
(п-2)’(п-1)(

Отсюда получаем

/Г* '1 \ 2Х(<о) = (|-՞- I ! ) 2Л+1 (п—2)’(п—1)

(л!)։ 5л-2*$л-з

X Г [ 2 С? А\-я‘ р<”> (/) + | £ С? А',-т р>։,1(/)

Ф (со) ол~3

Мы получили выражение для плотности меры через ее веджевую плот
ность. Пользуясь этим, вычислим теперь р. ([К]):

Рь([^1) = | //(ш) X (ш) ==
□/։•“ 1

я/2

2 с?лГа’Р<2/) (У)Н(«)+
£ =Л

+ ] 2 с" Л^"2') рР° (Я н (“) ] и (“) =

2л-3 
+

! у2Л+։ (п-2)’(л֊1) Г [ 2 С2п‘ Л!՞՜20 //Я) (/) P(f)df +

(п!)’5я_2 .^_з

/* л г2 '
+ I £ С? Л?-Я) М"’ (У) Р (У) </? ^у. 

Л 1-0 I
„л-З

где

Вычислим явно ЛуЛ֊2,) и произведем сокращения

(3.4)
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-г 1п (2 ։•)

(п-2Л
~5~8 (п -2) (л - 

п! 5^_3

Р([*])= [?(/)( £ с"|

2?л + ^

Н™ ({) +

Теорема доказана для мер, обладающих плотностью, а следовательно- 
и для всех мер.

§ 4. Ядра выпуклых тел

Определение 4.1. Функция А, заданная на множестве флагов 
Т, называется ядром выпуклого центрально-симметричного тела К с R. 
гели для любой трансляционно-инвариантной меры ц наЕ с веджевой плот
ностью р

Р([/С])= г л (Пр (/)<//.

Ядро тела К определено неоднозначно. Действительно, если А—ядро 
К, Ао таково, что для любой ц

]А(/)Р (/)<//= о,

то А + Ао тоже является ядром К. Ядро А однозначно определяет 
тело К.

Очевидно, что ядро тела аддитивно зависит от К՝, если А։ и 
А3—ядра тел К։ и К1։ то А1 + А3 служит ядром /С։+

Нам известен способ вычисления некоторого ядра для довольно ши
рокого класса тел: формула (2.2) дает представление о ядрах п-мерных 
многогранников, теорема 3.1 дает пример ядра гладкого тела.

Основной результат статьи [1] описывает ядра гладких тел из 
R՞ размерности (п—1). При этом очевидно, что если —те
ло размерности не выше (п— 1, то К обладает таким ядром А, что

Л(/(£, е, ш)) = 0, при . (4.1

Обратное тоже верно:если тело К обладает ядром, которое удовлетво
ряет условию (4.1), то /(с «о. Это замечание весьма существенно и будет 
использоваться в § 5.
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§ 5. Представление п-мерного тела в виде интегральной суммы 
(л—1)-мерных тел

Пусть тело К удовлетворяет условиям теоремы 3.1. Наша задача — 
представить К в виде интегральной суммы тел меньшей размерности.

Это равносильно представлению ядра Ак ([) в виде суммы ядер тел 
՛ меньшей размерности.

Для каждого 1 определим

.&.,(/(£, е, <и)) = Д4 (/(£, е, ш))8։0в(<о), 

где о», — дельта-функция, сосредоточенная в точке В таком слу
чае

Ак(/) = | Вш,(/)1/ш0.

г» л '—1 
+

Если Вш, (У) является ядром некоторого выпуклого тела, то это. 
■тело (л — 1)-мерно (лежит в ш0), и, следовательно, задача о разло
жении в этом случае решена.

В общем случае В^ — не обязательно ядро выпуклого тела, 
но В<^ (/) всегда является разностью ядер (л — 1)-мерных выпуклых 
тел. Докажем это. Для каждого В£ Й"՜1 пусть щ такова, что Н;==\— 
дельта-мера, сосредоточенная в точке В; р=—веджевая плотность щ. 
Тогда

р=([а:])=2Н*(В),
.где /Д(В) —опорная функция К в направлении В.

Для каждого ш0 образуем

Я«, (В) = -1 Г (/) Р£(У) -у [ Ак (У) Р£(У) #(«„).

Р Ф(Чо)

Здесь £?/ (шо) — инвариантная относительно движений мера на множестве 
флагов, лежащих в (Оо. При этом

</у = </ш0</у(ш0).
Представим в виде разности двух выпуклых функций, яв

ляющихся опорными функциями тел, лежащих в ш0:

Я<0.(В)=Щ(В) -НГ0(В).

.Н*„ — опорная функция АГ<^си)0; Нй„— опорная функция сш0.
Пусть —ядро тела Тогда В^, — В^о — Ви.„ — ядро Ки,„ 

Итак, получено представление

Ак(у) = у (у, - в»;.(У)] ж>0, (5.1)

1;и—1

где В^ — ядро некоторого выпуклого центрально-симметричного тела
лежащего в гиперплоскости ш0.
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В^, зависит лишь от значений Л*(/), где /сш0, а, значат, лишь- 
от значений А/* и ее первых и производных в точке ш0. Поскольку 
имеет место представление (5.1), то

. (5.2)'
„я—1 
“+

Это равенство следует -понимать как равенство опорных функций.

§ 6. Представление тела К в виде интегральной суммы отрезков

Как известно (см. [3]), гладкое центрально-симметричное выпуклое 
тело Л с R'՜1 представимо в виде

Л = (Нд)Г</Е,

о"-2 
. . < + • - г՜

где Е — единичный отрезок с направлением Е, Нл — опорная՛ функция 
Л, Рг—некоторый линейный функционал.

Если известен вид Ре для размерности (п —1), то получим его1 
вид для размерности п следующим образом: представим п-мерное тело 
вначале в виде суммы (л — 1)-мерных тел, а затем каждое (л—1)-мер 
ное тело с помощью Рг представим в виде интегральной суммы от
резков.

Теорема 6.1. Для выпуклого тела /С а: R", удовлетворяюще
го условиям теоремы 4.1, верно:

К= |՝РЕ(К)ТЛ, 

где »
Р£ (К) = | Р= (Н) На = Н* - Н~ (см. § 5)’.

Следствие 1. Значение Р= (К) определяемся поведением опор>- 
ной функции Нк в окрестности точек ш, содержащих Е.

Следствие 2. Если тело К с опорной функцией Нк таково, 
что для любой сферы 2 = 2я-։с2՞՜1 существует окрестность е(2). 
и зоноид Кп с опорной функцией Нк.2 такой, что Нк„ —Нк, е(2)г 
то тело К тоже является зоноидом.

Доказательство. Для тел класса С”-гладкости утверждение сле
дует непосредственно из следствия 1 к теореме 6.1. Для произвольных тел 
результат получается путем аппроксимации их гладкими.

Следствие 2 дает доказательство гипотезы Вейля (см. [2]) для слу
чая четной размерности. Формулировка гипотезы в точности совпадает с 
формулировкой следствия.
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Դ. ՅՈ Ի. ՊԱՆԻՆԱ. Ոսւուցիկ մարմինների ներկայացումը նվազ չա վււղականոլթյոլն ունեցող մար
մինների զամարի տեսքով (ամփոփում)

Հոգվածր նվիրված ք ուռուցիկ մարմինների ինտեգրալս։լին ներկայացումներին։ Օգտա
գործված կ սեպային խտությունների ապարատր։ Հիմնական արդյունքն Լ' ուռուցիկ մարմինների 
ներկայացումր նվազ լափողականութլուն ունեցող մարմինների գումարի տեսքով։ Որպես հե
տևանք ստսւցվել կ գոնոիգների բնույթին վերաբերվող Վայլի վարկածի ապացոլյցր։

G. J. PANINA. On the repreeentatlon of central eymmetrlc body by a turn 
of lett֊dlmenetonal bodiee (summary)

The article is devoted to convex body integral representations. The method of 
wedge dencities and nuclei is developed. The main result is the representation of 
central by symmetric even-dimensional convex body as a sum of less-dimensional 
bodies.

A positive solution of Weil’s zonoid characterisation hypotheses is obtained as 
a result.
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