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Пусть /—голоморфная функция в полидиске Dn =■ (С £ С": |Q |< 
<1, /=!,•••, и). Ее порядок определяется следующим образом' 
[1Ь [2Ь

ord/= inf {а : [ (р(С))"‘+“ 1п+ |/ (Т)| d>- (С) < «>} ,

{.ад—-М

где X(Q —мера Лебега на |С: |ч| = • • • = |Сл||> p(C) = dist (С, (bD)H) и 
ln+|/(Q| = max|In/(Q, 0|.

Пусть М — аналитическое подмножество в D" чистой размерности' 
п — 1. р — положительный поток типа (1,1), соответствующий интегри
рованию на М форм типа (п — 1, п—1). Порядок М определяется сле
дующим образом [1]:

ordМ= inf { а: j (р (С))1+’р (С)Л < (С) <оэ। ,
1 {|:.1--------1:Я|}

где ?'(<)=£ (-D'-'dcMOA,--’, Ad<p„(C), и Т/ (С) = Arg Q .
“1 Л

Имеет место известная теорема М. Джрбашяна [3].
Теорема. Для дискретного подмножества М в Di выполняется ра- 

вен&тво

ord М = min ord f, 
(/■ z tn - М)

где Z(/) = [С:/(С}=0).
Обобщение результата М. Джрбашяна на строго псевдовыпуклые об

ласти в Сп было получено Ш. Даутовым и Г. Хенкиным в [4]. Обобще
ние для случая бидиска получено в 1983 г. в работах [5], [8]. Для случая, 
полидиска в Ся из многомерной формулы Йенсена [1], [2] вытекает

Предложение 1. Если М = (С: /(ч) =0], то ord М < ord /.
Однако вопрос о построении функции f, обращающейся в нуль на 

MaDn и такой, -что ord f = ord М, оставался открытым. Настоящая ра
бота посвящена решению этого вопроса.

В работе доказывается следующая
Теорема 1. Для любого аналитического подмножества М в. D™ 

чистой размерности п —1 выполняется равенство
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огс! Л/==ш։п огс! /. 
• {/:Д(/)-М)

Эта теорема дает ответ на вопрос, поставленный в работе В. Штолля 
[1] и частичное решение задачи М. Джрбашяна об описании нулей голо
морфных функций класса Неванлинны-Джрбашяна № (Дп), определенно
го условием

№(£>") = {/: у (р(С))-։+,1п+1/(С)|гД(д<со|.

{!=»:-------м
Мы доказываем теорему. 1 как следствие двух других теорем, форму

лируемых -в терминах классов Л/“ (Дп). Для формулировки этих теорем, 
нам потребуются следующие обозначения:

£>(8) = < 2): р/ / у р*> 3, г = 1,- • п

где 0 8 < 1/п и р* = 1 — |С*';

Им(8)= [(рыпГ-иЛ/'е 
\1-1 4+1^ 1

О(«)

где М — аналитическое множество, ц — соответствующий положительный 
поток, = У—1 Л >Рппп(С)=лпп Р1 (С), р = £р*,-мультииндекс-

к ?
Теорема 2. Пусть Мс.О" — аналитическое подмножество 

чистой размерности п—1. Тогда для существования голоморфной 
функции / £ Л/“ (О*) такой, что М= {«.-/(;)=0}, необходимо, чтобы

Ум(Ъ) = О (О

и достаточно, чтобы: 
при а > О

1/л .

^(3)^ = С(р) < оо, 
о

при а = О
1/л
[ Им(а)-(1п8)’1п։+*</а = с(-л) < оо, 

о

(2>

(3>

где в случае а = 0 » (п) = У (п — /)-2 , е^>0, а под П (22՞) пони- 
1-1

мается класс Неванлинны, состоящий из голоморфных функций, 
удовлетворяющих условию

зир{ у 1п+|/(С)| Л</<р*(С)|<оо.

{|С,1------ (ся1-г)
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Теорема 3. Пусть McDn—.аналитическое подмножество 
■чистой, размерности п—1 такое, что ord М=а. Тогда для уе^>0 
имеет место следующая оценка:

ИИ8)<С(в, Л*)-(4^’

где С (е, М)-константа, зависящая только от г и М.
Утверждение теоремы 2 для случая бидиска вытекает из результатов 

[5] и [8]. Дополнительные результаты для бидиска получены в [9]. Необ
ходимость условия (1) в теореме 2 и теорема 3 доказаны в [12]. В настоя
щей работе мы докажем достаточные условия в теореме 2, и докажем тео
рему 1, используя теоремы 2 и 3. * . ։

Автор приносит благодарность Г. М. Хенкину за поддержку и внима
ние, оказанные при.написании этой работы.

§ 1. Доказательство оценок для коэффициентов потока,՛ 
определяемого аналитическим множеством

Аналитическому множеству М ■= ! С £ Dn : /(Q = 0| соответствует
<■ ,---- * _

замкнутый положительный поток |‘ = ; £ V — 1 Ио Л/Л d\j, задавае-
<.711

мый интегрированием по М форм типа (п — 1, n— 1), и положитель- 
п

ная обобщенная функция типа меры |н|=^ Ин- При этом [10]: 
1—1

(i) / и р связаны уравнением Пуанкаре—Лелона

ttoïn '/I = и,

(И) коэффициенты pij являются мерами с носителями на М, ре
гулярными относительно |р|, а меры ин положительны.

Доказательство достаточности в теореме 2 мы проведем по классиче
ской схеме, предложенной впервые Лелоном [11] и использовавшейся за
тем во многих работах (см. [4], [5], [7], [8]). По этой схеме последова
тельно решаются d и d уравнения с необходимыми оценками, и полученное 
решение уравнения до задает искомую голоморфную функцию. Нашей 
ближайшей целью является получение оценок на коэффициенты Ц/j пото
ка |х, следующих из условий (2), (3).

՝ Введем такие обозначения.
Для мультииндексов /, J, К таких, что |/|. |J|, |/Q-< п, и набора 

строго положительных чисел щ,--՛, ая таких, что а։+--- 4 ая=1> 
-определим многообразия

1°, к = [С£ Dn : kj = Zf, 0 < a/j-p/i -С- • • < a/r-p/r <

<ал-РЛ=- •• “ % = • • • = -Р*7<

֊< arpi для I (z 7U K\i J\, где r = |J|, р = М, <7 = 1^1 и «г = П ат;
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7/. г““ Тг.к (*/) ЛАЯ у = 0; 77 = 7/. х. ДЛЯ Л = 0;

•։/, к (zj) = (С £Dn: r,j = zy, 0 ■< aj, • р,,-С• • • <- ajT• p>r =

= а/, •₽/,=••• =^aip-fip < a*. ■?/,=■• = a*<-p*,; a*?-p*?<

<^az-p/, для lk /U KU J\.
В следующем предложении мы доказываем необходимые оценки на> 

коэффициенты |1.
П р е д л о ж е н и е 2. Пдстпь р = X V—IpijifaAdti—поток ин- 

t.)
тегрирования по аналитическому множеству Mcz.Dn чистой, раз
мерности п — 1 такому, что М-) |0J. Пусть р удовлетворяет ус
ловиям:

при а > 0 выполнено условие (2) теоремы 2;
при а = 0 выполнено условие (3), и аналитическое множество М за

дано в некоторой окрестности Dn.
Тогда найдется набор чисел '(ai,..., ап) и константа А такие, что коэф

фициенты потока Ц удовлетворяют следующим условиям:
при а О

Ур«-рГ“-7’/<Л.С(р), (4)>

т/

J (P«m + h*m<|)-p]-pm-77< Л-С(р), (5>

I/

Г (|*mm + + |Pm*l)-p“- Т, к <_ А-Cfa)՞, (6>

при а — 0, кроме условий (4), (5), (6) условиям

2ж 2к
( • I ^гРгТ/<А-С(^), ■ (7)՝

с ‘° ifaj)

2ж 5ж
J й\пт+|И^)-Рт-Г'<Л С(И), (8)-

° ° '

где i^I, m^J, Т/ = Л — Arfr. Л r.d^„
«I/Рг

Tr, i = Л — Ad, Л г. d<f. А dr. А г. df>t, Тг= А — Adr, А г. Уф,, 
s-±ivk р, ‘/е/ *’*e/f рл- ‘./е/

в (7) и (8) [Zyj — 1, а константа А при а = 0 не зависит от окре
стности полидиска Dn, в которой определен поток р.



370 П. Л. Поляков

Для доказательства предложения 2 нам понадобятся несколько лемм.
Введем вначале такие обозначения. Для набора положительных чисел 

■
(в։) такого, что у <։,= !, и числа 8 6 (0, 1) определим

£>“(8) = ((б Л: Р*/ Е Рм>а*4’
I т=1 )

I? (8) Р/ ] Е рт >-0/8, для <£/1,
( т=1 )

(8) =! с 6 т г р' I Е Рт = а՛г> для 4 • 
( т—4 * )

Лемма 1. Пусть положительный поток типа (1,1) р удовлетворяет 
условиям:

1/Л
У Ум (3) = С (р)< со, при а > 0, (9)

1/л

Ум (8)(1п8)'(л) “^8=С(р), при а = 0. (10)
о

Тогда найдется набор положительных чисел (а1..... ап) такой, что
Я

У ат=1, и константы А, для которых выполняются условия: 
«■>1

при а > О

Ь/ГР^-ТХЛ-Сйг),' ՛ (И)

Т/ 
при 7-0

Р/гР< •(1п9/)’<я> *’• Г/ < Л-С(р), (12)

т/ 

1/л
[ (1п8)’(я)+,^(’ м р7-Т/<Л С(р), (13)

•Рл—•7’/<Л-С(р), (14)
и р/

где ?6Л ^64 Р' = 77гЕ Р/ = 0/=*:Рг/ Е р«’
|/| /£/ т-1

а Г /Л X/ \
Доказательство. Пусть У а (8) =• | Р“։п • ( Е л — )•

3 \ 1-1 1 /*' Р; /
оМ)

7?(»)

!я
[(1п 8)’(л) + ։ <78^** 

т/ <«։
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Тогда, учитывая, что* V' (3) < К* (а-о), гдеа = пппа/, получаем для 
д^>0 из условия (9) леммы: 1 (

1/л

I ка (8) йо< Л (а)-С(р).
. о

Интегрируя полученный интеграл по частям, имеем

Г -9и’0<Л (а)-С(и).
и М

(15)
О

где константа А зависит только от (а,}. 
Используя теперь в (15) неравенство

</К(0)
</0

2а<+в0
<1—0* 0)2֊‘ 3

«7 (в>
т*‘?т

получаем

н

Т| <»»

0՛
(16)

.) (1-а/0)3+ •' рш
’ ’ »7 («)

где А (а) — константа, зависящая только от набора {а;}.
Из (16) заключаем, что неравенство (11) выполняется для |/ 

при произвольном выборе {а<} и соответствующей константе Л (а).
= 1
Для 

доказательства (11) при > 1 достаточно в интеграле из левой части 
(16) воспользоваться теоремой Фубини. Неравенство (12) доказывается 
вполне аналогично неравенству (11), но с использованием условия (10). 
Неравенства (13), (14) доказываются применением теоремы Фубини к 
интегралу из левой части (10).

3 а меч ан не. Из доказательства леммы 1 видно, что множество 
наборов {а.}, для которых выполняются неравенства (11)—‘(14) при соот
ветствующей константе А, имеет положительную меру.

Теперь всюду в дальнейшем будем предполагать набор {а]}, для ко
торого выполняется утверждение леммы 1, равным {1/п} и будем писать 
всюду 7, к, уг к вместо 7/>А-, А- В тех местах, где необходимо 
учесть отличие наборов |а/| и |1/п), будут сделаны дополнительные 
замечания.

Для доказательства неравенства (5) нам понадобится такая лемма.
Лемма 2. Пусть замкнутый положительный поток типа (1,1) р. 

удовлетворяет условиям (9) при а > 0 или (10)—при а = 0. Пусть кро
ме того выполнены условия:

при а > 0
5-473
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। ■ ~ ------ ■..... •- Г ---- --=Г ~1 .ь. т — 1C.- ■ -■ — =j—я

0/՜1 Т,<А.С№, (17>
\л = 1 /

при а = О

pF1 (1пе/)-я+'’и-‘ Р,)՜* ■7,<Л С(|Х), (1&).

Ь
где |/| = р4֊1^2. Тогда неравенства (17) при а>0 или (18) при 
а = 0 выполняются и для мультииндексов I таких, что | Z] = р.

Доказательство. Мы будем доказывать лемму для а > 0. При 
а = 0 доказательство несколько отличается от приводимого ниже, но более- 
громоздко.

Рассмотрим функцию х (р) € С'[0,1] такую, что х(р)=О А*я р >19/20' 
и z( р) = 1. для р-< 9/10. Зафиксируем мультииндекс 1 = (։։, - • •, ip), ин_ 
деке m £ I и определим

К='х(Рт)-Ря> Ф/=*(Р/)-Р/ и ß = ՛>’՛• Фм-и.Л/ÿz _а — •
W itfVm pi

Предположим вначале, что Ц — гладкая дифференциальная форма, удовле
творяющая условиям леммы, и применим к форме ß формулу Стокса на 
многообразии f/. Тогда получим

X [₽=[<#• (.19).
/Т/

7/Ш V

По определению формы ß имеем на 7,: ß ßm + ß/m, где

ß ■ t* t Л rfo Л —,• m • * • m r.um m rl _
i er sérum Pj

ß/m == ф/‘ Фт (P-Zin У 1 d-l A.d^m 4՜ PmZ 1 d^m A d^l) Л d^fl _ А “
'6/ a^rum pj 

Аналогично dß = 4֊ ՝£vim>

где

■и =ф • ф®—։.u rf-Ь.Ат A d<f, А — »'m rmm 'I 'n,,-, _
։£/Um Pj

= Ф/ ' (P/m ‘Л/А cf, 4- p . У—1 Л Л </ С) Л zty Л d?t Л — - чт ՝։ im r I т * mi r m i* 1 * — «Pj.
Введем такие обозначения:

ßz = ,l'/+։֊PlucftpznAJrJ Л d^i А —,
sëium Pj

Ф1/+։-Нн^А/?/А 2a,
stf Pi
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1/Ul VUm 7/U»i T/Uzn
Qm = f |7im], Qj = | |ТД |« Qim= I

T, Tz Tz

Ограничим область интегрирования в интеграле из (17) множеством 
[ / 9 ֊-г Н 9 I

7Z = -fz Г) j < Jo / И оценим этот интегРал следующим

образом:

■ Pmm Рт ( У՝, Р>^ ■ т՝/*< 4 ■ Qm. (20)

Т/

Из (19), используя неравенство < |(ч|-|jimm| и неравенство Гёль- 
дера для Р/т и Q,m, получим

Qm֊j ря/-ь^А4-ря). (2D
»fc/ ՝ IfdUm /

Используя теперь предположение леммы 2 для оценки Pi, Рт, Pmi и нера
венство (11) из леммы 1 для оценки Qi, получаем следующую оценку:

0m А. • С ( Р" ). (22)

Теперь, для завершения доказательства леммы 2 для гладких потоков, 
достаточно показать, что требуемая оценка сохраняется, если в интеграле 
из (20) расширить область интегрирования до у,. Для того, чтобы убрать 

9
условие рт < —, произведем биголоморфное отображение 27 -» 27 та-

кое, что С; (С) 

жении p՝t (С) = 
Ct pm (С) рт |

\j при j =рт, a Cm (С) — ֊ -1/5
:т/5

• При таком отобра-

= PZ(C) для ]' =р т, а для pm (С) выполнены неравенства 
(С) < C2-pm (С). Используя функции \pj{j=hm)< полу-

( 9чаем требуемую оценку для интеграла по области 7/П Р£(СХ_ (։£/) >

' 91Рт(С)«\—которая вместе с полученной ранее оценкой позволяет

9
убрать условие р,п (С) < - • Для того, чтобы убрать условие р; (С)

9
\—(*(;/). достаточно воспользоваться ограниченностью И“(5) при

I 9 )8 > 0 и теоремой Фубини, так как многообразие Т/П<р< —(г'€^)> 

лежит строго внутри 27" для любого мультииндекса I.
Для доказательства леммы 2 для произвольного потока, приблизим 

поток р на вложенных полидисках гладкими потоками р։ (г) =
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— ^։(С, я)|‘(С)։ где Х։(С, г) — семейство гладких форм, приближаю- 

Ь
щее диагональ {С = х} в /7 (С) X В (г) в смысле теории потоков. Исполь
зуя затем лемму2для гладких потоков р։ и неравенства (17) для по
токов р։ и р, получаем утверждение леммы 2 для произвольного по
тока р.

Докажем теперь неравенство (5) из предложения 2. Для этого считая 
утверждение леммы 1 для у«... п базой индукции и ярименяя лемму 2 в 
качестве шага индукции, получим такие неравенства для замкнутого поло
жительного потока Ц, удовлетворяющего условиям предложения 2:

при а > О

(23>

т/
при а = О

(\т-Р,-։ Ч1п^)֊"+'-։-Р2т-Л<Л.С(р), (24>

ъ 
где р = |/|.

Из (23), (24) сразу следует часть неравенства <5) для ртт. Остав
шаяся часть неравенства (5) при а > О следует из такой цепочки нера
венств:

/ 1ит,1 -р“-р.7;- т,< ( у 1 х

и Т/
(•25>

х( РГ։-Р^7-/)1'<^С(и).

Ъ
При а = 0 необходимо воспользоваться неравенствами (12), (24) и не
равенством у(п) — 2* (п—1) 4- п — 1>2у(д — 1)4֊п — р для получе
ния неравенства

У|М (1п е/)’,я-»+։М.рт • 77 < а ■ С (н), (26)-

ъ
которое заведомо сильнее (5) при а = 0.

Неравенство .(6) является простым следствием неравенства (5), ко
торое получается с использованием теоремы Фубини для диагональных 
коэффициентов р. и затем неравенства Гёльдера для недиагональных.

Для завершения доказательства предложения 2, т. е. для доказа
тельства неравенств (7), (8) нам нужна, кроме доказанных выше лемм 1 и. 
2, еще одна лемма, которую мы приведем без доказательства.

Введем также обозначения:

։)-(СеО::у = е՛'՜’'.
1 1
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рл л
I) »«/,/ Р, /

Лемма 3. Пусть положительный замкнутый поток типа (1, 1) ц за
дан в окрестности полидиска Оп и удовлетворяет условию (3). Тогда вы
полняются следующие неравенства:

2« 1/л
У у (1п г)’<л-։’+‘’ Рл,(<р;о). </8<Д.С(н),

О о
(27)

где (1,..., п) и константа А не зависит от окрестности Оп, в которой 
задан поток.

Теперь, для доказательства неравенств (7), (8) достаточно применять 
по индукции лемму 3 и использовать на каждом шате леммы 1,2 для огра
ничения потока |* на О(ху) (|г,т| = 1). Это возможно для 'почти всех 

по теореме Фубини.

§ 2. Решение «/-уравнения с оценкой

Наше следующее предложение показывает существование специально
го решения уравнения = У для правой части ц, удовлетворяющей не
равенствам (4)—(8).

Предложение 3. Пусть аналитическое множество в Оп М Э {0} 
таково, что соответствующий положительный замкнутый поток р удовле
творяет неравенствам (4)-т-(8), а при а = 0 множество М задано в неко
торой окрестности Пп. Тогда существует решение уравнения с1§ = у. на 

такое, что § = #01 + £°д, и коэффициенты д-замкнутой формы 

£°'1 = £ удовлетворяют следующим условиям:
т-\

при а > 0

|'р*/-|^|-7’/<Д-С(р), (28)

Ь

У р“՜1 ■ |£4| • Ту к < А • С (р), (29)

Т/, К

при а = 0

р<Рл--. рф,г [ |Л|-Г?<Л.С(р) (кТж| = 1), (30)

О ь т/'/

где !с^К, и при л = 0 константа А не зависит от окрест
ности, в которой задан поток р.

Доказательство. Искомая форма Я0՛1 находится по формулам 
гомотопии
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1
?°'։(С)= (’</'£—֊ (31)

1=1 \ .1 *=1 аг /
о

где 2Г(С, /): £)"Х [0, 1]-♦ Л" — гомотопия, выбираемая по разному для 
случаев «0 и а = 0. Опишем выбор гомотопии в случаях а > 0 и 
а = 0.

Пусть а > 0. Предположим для упрощения выкладок, что набор чи
сел {а,} из гпредложения 2 таков: {1/п}, и рассмотрим гомотопию Пуанка
ре: (£, О = Ь£т. Для доказательства (28) предположим, что I =
= (1,...,/?) и воспользуемся такой цепочкой неравенств:

] М- < А ■ у Л| X
Ь Т1 '՛

X Ь/(21С, 0)П< А- £ [ ֊֊֊Л
/ "1 т Ст (ч »=*

V
։ Ро я« ря .

Г л 1՝ С Ни 1՝ ои
X Л|1Ч/(2(С, *))1<л- У 1В’Л -^х

3 "и ■ ? *1 Уя-п

''/и;

+/р'/+в(^^(У!-7’/(;)), 

Т/
где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались интегрированием по 
частям по и, а в последнем таким неравенством:

1

7/П(Р/=и> Рт=ол»—р}

Лг,с*р,-1М0|.
1/П(Ру= “• Рт=°т -р)
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Теперь из (32) получаем, что (28) доказывается индукцией по р = |/| от 
п до 1 с использованием условий (4), (5) на каждом шаге индукции. Пред
положение индукции при |/| = П доказывается с помощью выкладок, 
вполне аналогичных (32).

Оценка (29) доказывается аналогично (28) индукцией по | К | от 
п—1/| до 1 с использованием выкладок, аналогичных (32). При доказа
тельстве шага индукции применяются неравенства (28) и (6). Предполо
жение индукции при |Л| = п.—1/| является следствием неравенства (28) 
при |/| = п.

При произвольном «неравновесном» выборе {а<} гомотопию Пуанка
ре необходимо модифицировать следующим образом. Если а/ = шах {а,}, 

то определим
т? (С,

(33)
(С, п=6-^ + ^|:т|-1 +—¥)•֊^(тг=/).

\ а/ \ а{// |Ст|
Легко видеть, что построенная гомотопия сохраняет многообразия 
14, к и 7°(С, /)®Р" при *<1.

Пусть теперь а = 0. В этом случае используются несколько гомото
пий, которые строятся индуктивно по размерности полидиска п. В случае 
п = 1 искомой гомотопией является гомотопия Пуанкаре. В случае произ
вольного п рассмотрим покрытие полидиска Оп областями:

Р։о) = {С £ Р՞: р, (С) < 1 — 8/2 0 = 1.-и)}, 

£>('>={СС/)п:р/(С)>1-8|,
где 8>0 выбрано из условия Н/(՝) = 0, если шах |Сь| <С 8. Приведем 

доказательство предложения 3 при а => 0 для „равновесного" набора 
{а/}=|1/п}.

Используя разбиение единицы, подчиненное покрытию (Р<0), 
получаем, что для доказательства предложения 3 достаточно пост
роить формы на областях соответственно Р(0), Р(/)> удовлетво
ряющие (30) и такие, что (#(0) + g^">) = р|д(0) и с( + #(/>) =р.|о(,>.

При построении искомых форм gu^ на мы можем предпола
гать, что условия предложения 3 выполнены на полидисках Р(о։=|С £ 
£Р'1:С։ = 0) размерности п — 1, так как этого можно добиться под՜ 
ходящей голоморфной заменой координат. Поэтому, используя пред, 
положение индукции, находим формы #оП на Ри’, удовлетворяющие 
условиям (30) на Ро’. Теперь форма g''V| определяется из равенства

(Со •••,<:-)=№ (С1։ • • •, о, • • •, с„) + / (С1, • • •, с„),
7

где форма g'Vl получается применением оператора гомотопии Пуанка

ре по переменной С/ к потоку ц. Коэффициенты ^у’при находят
ся по формулам
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?/’«) = ул-СгйЛС..---» «<.•••.
и

Предполагая теперь без ограничения 
Л7пМп является аналитическим подмножеством в 
(։ = !,•••, п) и учитывая условие (30) для £о° на 

Ся).

общности, что 
D'o> коразмерности 1 
Do\ получаем вы-

полнение (30) для £о2) на /У2. Оценка (30) для получается из ус
ловий (4), (5) для коэффициентов р.

Для завершения доказательства предложения 3 в случае а = 0 доста
точно теперь построить форму £<0) на О(0), удовлетворяющую (30). Эта за
дача решается специальной гомотопией «к остову». А именно, определим 

отображение Z (£, t):

<fk(Z£, П) = ?*(С), • .

P*(Z(Z,O) =#-p*(Q+h(1-Op* (Q-f ipm(Q)
' m = l /

(34)

и гомотопию Z по формуле Z (Z, t) — Z(’, ~ (Z, t)), где функция "(Z, t)£ 
£ C7 (£)nX [0, 1]) выбирается следующим образом. Для произвольной 

точки Z рассматриваем Т (Z)=-{/:max pj(Z(Z, /)) ^>1—8/2}. Из (34) 

следует, что T(Z) непусто для Определим t՛ (Z) = Sup{ Z"(Z)} и 
строим функцию т(С, /) так, чтобы т (Z, t) = t при t > t՛ (Z) 4֊ ?>/n и 

—— — 0 при t С (Z) — 8/п. Модификация Z с помощью " произ- 
dt

водится д«я того, чтобы гомотопия Z была определена корректно, 
т. е. чтобы p*(Z(Z, f))<Zl.

Для доказательства оценки (30) для ^0) нам понадобятся такие 
оценки:

dZt^ ..от p* 
dt p (Z(C, f)) ’

<»y) пй(0)=: (*/) nD<°։’

(35)

(36)

где p(Q= 2р„(С). 
т=1

Оценка (35) является непосредственным следствием формул (34). 
Для доказательства (36) необходимо ввести сферические координаты 
9^ ^п-г-р из условий

Р/(Q = — р (?) ■ Sin3 е, (Z), pn (С) =Р (Q • cos’ 9, (€)••• cos’ 9„_г_ р (С), 
Р

где р = |/|, г = |/| и для простоты обозначений J =(!,-••, г), 1 — 
= (j»4-l,-.., г р). Формулы (34) показывают, что 9j(Z(C, /)) = 
= 9Л(С) и rfcp(Z) = O(l) </cp(Z(C, t)), а отсюда легко следует (36).
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Используя теперь формулы (31), (34) и оценки (35), (36), получаем

7/

1

А- С ТУ (С)-С dZk^, I) 
а

•Ь(^(С, 0)К

(37)

л Р* («О

Л, Т/(։у)П(р(’»)>п(1-О)

4

-*֊ Г

л (1-з) ;
I/ <*у)Л ,'₽<»’="•(!-•։)}

А-

т/ (։/)лО(°)

где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались интегрированием по 
частям, и в последнем условиями (4), (5).

§ 3. Решение ^-уравнения с оценкой ц доказательство теорем 
» ■

Следующее предложение посвящено решению с оценкой уравнения 
дh = g для с»-замкнутой формы типа (0,1) а, удовлетворяющей ус
ловиям (28), (29) или (30).

Предложение 4. Пусть д-замкну тая форма наполи-
диске Пп, у доелетворяющая условиям (28), (29) или условию (30). 
Тогда существует решение Ь уравнения

дк = 80Л (38)
такое, что:

при а > 0
У р(9-1+М1тЛ(С)։<ад<Л.С(р), (39>

Ъ---Л
при а = 0

Г|Л(С)|д ^*(С)<Л-С(р). (40>
к=1

Для доказательства предложения 4 нам понадобится специальная фор
мула для решения уравнения (38). Введем необходимые обозначения:

а«| — набор неотрицательных чисел,
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вт (С, г) =
1___/ 1-М*

2к/-1\1 -
• Р1. / (С, г)

п-р-г+ -5- я-(₽-П+1 .г ( АГ, \
= (-1) AG/ ^֊֊ /\ 4$ (С, .’) 7-^-2 .

/е I ч —й/, л ч — XI

где р = |//, г = |У|.
Зафиксируем на 7, в качестве положительной формы объе

ма следующую форму:

(- *—֊Л Р " • -»А^.Л^А.-• ->Л
\2 'Ку ---  1 /

А^т/. л т («—'р—ч~ г), 
где

П=|^|(։6Л» г։=|С*1 (4^/С), ы(п —р —д —г) =

= а (<Д։Л<*Д р = |/|. г = \Л ч = \к\.
1&. Л К

Предложение 5. Пусть gOЛ—д-эамкнутая форма на поли- 
диске О". Тогда функция А на Оя, определяемая по формуле

л<г) = "£ I ( I [ ?1(ОЛЛ./(С, X)), (41)

г֊0(и=/-| (/л/=01
удовлетворяет уравнению (38).

Предложение 5 является обобщением ряда формул, полученных в ра
ботах [5], '[6] при участии Б. Берндтссона (В. ВегпсНззоп). Доказатель
ство предложения 5 здесь не приводится.

Доказательство предложения՛ 4. Пусть вначале а = 0. 
Будем доказывать оценку (40) для компонент решения, определенных сле
дующим образом:

Л/./(г)=(’/'(С)Л/>Д/(С. г)> 
и

Т/иу)

где Р/, ] построены по набору [ат = 0 (т=1,- • •, п)).
Используя определение Рг. получаем

(42)



Нули голоморфных функций 381

где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались оценками

1*1=։

dz 1
1 - 1С|։

1
1֊|С|!

а в последнем условием (30).
Пусть теперь а > 0. В этом случае мы воспользуемся формулой (41)

для набора {ат = а (т = 1,.„, п)}. Так оке, как в (42) определим 
ненты Л/у .Для доказательства оценки (39) нам понадобится 
лемма.

Лемма 4. Существует А > 0 такое, что при |С| <31 и 
Г (1-1СР)-' 1

К0.М1П0-

такая

<։> 0:

(43)
=։

1С֊х|
А. (44)

Если |С1|=...= |ф<1> то

П (1 ֊ |СЛ 
/=։

dz■^/\dzi■ (1—|г1Р)'
7—1________________

/«л 
1*.|---------|*р

Доказательство этой леммы мы опускаем.
Оценим теперь те компоненты Л/, у, у которых / = 0. В 

случае имеем

г'1 (0 А (б։ (С, г) ■—֊) Л 
/6/ \ Ч г1 / *£/

(45)

этом

Х( *С,(С, х)Л

/6/

Т/

d г։Л dzl -р“,՜' (г) 
к/

- 'Чр' 
dzг■(l-№^

Л

е

<л- 2 Р}(С)-|^(С)|-Г/(С)<Л-С(р),
<е» յ
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где в предпоследнем неравенстве мы воспользовались неравенствами (33) 
и (35), а в последнем условием (28).

Для оценки тех компонент, у которых ]={= 0, применим индук
цию по |/| от 1 до п- |/|. Зафиксируем мультииндексы / и ], набор 

г1г такой’ что 1*л1='” = | = '' ’ =1г’/г 1« и определим

(м == (С 6 ол • 1V(в,) = [С С В (г,): 1 > .

>1^,1 (<€/)). А; (г) = У Г г°ЧС)Лр/.,г(С, г).
1 и

(/', Г сПМ) 1Г <*/')

Тогда функция 1т А/(г) плюригармонична по */(/£/) в /У(гу), так как 
<?/Ау (г)^д<^)= 0, где ^7 — ^-дифференциал по переменным г/(/£/). 

Отсюда заключаем

Л4г||1пАЛу(х)|
1»/| =1'у,1

1ХД-1

(46)

Тогда имеем

•д

т /6/ |1т Ау (г)| 4֊ А • С (р) <

՛>/ л՛

с&, ЛЛ тТ/

I

1՜ /
1 /е/’|1-С/2/11+’|С/-

цг I

[ /\ </24|1т А/(г)| + А- С(р)
,/ /6/

՝(=)<! г Л сИ}- М9х

■ (1-г,х1։)*-՛^
' ]-■ у՜ 1«+։ |1 — Сх 2x1

I цг I \ikf.J)

+ ДС(н)<Л.С(|1),

где в первом неравенстве мы воспользовались (46) и предположением ин
дукции, во втором неравенстве использовано (46), а в последнем неравен
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ства (43), (44) и условие (39) для f у, г. При доказательстве базы ин
дукции, т. е. оценки для Im hr.j при |/| = 1 достаточно воспользоваться 
гармоничностью hi.j в Dl(zj), что впервые было отмечено Ф. Шар
пантье (Ph. Charpentier) в [7].

Замечание. Нами доказана необходимая оценка на многообразии 
где яабор (а,} фиксирован. Однако, используя одномерное не

равенство Йенсена, легко получаем требуемую оценку на произволь
ном многообразии

Доказательство достаточности в теореме 2.
Для доказательства достаточности в теореме 2 последовательно 

-применяем поедложения 2, 3 и 4 и получаем [решение и = 2к (Imh)

-уравнения Пуанкаре—Лелона дд ——— ы = р, удовлетворяющее (39) 

•-или (40). Т. к. для призвольной голоморфной F, имеющей М множест
вом нулей, выполняется уравнение дд —* 1п |/'| =р, то получаем, что 

«существует голоморфная функция / на Dn такая, что u = ln|/|. Это за
вершает доказательство теоремы 2 при а^>0. При а = 0 необходимо 
применить предложения 2, 3, и 4 к потоку р на вложенных полидис 
ках, а затем, используя диагональный канторовский процесс, построить 
.последовательность голоморфных функций, сходящуюся равномерно на 
.компактах к искомой голоморфной функции.

Доказательство теоремы 1. Для-доказательства теоремы 1 
.достаточно"для аналитического подмножества՛М в Dn чистой размер
ности п—1 построить голоморфную функцию / такую, что Af=U Dn՝. 
/0 = 0] и ord/=ordAf. ՛

Обозначим a = Ord М. Тогда, используя теорему 3, получаем: 

^։(8)<Д(.)-^֊^.
О

•т. е. выполнение достаточных условий теоремы 2 для а-|-е.
Применяя теперь «предложение 2, находим набор {а<} такой, что для 

У е > 0 «выполняются условия
J Нк.р|։+*+,-7’/<Д(в), 

т՞

((н„,т+1нт/|)т4-рт-г/<>։(е).

т/

| I- Т, К<А (в).

л՜
Теперь для построения искомой функции f порядка a достаточно восполь
зоваться гомотопией (33) для а>0 из предложения 3 и формулой (41) 
из предложения 5.

НПО Главмосавтотранс Поступила 14. VJI. 1986
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qL Լ. Հ11ԼՅԱԿ11Վ. Հոլոմորֆ ֆունկցիաների վերջավոր կարցի զրոներյ» թօւցժաշրջանում (ամո 
փոփում)

Աչխատանքոլմ ապացուցվում է Ord Af=min (ord/) հավասարությանը Dn բ^ողմ սս- 
շրջանում 1 կողափողականոլթ յան անաչիտիկ M ենթաբազմության, ինչպես նաև ք հոչոմորֆ. 
ֆունկցիաների համար, որոնց զրոները րազմությունր M-ե է՛ Այդ հավասարությունը պա
տասխան է Վ. Շտոլլի կողմից ղրվաե հարցին, ինչպես նաև մասնակի պատասխան Մ. Հրրաշ- 
յանի Na (Dn) Նևանլիննա֊Տրբաչյանի ղասի հոյոմորֆ ֆունկցիաների զերոների նկարագրման, 
խնդրոս).

P. L. POLYAKOV. Zero» of finit» order holomorphic functione within 
a polydisc (summary)

In this work the equality ord M = min (ord /) is proved for analyticjsubvariet, 
M of codimensional 1 in a polydisc Dn and holomorphic functions f for .which M i 
• zero set. This equality gives an answer to the question, posed by W. Stoll, and a 
partial answer to the problem of M. Dzrbasjan of description of zero sets of holo.
morphic functions of the class of Nevanlinna—Dzrbasjatr N*(Dn).
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