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ПРОСТРАНСТВЕ В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ, РАСТУЩИХ 

НЕ БЫСТРЕЕ ПОЛИНОМА

Введение

Рассматривается система дифференциальных уравнений с постоянны
ми коэффициентами

1.и =^- -лЛ'-Д')и = С; ((, х)6Л*+1, (1)
о/ \ Ох /

, д ( д д д 1 . .где х = (х։, х։,- • х„); — = ֊— » -— ,• • , А (х) — квадрат
ах ( ах| Ох։ Охп]

ная матрица порядка т, элементы которой — полиномы действительной 
переменной х = (х։, х։,։--. хя), и (х,/) = (н։ ^х, ит(х, /))—ис
комая вектор-функция, ։ — 1, Л"+1=|(х, <)> ^2>0, х^Н"}.

Определение '1. Мы считаем, что функция и (х, I) принадлежит 
классу М, если она вместе с производной по < непрерывна в замкнутом по
лупространстве I 0, х £ /?п и удовлетворяет оценкам

Г~^т՜0՜ * с‘1(1 Нх| +|*‘)Г։> (х> /И/?++1’ у^0-1- (2)

где С1 и сг—некоторые постоянные, зависящие от функции и (х, I).
Определение 2. Будем говорить, что функция /(х), заданная в 

Яп, принадлежит классу если она бесконечно дифференцируема и удов
летворяет оценкам

^/(х.)|<с4(1+|х|Г. (3)

где с* и а — некоторые постоянные, зависящие от /(х) (а не зав исит 
.э1*1 х

от к), к= {ку, к-к---, к„>, |<г| = ку ----- + кК՝, Ох/— " д ------------~к •
0X1 0x2,•••, Оп

Делая преобразование Фурье по переменной х в системе (1), получим

£и=^_ А(в)«==0, *>0, </?'՛, (4)
Л

тде у=Г(и (х, О)-Здесь и в дальнейшем под Е{и(х, #)) иР~'(и(х, <)) 
понимается преобразование Фурье и обратное преобразование Фурье 
функции и (х, /) (как обобщенной функции) по переменной х. Под ре-

.шением уравнения ։(4՝) понимается функционал «(£), зависящей от
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как от параметра, который при фиксированном / принадлежит классу 
5'(R՞) и имеет вид Г /)), где и (х, 1)£М. В уравнении.
(4) производная по I понимается в слабом смысле, а по х — в обоб
щенном смысле.

Пусть Е— единичная т-мерная матрица, X, (а), Ха(а),--, (з)'—
корни характеристического уравнения

с!е1 (Е>— А (’)) =0. (5).
Корень берется столько раз, какова его кратность. Обозначим р(а)— 
число корней уравнения (5) с Йе X -С 0.

Определение 3. Точка а0 £ R" называется регулярной точкой 
для системы (1), если в некоторой окрестности этой точки функция, 
р(я) постоянна, в противном случае точка называется нерегулярной.

В дальнейшем регулярность или нерегулярность точки а подра
зумевается для системы (1). В данной работе предполагается, что все- 
точки регулярные, кроме конечного числа точек о։, оа, •••, ач.

Отметим, что при п = 1 данное предположение всегда выпол
няется.

Пусть Со — пространство R'՝ без точек я։, аа,---, я,/։ При п^-2՛ 
функция р(а) в области (70 постоянна. Это число, называемое пока
зателем регулярности уравнения (1), обозначим через р0.

Рассмотрим следующую задачу.
Задача А. Найти решение системы (1) в классе М, удовлетво

ряющее граничному условию

0('7-)«М)=/(х), (б>
\ дх/

где <2(х) — матрица размерности р0 X гп, элементы которой — полино՜ 
мы, /(у) = (/։ (х), /а (х),-• /р,,(х))— заданная вектор-функция из
класса М

Под решением задачи А понимается классическое решение. Делая 
преобразование Фурье по х в граничном условии (6), получим

<?(’)«(", 0) = ? (о), (7)
где g (а) = /у.

Определение 4. Будем говорить, что задача А в зочке (То £ Яп 
удовлетворяет условию Лопатинского, если однородная задача (4), (7) 
при а = Сто имеет только нулевое решение в классе обычных функций, рас
тущих по t не быстрее полинома.

Отметим, что в нерегулярной точке условие Лопатинского заведомо 
нарушается.

В случае, когда все точки регулярные, кроме меры 0, задача А в клас
се обобщенных функций и (х, /), для которых Еи(х, /) есть обычная функ
ция, растущая не быстрее полинома по х и по /, рассмотрена в работах 
И] — [3]. В этом классе доказана единственность решения этой задачи и 
получены необходимые и достаточные условия на Я(а) = Е((х) для раз
решимости неоднородной задачи.

В случае, когда условие Лопатинского выполняется всюду, задача А 
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рассмотрена в работах [4] — [5] и доказано существование и единствен
ность решения этой задачи.

Задача А для однородного эллиптического уравнения высшего поряд
ка с однородными граничными условиями в классе бесконечно дифферен
цируемых функций определенного роста рассмотрена в монографии [6]. 
При выполнении условия дополнительности доказаны существование и 
единственность решения этой задачи.

• В работах [7]—[8] показано, что если есть нерегулярные точки, то 
однородная задача А имеет бесконечное число линейно независимых ре
шений, даже если во всех регулярных точках условие Лопатинского выпол
няется.

Как показывают вышеуказанные работы, при добавлении хотя бы 
одного условия вида (6) рассматриваемая задача становится некоррект
ной.

Целью данной работы является указание дополнительных начальных 
условий, при которых задача А становится корректной. При этом предпо
лагается, что во всех регулярных точках условие Лопатинского выпол
няется.

Теперь сформулируем основные результаты данной работы. Для это
го введем некоторые обозначения.

Пусть п>2 и з։, «։,•••, оч — нерегулярные точки системы (1)

p+(0) = J_f (Ел-Л (а))՜1 Л; Р֊(а)=2- С (Ек֊Л«Ч (8)
2 П J 2 к; J

7* (о) 7՜ (о)

где 7+(о) (1՜ (3)) — контур в комплексной 'плоскости, охватывающий 
корни характеристического уравнения (5) с Re).^>0 (ReX < 0).

В работе [9] показано, что матрицы Р* (а) и Р~ (а) бесконечно 
дифференцируемы в регулярных точках, причем

rang Р + (з) = т —р(з), rang Р՜ (з) = р(а).

Условие Лопатинского в регулярных точках эквивалентно условию [9]

rang (Р ) = т, з £ Go. (9)
\ Q(°) /

В дальнейшем условие (9) предполагается выполненным. Пусть и« (х, О— 
частное решение задачи А, существование которого будет показано в § 2 
данной работы. Дополнительные условия зададим в виде

Bi {х, 0) — и, (х, 0)) * <?j (х) = e~hjX pj (х); j = l, 2,- •, q, (10)

где Bj (г)— матрица размерности (р (зу)—р0)Х т, элементы которой — 
полиномы, р։ (х) — заданная вектор-функция размерности р(з.) — р0, 

компонентами которой являются полиномы, ел (х)£С£, supp о;.(х) на
ходится в малой окрестности точки aj, и в некоторой окрестности
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—1этой точки функция <ру(х) равна 1, <р(х) = / (<р (;)). Здесь ив даль
нейшем / *g— свертка функций / и g, т. е.

/(*)* g(x)= j/(x —5)^(0^- 

— *»
В работе доказаны следующие теоремы.
Теорема 1. Для того, чтобы задача А. с дополнительными усло

виями (10) имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы

/ Q(«y) \ 
rang! |=m, j*= 1, 2,-• q. (11)

В высказывании «имеет единственное решение» понимается существование 
и единственность.

Пусть р(s։) =р(а։) = • • • = р(ав) =*г0. Рассмотрим дополнитель 
ные условия вида

/ (j \ а
А>( 'Г1 ° — 0)) = 2 ехр(— гз х) рДх), (12)

\ ох / у_1 7

где Д, (х)— матрица размерности (гп — р0) X т, элементы которой — 
полиномы, Pj(x}—заданные вектор-функции размерности г0 — р0, ком
понентами которых являются полиномы. В этом случае имеет место 
следующая

Теорема 2. Для того, чтобы задача А с дополнительными усло
виями (12) имела единственное решение, необходимо и. достаточно, чтобы

/ Q \ 
rang! 2?0 (3/) 1 = ՞։, /=1, 2,•••,?.

Работа состоит из двух параграфов. В § 1 приводятся некоторые вспо
могательные предложения. В § 2 исследуется задача А с дополнительны
ми условиями (10) или (12) и приводятся результаты для п = 1. Пока
зана естественность дополнительных условий (10). § 3 — полученные ре
зультаты иллюстрируются для системы Карлемана-Векуа.

В работе указывается метод решения поставленной задачи и оценки 
'Производных решения.

§ 1. Некоторые вспомогательные предложения

Рассмотрим следующую задачу.
Задача В. Найти на полуоси I > 0 решение системы

аг
(13)
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удовлетворяющее граничному условию

ЯоУ<О)=а (14)

в классе функций, растущих не быстрее полинома, где Ао и Во — по
стоянные матрицы размерности т X т и г X т соответственно, 
/ (/) = (/։ ((), /ч (#)»• ՛ /т (<)) — непрерывная вектор-функция, расту
щая при I -» + о։ не быстрее полинома, «— заданный постоянный 
г-мерный вектор, г — число корней характеристического уравнения

ае! (£Х - Лц) = 0, (15)
у которых Ре X ֊< 0.

Пусть Р+— матрица, определяемая формулой

Р+=~ Г (£'• —А)՜1 А
2 «г Л 

т+
где ?ь — контур в комплексной плоскости Ре X 0, охватывающий 
корни уравнения (15) с РеХ^>0. Условие Лопатинского для задачи В 
совпадает с условием

гап8(в.)=т'

В работах [1] и [9] доказана следующая
Лемма 1. При выполнении условия Лопатинского задача В имеет 

решение и оно единственно.

Лемма 2. Если матрица Во имеет размерность т, где 
г^г и

/Р^\
гап£( о ) = т —Г-1-Г1, 

\&о '
то однородная задача В имеет г—Г1 линейно независимых решений, а не
однородная Задача всегда разрешима.

Действительно,в этом случае в условие (14) можно добавить новые 
условия так, что будет справедливо утверждение леммы 1.

Обозначим через Мо класс функций в вида

«(х, 0 = скЦ)хк, (16)
к-0

где 10 — произвольное целое число, ск (?) (1с =0, 1, • • •, /0)~ т-мерные 
вектор-функции, первые производные которых непрерывны в области 
/>0и растут не быстрее полинома при /-»-{-оо.

Задача С. В классе Мо найти решение системы

^7 = А 2 (*, <)€#+> (17)
М \ Ох/ *-о

удовлетворяющее граничному условию

сЛ’֊^ш(х, 0) = акхк, х£Л1, (18) 
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где а4 (<) — непрерывные вектор-функции размерности т на полуоси 
<^•0, растущие не быстрее полинома, С(х)—матрица размерности 
г X т, элементы которой — полиномы, г — число корней уравнения 
Ие! (Е>. — А (0)) = 0 с КеХ<0, а* — постоянные векторы.

Лемма 3. Если
/ С(0) \

ГЭПО I 4- . =Чр+(0)/

то задача С в классе Мо имеет, и притом единственное решение.
Доказательство. Подставляя и> (х, Л из (16)' в (17) и (18) при 

/0^-тах(/, /։), получим относительно сА(<) задачу вида В, которая 
удовлетворяет условию Лопатинского. Согласно лемме 1 она имеет един
ственное решение в классе функций, растущих не быстрее полинома.

Так как вектор-функции с4(<) удовлетворяют уравнению вида 
(13), то с&(<) также непрерывны и растут не быстрее полинома.

Лемма 4. Если С<х) — матрица размерности т, где 
Г1՝С г и

( с (0) \ гапг( (0).) =

то однородная задача С имеет бесконечное число линейно независимых 
решений, а неоднородная задача всегда разрешима.

Лемма 4 доказывается аналогично лемме 3, при этом используется 
лемма 2.

Лемма 5. Для того, чтобы однородная задача А с дополнительны
ми условиями (10) имела конечное число линейно независимых решений, 
необходимо, чтобы имело место условие (11).

В случае однродной задачи в условии (10) частное решение ио(х, 0 
можно взять равным нулю. При Я=1, <7=1, л'1=0 лемма 5 непосредствен
но следует из лемм 3 и 4. Общий случай доказывается аналогично. Лем
ма 5 говорит о том, что условие (11) необходимо для корректности задачи А 
с дополнительными условиями (10). В дальнейшем это условие предпола
гается выполненным.

В работе [5] доказаны следующие оценки для корней уравнения (5);

Мо)։<с0(1 + |а|)л»(/==1.2,---, /и), (19)

|Ке/.у(а)|>с։ |з — 0,1"՛ •••|з- з9|п’(1 -1-|3|)п?+ь у = Ро>..., т, (20)

где с0> с։, лР п3,-՛-, п9+1 — некоторые положительные постоянные.
Рассмотрим следующую систему уравнений в классе обычных функ

ций։

^■ = Д(о)у+/(о, 0, />0, (21)
0.1

где у (а, /) = (^1(о, 0, у3 (а, г), ■ ■ ■, ут (а, 0) — искомое решение, 
/(а, 0 — непрерывная функция по з и I при о £ R", Г^֊0, з=^о։, ’а, 
удовлетворяющая неравенству
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1/(9, 01 < с/9 - а1Г'”' • • -|з - 9?Г"-/ (1 + |з|)т’+«(1+ 0т’+2, (22 

с, тх, т1г---, тд^2—некоторые положительные постоянные.
Лемма 6. Если у (=, /) является решением уравнения (21) 

при о^Р" и = э։, о,,-*-, ая и удовлетворяет оценкам

1У (°. 01 < 8 (°) (1 + 0*> 0 С Я՞, <։ ¥= а1։ о2,• • •, з„ (23)

(х, 0)| < с, |9- о.Г'1 ..•։=- а,Г'’ (1 + |о|),»+։, (24)

где §(=) — некоторая положительная функция, с։, ?։,/2,•••, /в+г — 
положительные постоянные, то у (в, О у довлетворяет оценке ви ~ 
да (22).

Лемма 6 доказана в работе [1].
Обозначим

■‘’К™))՛’1'1’!,'“'
где I — число миноров Р* (=) порядка т матрицы а (з). Из условия (9) 
следует, что функция р (а) отлична от нуля и бесконечно дифферен
цируема всюду, кроме, быть может, точек 9։, о2, •••, з?. Имеет место 
следующая

Лемма 7. Функция Р (о) удовлетворяет оценке

|’₽(0)1 >с |=— 9,1я'. • -|= - 9,1я’ (1+1=1)-՞’+։,’ (25)

где с, П|, п2, •••, п9+1 — некоторые положительные постоянные.
Доказательство. Вычисляя Р+ (=) по теореме о вычетах, 

получим, что г~(а) имеет вид -т - ՝

/э+н=7?---0);-^-Ут(з))՛ <■>(«)= п п (мо)(о», 
“(’) ;-ьтП-1

где R (а, >֊!,՝/։,•••, Хт) — квадратная матрица порядка т, элементы
которой — полиномы относительно о, л„ л2>- ).т. Следовательно р (о) 
имеет вид

>!»<»», (26)
ш (а)

где Ро(=, >֊!,•••, ՝1֊т) — полиномы относительно а, >.„•••, ).т. Ясно, что 
°о(с> '•т(<’))¥=0 при а£7?" и 0=^’1,•••, ог. В работе [5-
(стр. 381, лемма 2.2) доказано, что функция Ро (о, (з), • • •, лот(=)), об
ла дающая вышеуказанными свойствами', удовлетворяет оценке (25). Из 
соотношений (19) и (26) следует, что Р’(сг) также удовлетворяет оцен
ке (25).

Лемма 8. Матрица ш (=, I) = еА ’ Р (з) бесконечно диффе
ренцируема при t'^Q, о=/=з1։ з2,з? и вместе с производ
ными удовлетворяет оценкам вида (22).

Доказательство. Вектор-функция ДО (а, 0 является решением
уравнения

бы
<11

А (о) ш, / > О (27)
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и удовлетворяет начальному условию

w (а, 0)= Р (а). (28)
В работе [9] доказано, что

w (в, t) = exp (А (о) t) Р (а) = -5— Г е' (£ X — А (а)) 1 «А.
2 «г J 

1՜

Вычисляя w (а, t) и по теореме о вычетах, убедимся, что для 

них имеет место оценка (23). Используя оценки (19) и (20), полу
чим, что для матриц Р~ (з) и Р' (а) и их производных имеют место 
оценки (24). Согласно лемме 6, w (a, t) удовлетворяет оценке вида 
(22). Дифференцируя уравнение (27) и начальные условия (28) по а, 
получим

= А (а) у (а, /) + W (а, 0, (29)
at di

У (°. 0)
dP~ (?) 

di

где у (-з, 0 -- ----- -  Применяя лемму 5 для уравнения (29), получим оцен
ка

дп> .
ку (27) для —— • Аналогичным образом можно показать справедли

ва

вость леммы 8 для всех производных (£ = 1,2,•••).

Лемма 9. Если выполнено условие (9) и

rangQ(3) = p0, a£G0, (30)

то задача А имеет решение.
Отметим, что условие (30) следует из условий (9) и (11).
Лемму докажем для случая, когда П = 1 и система (1) имеет одну 

нерегулярную точку СИ = 0. Общий случай доказывается аналогично. Вна
чале найдем решение задачи А, когда граничное условие (6) имеет вид

м(х, 0) = £>?/(х), (31)
\ Ох/

где !(х) — правая часть условия (6), к — достаточно большое целое чис
ло, зависящиее от / (х). Делая преобразование Фурье то иеременной х в 
уравнении (1) и граничном условии (31), получим

^.=А(з)и, (32)

(2(з) (а, 0) = в'‘^(а), • (33)
где !>(?) = Г/.

Рассмторим в классе обычных функций систему алгебраических урав
нений
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| Р4՜ (з) ш(з) = О, (34)
| (?(3)ш(0) = 60‘, (35)

где 6 —(6։, 6К) — заданный постоянный вектор, ш(з) = (ш։(а),
ш2 (а)> • • ’ > шт (°)) — искомая вектор-функция.

Поскольку выполняется условие (9), то в области Go система (34)— 
(35) имеет единственное бесконечно дифференцируемое решение. Если 
доопределить это решение ш(0)=0, то, согласно лемме 7, при достаточно 
большом k оно будет иметь непрерывные производные до заданного по
рядка, растущие не быстрее полинома при | а|— 

։ ։ р»
Пусть ш(а), ш(о),-.-։ ш (о) — решение системы (34) — (35) при 

й = (1» О,--., 0); (0,!,•••, 0); (0,0,- --, 1).
Ро

Ясно, что частным решением уравнения (33) относительно и (о, 0) 
является

V (о, 0) = ш (о) с* g, (а) + ш(а)в՝£а(а)-|------- |-ш а gfe (а). (36)

Решение уравнения (32) через начальные условия задается формулой

“о (о, f) — exp (А (о) /) v (о, 0). (37)

Подставляя (36) в (37) и имея в виду, что /^(о)-)- Р~ (з) = Е [9], а 
]

«о (3) удовлетворяет уравнению (34), получим '.

»(’. 0 = £ (fl, t)gi,

где

v>ks (a, t) = exp (A (a) f) з* Р (о) ш (о).

Из леммы 8 следует, что для любого I можно указать достаточно 
большое натуральное число к такое, что функции wts (з, t) непрерыв- 
но дифференцируемы в Рл.' до порядка I и эти производные растут 
не быстрее полинома по а и Zt при + f -> + со. Пусть /(х)
удовлетворяет условию (3). Обозначим через zh(x, t) обратное пре

образование Фурье функции Wki (з. О 
(1+а3)^'

( s\ __ 1 I Wkl (з, t) —tax J'> = 2֊.J (1+g,)^e *• 

Л'
При достаточно больших |i и к функция Zki (х, t) и ее производная 
по t непрерывны и удовлетворяют оценке

д’՛ zki с (1 + О*** ։
dtp S(1 +|х|)а+2’ Р

где а0 и с — некоторые постоянные, а — постоянная из оценки (3). 
Решение и(з, /) можно записать в виде
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«(», П=^/:(ги(а, № (х)),
1-1

/ д3 \н
где фи/(х)=(£— — ) /г(х).

\ Ох1 /
Ясно, что

|Го(х1О = ^(аО*^И (38)

является частным решением задачи (1), (31). Из формулы (38) сле
дует, что £>*и0(х, /) удовлетворяет оценке

1# и0 (X, 01 < ск (1 + |х|)* (1 + #)-; к = 0, 1, • • ■. (39)

где с4 — некоторые постоянные.
Так как и0(х, 0 является решением системы (1), то оценка (39) 

имеет место для всех смешанных производных функции и0 (х, {).
Теперь докажем лемму для общего случая. Пусть И1 (х, 0 — ча

стное решение уравнения

ЬЦ‘и[(х, ^)==ио(х, #)• (40)

Так как и0 (х, I) удовлетворяет оценке (39), то И! (х, /) также удов
летворяет втой оценке с другим показателем а. Подставляя и0 (х, О 
из (40) в уравнение (1) и граничное условие (31), получим

(г — (х, /)^ = 0,
• \ \ дх) /

<*’ о)-п?/(*).
\ Ох/

Отсюда имеем

0= 2 аМх1-, (41)
01 \ Ох/ ;—0

0^ £) и, (х, 0)=/(х) + £՛ х< (42)

где

Ьу — постоянные р0-мерные векторы. Ясно, что а, (Л непрерывны и 
растут не быстрее полинома при / -» + оо.

Чтобы найти частное решение задачи А делаем замену искомого ре
шения

и (х, /) = и։ (х, 0 + ш (х, /).
Подставляя и(х, t) в уравнение (1) и граничные условие (6) и имея 
в виду (41) и (42), относительно ш(х, О получим задачу С, удовлет
воряющую условиям леммы 4, которая имеет решение ш (х, 1)^М. 
Утверждение леммы доказано.
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§ 2. Исследование задачи А с дополнительными условиями

Доказательство теоремы 1. Необходимость условия (11) 
•следует из леммы 5. Покажем достаточность этого условия для существо
вания и единственности решения задачи А с дополнительными условиями 
(10). Делая замену в системе (1) и граничных условиях (6) и (10) 
м(х, () = ип(х, () + хи (х, /), относительно ш(х, <) получим

- А 6'Г)ш==°>’(х’ /?++։’О( \ Ох/

—ш (х, 0)= 0, х£ Я", (44)
\ дх/

(Л\ ~ —1я։Х
։ — )я>(х, 0)* <ру(х)=е ру (х); х£ Р՞;/= 1, 2,-• 9- (45)
ох/

Теорему докажем для случая, когда п = 1, <7 = 1, а։=0. В этом слу
чае (70 = Я1 \ <0}. После преобразования Фурье по переменной х в 
(43)—(45) получим

— = А (а) <■>, (с, 0 £ /г2+, (46)
<а
<2(а)ш(а, 0) = 0, а £/?։, (47)

В (а) а» (о, 0) ф (а) = т, а £ Л1, (48)

тде ш = Л՝ш(х, I), 7 — функционал из 5', сосредоточенный в нуле.
В работах [7] и [9] показано: для того, чтобы функционал 

ш = /• (ш (х, /)), где ы (х, /) £ М, был решением системы (46), необ
ходимо, чтобы начальные данные ш (а, 0) удовлетворяли условию

Р+ (а) да (о, 0) =0 при а £ Со. (49)

Из соотношений (47) и (49) (имея в виду условие (9)) получим 
ш (а, 0) = 0 при а £ Со. Следовательно

а» (в, 0 = 0> ПРИ ^0, а£(70. (50)
Отсюда, в частности, следует, что если ш (а, /) является решением за
дачи (46) — (48) и Р՜' (ш (з, /)) ^М, то В (о) ш (а, 0) вектор-функционал, 

■сосредоточенный в точке а = 0. Это означает, что В[ I—) ш(х, 0) * 
\ дх/ 

•* <р (х) является полиномом, т. е. в дополнительном условии (10) есте
ственно задавать правую часть в виде

ру(х) ехр(—га,х).

Из (50) следует, что решение задачи (46), (47) имеет вид

ш (’> о = 2 (0 6<4)- (=>). (51)

где сА (<) и их первые производные растут не быстрее полинома, 
■3 (3) — дельта-функция Дирака.
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Так как функционал ш(я, 0) сосредоточен в точке я = 0, то в ус
ловии (48) функцию <р (я) можно полагать единицей. Делая обратное 
преобразование Фурье в (46) — (48) и (51) (<р(я) = 1), для определе
ния ш (я, <) получим задачу С, которая удовлетворяет условию леммы 3- 
Следовательно, задача А с дополнительными условиями (10) имеет реше
ние и оно единственно.

Теорема 2 доказывается аналогично теореме 1.
Теорема 3. Если выполнено условие теоремы 1 и [(х) £ Ы, то ре

шение задачи А с дополнительным условием '(10) бесконечно дифферен
цируемо и удовлетворяет оценке

р?£>*гЦ(х, <)1<с41(1+|х1)”(1 + ПЛ / = 0,1,..., |*| = о,I,-.-, 

где с^, аи, “0 — некоторые постоянные, а0 и не зависят от к и I..
Для производных и(х, О эта оценка непосредственно следует из 

построенного решения. Так как и(х, /) —решение системы (1), то все сме
шанные производные линейно выражаются через эти производные. Отсю
да и следует утверждение теоремы 3.

Замечание 1. Если правая часть граничного условия (6) имеет 
вид такой же, как и правая часть условия (12), то в граничных условиях 
(10) и (12) можно полагать ио(х, /)=0.

Пусть п = 1 и все точки R' регулярны для системы (1), кроме 
точек я1։ я։,•••, о, и я։<яа<^-• яд. Обозначим ^0, 2։,-.., — ин
тервалы (—оо, о,), (я։, я,), •••, (я^,4-сс),1 а 2о, ^1,- - -, —отрезки 
(—со, я,], [я1։ я2‘],..., [я?, -|- оо), р(я)— число корней характеристиче
ского уравнения (5) с Не/-<10. Функция р (а) в каждом интервале 
О/(/ = 1, 2, • • •, у) постоянна. Это число обозначим через р/.

Пусть р=тах(р0, !»„•••, р7). С/ = 11 2* 
!»•*>/

(/=1, 2,..., р), р* = тш(р*-1, И*), Г4==р(я*) (* = 1, 2,-• •, </).

Ясно, что (7։о • • • зэВ случае, когда р0= р։—• • • = р», то по
становка задачи и результаты остаются те же, что и при п > 2. Те
перь поставим корректную краевую задачу, когда среди чисел р/ есть 
различные.

Так как система (1) при помощи преобразования Фурье всегда при
водится к системе (4), то корректные краевые задачи рассмотрим для си
стемы (4), а решение будем искать в классе обобщенных функций вида 
V = Е(и(х, {)), где и(х, 1)£М.

Рассмотрим систему (4) с граничными условиями

£ О0(я)и1(я,о)=^, яС^; /=1,2,---, и, (52>-
>-։

где (?0 (я) —полиномы, /л(х)€М £/= /'//(*)•

Обозначим через (а) матрицу с элементами (я) 0=1, 2, • • •, /: 
/•—1, 2, •••, т). Условие Лопатинского для задачи (4), (52) в интер
вале 2* (к = 0, 1.- • •, д) совпадает с условием
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rang = т, при а £2*; к~ 0, !,•••» 9«
(«)/

В дальнейшем это условие предполагается выполненным.
Можно показать, что если существует хотя бы одна нерегулярная 

точка, то однородная задача (4), (52) в рассматриваемом классе имеет 
бесконечное число линейно независимых решений, а неоднородная задача 
разрешима. Если нерегулярных точек нет, то задача (4), (52) имеет ре
шение и оно единственно. Теперь укажем дополнительные условия, при 
которых задача (4), (52) станвоится корректной, если есть нерегулярные 
точки си, аг,..., ач. Дополнительные условия зададим в виде

Л?(о) о(а, 0) — и0(?, 0)) = при |о — ау| С е, (53)

:где /=1, 2,•••, q, п0'(°> f) — частное решение задачи (4), (52) в клас
се функций v (a, t), .для которых F՜՜1 v(x, -(j — (гt—Ру)-мерный
лектор, компоненты которого — функционалы из S', сосредоточенные 
в точке aj, Rj (а) — матрица размерности (гу — Ру X т) ьс бесконечно 
.дифференцируемыми элементами.

Имеет место следующая
Теорема 4. Для того, чтобы задача (4), (52) с дополнительными 

условиями (53) имела единственное решение, небоходимо и достаточно, 
чтобы

/ Qtk (°*) \
rang! Rk(at) I = m, к —0, 1,- • •, q.

\ Р+(о4) J

Доказательство теоремы 4 и метод решения указанной задачи остаются та
кими же, как и при п 2.

Замечание 2. В случае, когда правая часть граничного условия 
'(6) является обобщенной функцией из а решение ищется в классе 
функционалов и(х, I), которые при любом фиксированном I > 0 принад
лежат и имеют полиномиальный рост при оо, то дополнительные 
условия, обеспечивающие корректность краевой задачи, задаются также 
в виде >( 10) и при такой постановке приведенные результаты сохраняются.

•"§ 3. Корректные граничные задачи для системы Карлемана—Векуа

Результат работы рассмотрим на примере следующей системы Кар- 
лемана-Векуа:

— = + аи + Ьо, = ф2 4- си + А»> (х, /) € ^+> (54)
0( Ох О( Ох

где а, Ь, с, с! — действительные постоянные, а решение (и.(х, I), о(х, £)) 
ищется в классе функций, растущих вместе с производными до первого по
рядка не быстрее полинома.

Делая преобразование Фурье по переменной х в (54), получим
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— = V-}- аи+ Ьу, — = — /аи + си 4՜ А», (55)*
Л д1

где и («, {)=Г(и(х, #)), V (а, Г) = Р (и (х, О), 
(преобразование Фурье понимается как от обобщенной функции). Ха
рактеристическим уравнением, соответствующим системе (55), является? 
уравнение

Х։— (а + </) '/• — о’+ ։'а (Ь — с) 4- ад — Ьс = 0. (56)-

Если |сг| —достаточно большое число, то один из корней характеристи
ческого уравнения (56) имеет Не 11 •< 0, а второй — ЯеХг > 0. Поэто
му, чтобы граничное условие задавать на всей оси X, необходимо, чтобы 
число корней характеристического уравнения (56) с КеХ.^0 было рав
но 1 всюду, кроме конечного числа точек. А это возможно тогда и только, 
тогда, когда выполняется одно из следующих условий:

А։) Ьс — а</^>0 или Ьс — ад = 0, а + </>0. В этом случае все- 
точки о £ R1 регулярные и число корней уравнения .(56) с Яек-^О- 
равно 1 для всех о £/?։.

А։) Ьс — ад = 0, а 4֊ д = 0 или Ьс — ад < 0, а 4՜ д = 0 и в —с=^=0. 
Тогда система имеет одну нерегулярную точку о — 0 и в этой точке 
число корней уравнения (56) с Ие <С0 равно двум, а в остальных 
точках оно равно единице. В дальнейшем одно из этих условий пред
полагается выполненным. Рассмотрим систему (54) с граничным усло
вием 1

1и (х, 0) 4 (х, 0) =/ (х), (57)։

где [(х) — заданная функция из класса Л/, а и р — заданные действи
тельные постоянные. При наших предположениях на коэффициенты систе
мы задача (54), (57) удовлетворяет условию Лопатинского всюду .кроме, 
быть может, точки а = 0.

При выполнении условия Л1), условие Лопатинского в точке о=0 
эквивалентно: « •

В,) либо Ьа?—(д — а) — сВ’т^О, (59)*

либо ач՜ т (6 4- с) а? 4֊ -С 0. (60)«

Из теоремы 1 вытекает
Следствие 1. Если выполнены условия А1) и В1), то задача 

(54), (57) имеет единственное решение в классе М.
При выполнении условия Аг) из леммы 9 следует, что неоднородная за

дача (54), (57) имеет решение в классе М. Пусть (ио (х, I), 1'о(х, /)) — 
частное решение этой задачи. Применяя теорему 1, получим

Следствие 2. Если выполнены условия Аг), .то задача (54), (57) 
с дополнительными условиями.

7(и(х, 0) —ип(х, 0))4-8(«(х, 0) —и0(х, 0))==р(х) (61)- 
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имеет единственное решение, где Р (х) — произвольный полином, у и 
о—действительные постоянные, удовлетворяющие условию ао— 
Пусть граничное условие для системы (54) имеет вид

+ 0) = /(х), (62)
\Ох/ 'Ох/

где р(х) и Q(x) —полиномы с действительными коэффициентами, 
^(х)£ЛС Тогда при выполнении условий Ai) или Аг) условие Лопатинско- 
го для задачи (54), (62) выполняется всюду, кроме, быть может, конеч
ного числа точек. Используя результаты работы [7], получим: если вы
полнено условие At), то однородная задача (54), (62) имеет конечное чис
ло линейно независимых решений, а неоднородная задача всегда разре
шима. В частности, из этих результатов следует, что если выполнено усло
вие Ai), но нарушено условие Bi), то однородная задача (54), (57) имеет 
одно линейно независимое решение:

и (х, t) = с? ехр (>./); v (х, t) = — ся ехр (>7),
где с — произвольная постоянная, X—корень уравнения (56) при а=0՛ 
с Re I- <. 0.
Ереванский политехнический 
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Ն. Ս. ք^ՈՎ1հԱ118ԱՆ. Կորեկսւ խնդիրներ մասնակի ածանցյալներով դիֆերենցիալ հավասարում
ների սիստեմների Տամար, թաղմանդամային ահ ունեցող ֆունկցիաների ղասերում (ամփուիում)լ

Ուսումնասիրված են ընդհանուր եզրային խնդիրներ, որոնք բավարարում են Լոպատինսկոլ 
պայմանին ամենուրեք, բացի վերջազոր թվով կետերից։ Այդ խնդիրները կիսաաարաօս. թյուն- 
ներում րազմանդամային աճ ունեցող ֆունկցիաների դասում ունեն անվերջ թվով լուծումներ։ 
Աշխատանքում բերված են լրացուցիչ եզրային պայմաններ, որոնք ապահովում են նշված 
խնդիրների լուծման գոյությունը և միակությունը այդ ֆունկցիաների դասերում։

N. E. TOVMASIAN. Correct boundart; problem։ tn half-space for a system of 
partial differential equations tn a class of functions with polynomial growth 

(summary)

The boundary problems, satisfying Lopatinsky condition everywhere except for՛ 
finite number of points are studied. Such problems in half-space in the class of fun
ctions with polynomial growth have infinite number of solutions. In the paper Some 
additional boundary conditions are given, with which the problem has a unique solu
tion in the same classes.
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