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ОЦЕНКИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ОПЕРАТОРОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Постановка задачи. Формулировка основных результатов

Пусть Q—/i-мирный открытый куб с границей Г, точки которого бу
дем обозначать через х — (xi, ха,..., хп).

= “X. ^7 (°" w й;) + “w “ 

— симметрический, равномерно эллиптический оператор, т. е.

ali (*) = aji (*)• а <х) > 11> 0

и для любого вектора Е = (Е։, Еа.---, Ея)

Е £Е?,
l~l l.j-l 1-1

где т1։ та и Тз — некоторые положительные постоянные.
Рассмотрим задачу определения собственных значений первой краевой 

задачи для оператора L ® области Q

Lu = Xр(х) и,
(1) 

u|r = 0.

На коэффициенты оператора L и р (х) накладываются ограничения 

О1/(х)^С«(2), а(х)£С(2), 

р(*)>Ро>О. Р(х) £ С1 (Q),
при которых известно {см., напр., [1]), что оператор L имеет счетное 
число положительных собственных значений:

0 < Xj • •,

Целью настоящей работы является получение оценок собственных 
значений оператора L через собственные значения оператора, коэффи
циенты которого являются кусочно-постоянными в Q ■функциями.

Перейдем к точным формулировкам.
Пусть {Q;}, j — 1, 2,•••, q— равномерное разбиение куба 2 на 

_ я
кубы 2/со стороной Л такое, что 2 = U 2Z п2/= 0- Для любой 

7-1 г+
функции / (х) £ С (2) определим в 2 ступенчатые функциии j (х) > 
f (х) и /~(х) следующим образом: для х£2у
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Л (х) = sup / (х), /' (х) = inf f (х), (х) = /(х<с)),

х(с) — серединная точка й /.
Через (1+), (1՜) и (1՜) обозначим краевые задачи, получаемые 

из задачи (1) путем замены коэффициентов (atJ (х), а (х), р (х)) опе
ратора L на (az+(x), a+(x), р" (х)), (aj}(x), а՜ (х), р+(х), (а£ (х), 
а~ (х), (х)), соответственно. Пусть, далее, Хг, и* , X*. и* обозна
чают к-ые собственные значения и соответствующие им обобщенные 
собственные функции задач (1*) и (1~) (см., напр., [5]).

Основным результатом настоящей работы являются. следующие тео
ремы.

Теорема 1. Если atj.(x), a(x)^C։(2), р(х)^С(2), то суще
ствуют постоянные С (к) > 0 и h0> 0 такие, что при h < h0

р*^-Х*~ |< С (к) h1.

Теорема 2. Если alt (х), а(х)£С։(2), р(х)^С(У), то суще
ствуют постоянные C(k)"^>Q и ha> 0 такие, что при А < Ао

!x*-v(Z*++>r),<CWA2- (2)I 2 1 ՛ *

Получению оценок вида (2) для оператора Штурма-Лиувилля (зада
ча (1), п = 1), с установлением различных скоростей сходимости, посвя
щены многочисленные работы, из которых отметим лишь работы [2] — [4J, 
где можно найти и дальнейшие ссылки. ՝

В [2] получена оценка (2) для оператора Штурма-Лиувилля первого 
порядка по Л, которая в дальнейшем улучшена в [3], где получена квадра
тичная скорость сходимости. В [4] при более жестких ' ограничениях на 
гладкость коэффициентов оператора, получены оценки более высоких по
рядков по к.

В настоящей работе оценка вида (2) получена для симметрических 
эллиптических операторов второго порядка в кубе.

Случай, когда й—произвольная ограниченная область с кусочно-глад
кой границей, сводится к рассматриваемому с использованием известных 
приемов продолжения функций на более широкую область с сохранением 
гладкости. Отметим также, что аналогичный результат имеет место и в 
случае неравномерного разбиени куба й на параллелепипеды йа, при этом 
роль Л играет длина наибольшей стороны параллелепипеда Йа.

Доказательствам основных теорем, которым посвящен § 3, предпосы
лаются три леммы, приведенные в § 2. .

§ 2. Вспомогательные утверждения

Предварительно введем некоторые обозначения. Для любой точки 
х = (х։, х։,---, х„) и для любого мультииндекса я = (я։, яа,---, з„) 
с целыми неотрицательными компонентами определим как обычно

х* = х? х?... =/)? D? • • • А՛»,
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Пусть далее
J/J = sup |/(х)|

2

— обычная норма в С(й).
Лемма 1. Если
1. с՝ (2),

то • ||/ — v4’1 ZT/I,
2 Н-1

2./(х)СС’(2),

z ц о 1®1в*

Для доказательства обозначим через /*(х) сужение /(х) на 2к. 
По формуле Тейлора в точке х<с) £ 2*

/* (ж) = fk (х"’) + S (х ֊ xwy D* fk (?. (х(сУ)),
/«1=1

где E« (x(f)) — некоторая точка 2*. Отсюда

|/А(х)-Г(х) < S '(x-x(c,ri|D*/*(U(x։f)))|<
l«l-l

<4 S *up^VHx)i<4։^(x)S-
2 ,«|=1 •8* 2

что и доказывает первое неравенство. Аналогично доказывается оценка

ll/֊/±J<nAmaxpa/(x)J. (3)
1»|-1

Перейдем к доказательству второго утверждения. Не ограничивая 
общности можно предположить, что в Йд имеет место следующая система 
неравенств:

АД(х(с))>0, г = 1, 2, I,
(4) 

A/*(xW)<0, i = n.

По формуле Тейлора в точке

/4(х)=/*(х(е))+ 2 (x_x(cyz)։/*(x(£)) + 
l«l—։

+ V S *{е))‘ A <5)
2 |.,_2

Обозначим через

х“’ = (х1Ч х4Ч-, «I*"’) 
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вершину куба наименее удаленную от начала координат. Тогда коорди
наты всех вершин Йа будут иметь вид

Х(*+Г)=(х(*.тг)( х(*гН)։...։ х^}

при всевозможных подстановках вместо г значений 0 или 1. Далее очевидно

Подставляя в (6) значения

«*', А՜.

вычисленные по формулам (5), получим

-֊- IX (*“’))-
l а|-2

- 4 S (x<m) - (x,r>))> (8)
2 |«|-2 •| 4 »

> У (x(m։-x(*+։))։^7i(*<f)). 
I«"i

где

a x(m) £й* и в 2a.

С другой стороны, в силу выбора вершины (xi*'\ •••, xi1' 
x4^l+1, •••, x£n+') и условий (4), имеем

£ (х(я1) - х“^’)* D'fk (хм) > 0. (9)
1«|-1

Аналогично, подставляя в (7) значения

Л(х(?'+1),-.., Х^\ х'4'-’), ft,

вычисленные по формуле (4), получим
4 s (xw-xW(M*(e))-
2 |aj-2
- 4 S <x(M)- x<e,)‘0* (x(c>)) < (1°)

2 i«t“2
< 2 (xw - xlk+t}YD'fk(xM),

I«!-1
r«e

8 = 1-8, XW 6 и fk (x(M)) = •/+

в Йа. Как и выше из выбора вершины .

(х‘։*֊+1),-.-, Х(№}, х^՛’,---, хя‘")
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и условия (4) имеем

Е (х'М} —х(4+')* £7* (хи,)< о. (П)
1*1-։

Используя (5), вычисленную соответственно в точках х(м; и х*”4 и очевид- 
п (с) (*-Н) , (*+«)ное соотношение 2 х — х + х , имеем

/2՜ +/Г - 2/Г= 2 (х(Л,)֊х(4-Н))' £>7* (л{е)) + 
|.;-1

+4 Е (х(А0--х(е))'л7*(р«(х(в,)) +
2 |»!=2

+ £ (х(т)֊х*+։)։£>7*(х(е,)4- 
1»1—I

+ 4 Е (х(т,-х(еУ£>7Л0Мхи>)), (12)
2 |«|-2

откуда, с использованием соотношений (8) и (11), получим верхнюю 
оценку

/^+/Г-2/Г<4 (х(А+։)-х(с))“Р7*(С«(х(е))) +

+ 4 Е (х(Л։)-Х(СУ Р7* (Ра (Xм)) <

<4 Е 1(х1*+։,-х(е,)в1 Р’МС. (х(с,))| +
2 .»1-2

+ 4 £ Кх(л։,֊х(е)Г1 |£>7*(Мх(е,))1< 
2 |»|-։

- п’Л2 лп« л 
<_Т_Х211 л

Аналогично из (12) при помощи неравенств (9) и (10) получается 
оценка снизу

Л+/Г-2/; > 4 Е 1(х{га,-х(с))'| |£>7нмхс))|+ 
2 1»|-2

+ 4 Е |Г>7* (х(е)))1 >
2 I»,—2 

п^а «Л» Л >------— шах Р /5-
4 1«|-։

Из последних двух соотношений и следует второе утверждение леммы.
В дальнейшем нам понадобятся следующие функционалы:

7У(и)= С ( у аи (х) £)/ + а (х) и2) с/2, (13)



М(«) = |р(х)и’</2, 
а

/?(։,)=. 
М(у)

Обозначим через
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(14)

(15)

М* («), (V), М-- (о), М~ (V), R* (о), R՜ (V)

функционалы, построенные по формулам (12)—(14) для краевых задач 
(1±), (1՜) и (I՜4), соответственно.

Отметим, что если «л — А-ая собственная функция оператора Ь, а X*— 
соответствующее ей собственное значение, то, как известно, [1]

** = *(«*) = —֊• - (16)
М (ин)

Лемма 2. Если ац(х), а (х) и р (х) £ С (2), то существуют 
постоянные С (Л) > 0 и Ло> 0 такие, что при Л < Ао

. |Х*-Х?КС'(*)Л, (17)

р.*-х;ь<с.(л)л. 18)
О Я о |

Д о к а з а т е ль с т в о. Пусть 1^2(2), где 11^(2)— замыкание
множества бесконечно дифференцируемых финитных в 2 функций в
норме

В силу оценки (3)

МЧ(Д а
(О^У+ю* )</Й.

1М(«)-мМ < [ |р(х)р(хг(--Р(х)</2< 
а/ Р \Х)

а

Р (х) И Ро
и

\Ы(») — ЛГ* (о)| < | 2 |ау (х) — ас, (х) | о| | £>; и| + 
- И-/-• а

+ |а (х) — а± (х)| о’] </2 -< с։Л |и]?.

С другой стороны, в силу условия эллиптичности

Л'Н>сзМ)Ь (19)

т. е.

отсюда следует

|Л'М ֊ /Vх («)| < — л^(и); 
с3

(и)>(1 -8։Л)7У(«),



Оценки собственных значении 349
- - —ЧТ*»֊ — — *■ • . —- - Г • • • ~՜ ' ' •

где о =. —■ Таким образом, Е± (и) > О при А < — • 
с։ 6,

Далее из очевидного равенства

Л («) - Я* (V) = Л,‘„ — + К ы М
сХедует, что существует положительная постояная 8։= 8։ (с։, с։,с8, р0) 
такая, ,что .

֊4 (и) я(и) < тЧ’г Л± (у)’ ■ <20>1“Т”О|Л 1—-

откуда в силу определения функционалов А?(и) и Л*(и), минимаксных 
свойств собственных значений (см. [1], или [5])

Оценка (18) доказывается аналогично.
Лем'ма 3. Если ац (х), а (х) и р(х)£С։2 , то существуют 

постоянные с(А)^>0 и А0^>0 такие, что при А<^А0

|Я4 (а.)-Х||<С(А)А\ (21)

|Я~ (щ)-ХГ|< С(А)А\ (22)
•-.Доказательство. Имеем

£(и*— п^) = Х±р?(х) (и*— и?) -|֊Хй(р(х)— (х))и* +

+ (Ч ֊ X?) и* - (£ - £*) и?. (23)

С другой стороны (для нормированных «л и и*, к фиксировано)

Тз0м* — «*11 -С (X. (и*— и*), и*— и*), 
։ ՛ ■ '

где (• , •)—- скалярное произведение в Откуда с использованием
(23), получим

в

+ X* I |р (х) — р± (х)| |и* — и^| с/2 4֊ 
1

с

+ |Хе - X?I у (х) |ИА| !и* - ы*±| </2 + 

и

+ 2 [ 1а</ (*) — а/* (^)| |£>/и*| |£);(и»— и։±)|՝</2.

2
Используя неравенство Юнга, лемму 1 и (17), получи^

7։ Ци* Ии 5? -С С* Аа-|- ь с5 — щ [1, 
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где е> 0 произвольно. Выбирая е^>0 из условия ?3— ։с5>0, получим 

|и» — и?I < св (к) А.

Отсюда следует, что

|л,± (и* — ы?)| < с, (к) Л, (24)

|М* (и*֊ ы»)1<с8(^)Л. (25)

С другой стороны, используя соотношения (13)—(16), нетрудно про- 
верить, что

л/1 (к*) - & М* (и*) = №* (и* ֊ и±) 4- к? М± («* ֊ и?) 

и окончательно

|/?± («») - =
М* (и*)

֊< |Л^ (и* - »**)! + |Х?| \М* (и, - И>*)| с А, 

М±м

Аналогичным образом доказывается оценка (22).

§ 3. Доказательство основных теорем

Теорема 1. Если а^(х), а(х)£С’(2), р(х)£С‘($)> то суще
ствуют постоянные С(к)^>0, А0^>0 такие, что При

(26)
Для доказательства воспользуемся соотношением (՝16), полагая соб

ственные функции задач (1) и (1՞) нормированными. Очевидно

|Ч - ХГI < |Л/Г (щ) - ЬГ (о? )| + |/7 (ИА) ֊ АГ (щ)|. (27)

Первое слагаемое в травой части (27) в точности совпадает с левой частью 
(22), следовательно достаточно оценить второе слагаемое в (27). Для это
го оценим предварительно интеграл вида

] (/(х)-/“(«))« (х) </2, 
с

где
6 С1 (2).

Используя формулу Тейлора для функций (х), получим

Г (6(х) — /Г (х)) ш/ (х) = | (// (х) — /Г (х)) ин (х(г)) 4-
«*! • 4

+ Г(Л(х)-Г(х)) 2 (х-х^’Г^ш/^Дх11’))^, 
1«|-։

Второй интеграл в силу первого утверждения леммы 1. очевидно не пре- 



'Оценки собственных значений 351

.восходит по абсолютной величине сЛп+։. Покажем, что аналогично оцени
вается и первое слагаемое. Имеем

р(Л (х) —/Г (х)) то/(х(е)) =

-а,

= то г .(х<£’) £ £>* А (х(£) ) Г (х - х(е) )* </2։ + 
11-1 3

»<

+ Г (х(£)) £ (х - х(с) )։2Г/| («. (х<е)) </2։. (28)
֊, 1.1-։

«I
Первый интеграл в травой части (28) равен нулю, а второй—ото абсолют
ной величине оценивается через сАп+2.

Таким образом

|(Л(х)-/Г(х)) шДх)^ сАЛ+2

к окончательно

(29)
В

Далее ото определению

ау (х)) А ик О) нк+
• в

Г(х))м^ а~ (х)) и’ </2 I

В

у, (а1](х)~ан(х)О{икО{ ик\<1& . (30)
а

Применяя поочередно неравенство вида (29) к каждому слагаемому 
в отравой части (30), приходим к оценке

|ЛГ(и*)-ЛГ(и*)|<с(А)А», 

которая вместе с оценкой (22) и доказывает теорему.
Теорема 2. Пусть а/у(х), а(х)£С’(2) и р(х)£С (2). Тогда 

существуют, постоянные С(к)>0] и Ао> 0 ] такие, , что при

а*-֊-(>: + )-Г) <с(А)А».

Для простоты доказательства будем полагать, что собственные функ
ции задач (1*) нормированы. При фиксированном А имеем

։՛*—— М + ) | -С I ?-а— ^Г| +
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+ рГ ֊ /г («01 + ֊ I я+ («*) ֊ Կ+4 + .

(31>

Из определения функционалов Я* («*) и («л), после очевидных 
преобразований, с использованием второго утверждения леммы 1, получим

Теперь доказательство теоремы следует из теоремй Г и оценок (21),.
(22) леммы 3. ; ...
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of second order elliptic operators (summary)

The paper gives some estimates for the eigenvalues of the first boundary valus 
problem for the second order elliptical operators. ,
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