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1. Пусть £ = (-*1" (0 1г*1 < 1) “ произвольная последователь
ность комплексных чисел, удовлетворяющая условию Бляшке

У(1-к1)<оо, (1>

а В(г) — функция Бляшке с нулями гк{к—1, 2, •••)

Пусть, далее, Нр (0 < р оо) — класс Харди с нормой

при 0 < р<^ со и 11Д, = sup|/(z)/, при р = со.
1*1<1

Следуя работе [1] М. М. Джрбашяна обозначим через Ар {Z} (О < 
< р оо) класс функций, определенных вне точек единичной окружности 
|z| = 1 и удовлетворяющих условиям:

1) f(z)^Hp, при |z| < 1.

2)/(г) = —Ь при Ы>1 
z \ z /

3) Угловые граничные значения функции f (z) изнутри и извне ок
ружности |z| = 1 почти всюду совпадают.

Следующие утверждения относительно классов Ар {£} доказаны в ра
ботах [2], [3], '[4].

1°. При 1 р < оо Ар {£} совпадает с замыканием линейной оболоч
ки системы

1 -- ZA Z

по метрике Нр.
2°. Если и /М = 0 (* = 1, 2,...), то f(z) = O.
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3° Класс (l-<p<œ) совпадает с подклассом функций Нр> 
удовлетворяющих условию

Для дальнейших исследований классов Хр {Z} М. М. Джрбашяном, 
на семинаре по теории функций комплексного переменного, была поставле
на задача об исследовании граничных свойств функций класса Хр {Z} в 
зависимости от расположения точек Zk (k = 1, 2,...) в единичном круге.

В настоящей работе доказаны следующие утверждения.
А. Если последовательность Z = {яь}~ удовлетворяет равномерному 

условию Фростмана
sup у.1 ->|;֊-<оО) о)

то любая функция из класса )֊_ {Z} имеет радиальные предельные зна
чения во всех точках единичной окружности.

В. Если последовательность Z = {zk} " удовлетворяет условию (3), 
а также условию Ньюмана .

suP( V՜1***11 > к = 2,-}=д<1. (4)
I 1 — kil J

то ряд Фурье любой функции /(з) £{2} сходится в каждой точке 
единичной окружности.

Относительно утверждения В отметим, что аналогичный результат 
для произведения Бляшке был установлен в работе [5].

Пусть f(z)^lp{Z] и f(z) — ассоциированная с нею функция сог
ласно определению класса ^P{Z}. Из утверждения 3° непосредственно 
следует

Лемма 1. Если то f где Z— {«*)“.
2. Будем говорить, что последовательность Z — {z&}“ удовлетворяет 

условию Ньюмана-Карлесона, если

Имеет место
Лемма 2. Пусть последовательность {z^}" удовлетворяет равно

мерному условию Фростмана (3). Тогда ее можно разложить на конечное 
число попарно непересекающихся последовательностей, каждая из которых 
удовлетворяет условию Ньюмана-Карлесона.

Доказательство. Для любого множества Е из единичного кру
га р(£) = £(1 — |z*!)> Zk £Е.

Так как для любой функции f(z)^H'

V |f(z*)i(l-|z*l)< Г|/(С)| Ê
4-1 J 4-11-

ici-։



О граничных значениях функций 299

то у-(Е) есть карлесонова мера (см., например, [6]).
Хорошо известно (см. [7], стр. 312), что точечная карлесонова мера 

либо удовлетворяет условию (5), либо состоит из конечного числа попар
но непересекающихся последовательностей, каждая из которых удовлетво
ряет условию (5).

Пусть теперь последовательность {2ь}~ разложена на подпоследова
тельности согласно лемме 2. Обозначим эти последовательности через 
21, 2г,..., 2т. Дополнения этих последовательностей до полной последова

тельности 2 обозначим через 2л (4 = 1, 2,.... пг).
Лемма 3. Пусть /(г) £/■-{£). Тогда

/(г) (г) + В, (я) (/։ (я) + В. (г) (/3 (я) + • • • + Вт (г^т (-))) • • •),

где Вк(г) (4 = 1, 2,---,т) — функция Бляшке для последовательно
сти а /* (я) С (2*! (4 = 1, 2,"-, т).

Доказательство. Положим

:)
(9 с-я (6)

Так как последовательность {2к}' удовлетворяет условию (3), то (см. 
[8], [5])

/(С)

В< (С) С—я

Поэтому /։ (г) Н* и

֊^֊ = 0, при |я, <1. 
в,(ОС֊г

Следовательно, /։ (с)^л« {2։}.
Из (6) также имеем

|- 7(9 & С /(С)-/, (С) =0
֊ Л ^(9 1—2К1-1 V»' |С1_1

тде В\ (г) — произведение Бляшке с нулями из последовательности

Поэтому Д (я) (2։). Повторяя эти рассуждения для функции

/։ (г) относительно остальных последовательностей £* (4 > 2), полу
чаем доказательство леммы.

3. Как известно, если последовательность {^л}“ удовлетворяет усло
вию (1), то последовательность {гл (г)} “ обладает биортотональной си
стемой. В работе [9] построен аналитический аппарат для определения 
биортогональных систем Дл (г) (4 = 7, 2,...), когда кратности чисел 
являются произвольными числами. В частном случае, когда кратности чи
сел 2к равны единице, имеем

В (я) (!-№)֊> 
(я-я*)В'(х*) ’ ’
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Лемма 4. Пусть последовательность 2={г4}՜ удовлетво
ряет условиям (3) и (5), тогда любая функция {(г) [2\ имеет
радиальное предельное значение в каждой, точке единичной окруж
ности.

Доказательство. Так как последовательность 2 = {гл}~ удов
летворяет условию (5), то функцию ['(г) можно представить в виде 
(СМ. [7])

/(г)= £ 

4—1 Д* 1 — г* г.
где

Д* = П *Л ~ |Д*|>8>0, (Л«1, 2,...). (7}
1 —яу«4 я у

На радиусе г = ге,6‘ (0 <[ г 1) имеем

, *-* Д*(1— г/, ге®")

Но справедлива оценка

1-1^а - 9 1-Ыа
|1-г*<в"Ч (1 —я*е/։>’)1

Поэтому функциональный ряд (8) мажорируется сходящимся числовым 
рядом. Следовательно, функция ((г) в точке е‘й° имеет радиальное пре
дельное значение.

Теорема 1. Пусть /(г)£Х..{2} и 2= {г*}“ удовлетворяет 
условию (4). Тогда в каждой точке единичной окружности функ
ция /(г) имеет радиальное предельное значение.

Доказательство. Так как (последовательность {г*} “ удовле
творяет условию (3), то по теореме Фроспмана [10] функции Вл (г) 
(£=1, 2..... т) имеют радиальные предельные значения в каждой точке
единичной окружности. Поэтому доказательство теоремы следует из 
лемм 2 и 3.

4. Пусть теперь последовательность 2= {г4}“ удовлетворяет условию 
(4). Докажем лемму.

Лемма 5. Если /(г) £ X. {2}, то для коэффициентов Фурье 

/(п) функции /(г) будем иметь
7(п)= о(-֊) (п = 1,2,...). (9>

Доказательство. Из (4) следует, что последовательность 
{г*)։“ удовлетворяет также условию (5) (см. [11]), следовательно, /(г) 
можно представить в виде

7^)=2 7^.

*-1 Л 4

1-1*41»
1 —глг

(10).

где числа Дл определяются из (7).
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Дифференцируя равенство (9), будем иметь

/(л) (г) =л| £ №1. 

д-i Лк

(1-Ы») Л 
(1-«я)"+։

и поэтому, учитывая лемму 11 из [12], получим

I/WI = (1 — !гл/’) Z2 •<

о 4-1 \ п /
Теорема 2. Пусть /(г) [7] и последовательность (я*)“

удовлетворяет условиям (3) и (4). Тогда ряд Фурье функции / (я} 
сходится в каждой, точке единичной окружности.

Доказательство. Так как по теореме 1 функция /{г) имеет ра
диальное предельное значение в каждой точке единичной окружности, то 
утверждение теоремы следует из леммы 5 и из теоремы Литтльвуда [13].
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