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Введение

Обозначим через В единичный круг в комплексной плоскости 
С:В = {г։|г < 1}. Рассмотрим класс всех аналитических в В функ
ций /• для которых конечна величина

И’ а = ֊ ] [ !/й’)!Р(1 - О).

О
где 0 <С р <. оо, а^> — 1 и Нт.— плоская мера Лебега. Обозначим этот 
класс через Арл.

Эти пространства впервые были введены в работах [1], [2] и там 
же был доказан следующий фундаментальный результат.

Теорема А. Если Ар, 1 < р ос, — 1, то справедливы 
представления

/(*)  Г Г. ^т- 2+л (1—|ц>|*) <1 <//п3(ш), (1)
я Л Л (1—аи) о

/ТО) = —- Г [ Н - |®,’Г ат. («,). (2)
* 3 .) (1 — 2»)о

Классы Ар, являясь естественным и существенным обобщением 
классических пространств Харди Нр, обладают рядом свойств, кото
рыми они сильно отличаются от этих пространств. Одним из таких 
свойств является свойство ограниченности оператора гармонического 
сопряжения при 0<р < 1 ([3] — [5]).

Теорема В. Пусть 0 < р<^ со, а > — 1 и / = н -}- ։и аналитична 
в В. Если / нормирована условием 1т/(0) = 0, то существует кон
станта С, зависящая только от р и а и такая, что

111/ 0)1' (1 - И)’ ат. («) < С | (г)р (1 - |г )• Нт. (г). (3)

Оказывается, что этот факт является универсальным и имеет 
место также в соответствующих пространствах функций в других об
ластях. Например, для подходящих обобщений классов Ар в полупрос
транствах для гармонических функций (и при подходящем определе-
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__ 1 Г 
= 2֊ .)

5

иии понятия сопряженной гармонической функции) этот результат до
казан в [6].

Соответствующий результат для классов Ар в единичном паре 
в С" является простым следствием теоремы Б*.  Действительно, вспом
ним элементарную формулу (В — единичный шар в С՞, 5=иВ, (1з—ме
ра Лебега на 5)

| <*»(*)  ( ? («) г2'՜2 (д) (4)

*$ о
(см., напр., [7]). Теперь, если /—некоторая голоморфная функция в В, 
/ = и 4֊ IV (и и V плюригармоничны, V (0; — 0), и 0 <^р < оо, а — 1։ 
то по формуле (4) и теореме В будем иметь

1/(«')!я (1 — Ы)* *п ։я (») =
в

(?) Г И(«)И Ы2я-2(1 ֊ 1-1)*  (*)  <

6

^ 2՜ ! ։ |и(г;)И*| 2л-2(1 —И)в^Н =

5 Ь

|и (ш)|₽ (1 — |ш|)։-<//п£я (ш).

Настоящая работа посвящена доказательству этого неравенства 
.для плюригармонических функций класса Ара в различных многомер
ных комплексных областях. Оказывается, что во многих случаях ре
зультаты в многомерных областях также можно свести к одномерно
му случаю. Для этого мы приводим некоторые результаты из теории 
пространств Ар в полуплоскости и, в частности, подробное доказа
тельство неравенства между сопряженными гармоническими функция
ми класса Ар. Этот факт в дальнейшем существенно используется 
при доказательстве аналогов этого результата в многомерных областях.

В § 2 устанавливаются интегральные неравенства между сопря
женными плюригармоническими функциями, заданными в некоторых мно
гомерных областях £>сСл+т, п>1, т>0, имеющих специфический 
вид. Эти области несколько более общие, чем афинно-однородные 
комплексные области Зигеля, изученные в работе [8]. Для доказатель
ства основных результатов при р£(0, =с) и а£К. вводятся прост
ранства Ар (£>) голоморфных в £> функций, интегрируемых с определен
ным весом. При специальном выборе области О и параметра а, прост
ранства Д« (£)) совпадают с пространствами Ап' г, введенными в [5]-

Авторы благодарны А. Б. Александрову, указавшему им на этот простой способ 
доказательства. 
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При л = 1, т — 0, О совпадает с верхней полуплоскостью, а А, (О)՝ 
дают пространства, рассмотренные в § 1.

В заключительном параграфе дается несколько иное, чем в § 2, 
обобщение соответствующего одномерного результата. Здесь расс
матриваются многомерные области О, более общиз по сравнению с 
теми, что рассматривались в предыдущем параграфе (не требуем от 
основного конуса афинной однородности). В силу этого фигуриющие в 
определении пространств Ар (/9), р£(0, со), а £ R1 веса менее специ
фические.

§ 1. Неравенства между сопряженными гаргсоннческими 
функциями в верхней*  полуплоскости

Обозначим через С4. верхнюю полуплоскость в комплексной плос
кости и рассмотрим там класс Л? (С + ), 0<^р<^оо, а^>—1, опреде
ленный следующим образом: /£Ла, если / аналитична в С +

0. Гр
I/(*  + П7)|ру*  

О —о»

Аналогичный класс гармонических функций в С ь будем обозна
чать через ЛЛ? — КАР (С+).

В работе [9] было установлено интегральное представление для 
функций класса Л? в полуплоскости. Мы приведем его с небольшим 
дополнением: нижеследующая формула (1.2) получается из формулы 
(2) точно таким же образом, как в работе [9] была получена формула 
(1.1) из формулы (1).

Теорема С. Если / £ Ар (С+) и 1 р со, а — 1, то имеют 
место представления 

/(™)
(ш ֊ ^)2+а - (1т а>)а с/т1 (и),

(1т ш)а е/иц (т),

(1.1>

(1.2)՛

где Сл—некоторая константа, зависящая только от а.
Если функция / принадлежит классу Ар при 0<р<1, то име

ет место аналогичное интегральное представление с некоторым дру
гим показателем, зависящим от р и а. Это вытекает из следующей 
леммы, которую мы заимствовали из работы [10] (Предложение 2.2).

Лемма 1. Если 1<р<оо, а^>— 1, то верно вложение Ар с
1±_1’ а если то вложение Л»с Лг+а .
’ ~՜2
Применяя эту лемму, немедленно получаем следующий результат՛
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Теорема 1. Если Д» (Сх), 0<^р< —1, то спра
ведливо представление

/(г) = С? I 1 (1т ш)э<йпа (и>), (1.3)
Л и (» —г) о --

где при 0 < р •< 1, 3 > ------2, а при 1 р < со, 0 я — 1.
Р Р

При тех же значениях параметра 0

0=сЛ [ (1тЦ>)Р</т>(ш). (1.4)
Л J (® — -г) о —

Формулы (1.3) и (1.4) вместе дают
Следствие 1. В условиях теоремы 1, если / (г) =и(г) +г'о (г), то

/ (г) - 2 С? [ [ ,-и^+3 (1т «,)!> ат. (<о). (1.5)
3 3 (ш — г) о --

Следствие 2. Е ели и (■ Ь А рл (С4), то справедливо представление
ОО ОО

и (г) = ( и (го)/??(’, ш)(1та|)?(/т։(ш),

о —֊
тде R? (г, ги) = Ке |2Сз (и — г)՜2՜3) и параметр 0 удовлетворяет ус
ловиям теоремы 1.

Ясно, что если функция / принадлежит пространству Ар, то ее 
вещественная и мнимая части принадлежат пространству ЬАР. Мы до
кажем, что верно и обратное: если гармоническая функция принадле
жит АДто ее аналитическое дополнение, то есть аналитическая функ
ция с этой вещественной частью, принадлежит пространству Д». Из 
этого, в частности, будет вытекать интегральное неравенство между 
сопряженными гармоническими функциями.

Для этого нам понадобится еще одна лемма, за доказательством 
которой мы отсылаем к [6].

Лемма 2. Пусть полуплоскость С+ разбита на двоичные квад
раты, которые мы некоторым образом пронумеруем и обозначим через 

{Д*)  : и Д*  = С+. Пусть Д*  обозначает квадрат с тем же центром 

хк = хя — гук £ Сх, что и А*  и со сторонами в 5/4 раза большей дли
ны. Тогда, если и гармонична в С-н то для всех р и а, 0 < р оо, 
в>-1

тах |и(2)^-у£ -< I |и (ш)|₽ Цтш)1 Нт.
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Здесь |£| — лебегова мера множества Е.
Теорема 2. Пусть гармоническая в С+ функция и принад

лежит пространству КАР, 0<р<=о, *։>  — 1. Если функция / = 
аналитична в С+ и V (сс) = 0, то она принадлежит простран

ству Ар, при этом

I |/(г)р (1тд)'«//п։ (г) •< С|« (х)|*  (1тз)*  <Лп, (г),

где константа С не зависит от функций, участвующих в нера
венстве.

Доказательство. Введем в рассмотрение функцию

Е(з) = Е; (?) = 2 СР | 1 - (1тш)? с!т3 (ш), (1.6)
? .1 (ш — з)

С+

где параметр 3 удовлетворяет условиям теоремы 1. Из следствия 1 
теоремы 1 вытекает, что таким образом функция определена коррект
но, так как в формуле (1.5) важна лишь принадлежность функции и 
классу НАР. Однако теперь а приори не очевидно, что функция Е\ 
одна и та же для всех ? и совпадает с функцией / из формулы (1.5). 
Это будет доказано, если мы покажем, что Р £ Ар,. Действительно, 
тогда по следствию 1 из теоремы 1 функция Е будет выражаться фор
мулой (1.5) и поэтому будет служить аналитическим дополнением для и.

Если 1 ■Ср’С °о, то этот факт (и утверждение теоремы) следует 
из теорем 2 и 3 работы [9] и мы не будем на этом останавливаться. 
Перейдем к рассмотрению случая 0<^р<^1.

Воспользовавшись разбиением С+ на двоичные'квадраты Л*,  те
оремой Фубини и проведя некоторые элементарные рычисления, мы 
последовательно будем иметь

| I 1Е(з)[р (1тг)։ Фп, (г) =

"с+

(1тад)э с!т3 (го)
р

<1т3 (г) =

с.

Ц («>) 
(ш - г)2+^

р

1«(»)| п .3 , , лр=----- (1тш)3 <1тг (ш)

тах |п (то)р

I»*  ֊ г|(2+^
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= С- 2 тах |ц (ш)^- [A*p ’ (Irnto*) 3" ■ f 7=- (Im^3 2 dm2 (z). (1.7)
» 4* • J |ro*  — z\

c+

Здесь Wk — центр квадрата Д*.  Далее, если выбрать ₽ настолько 
большим, чтобы (2 4֊ ?) • р>2, то простые вычисления дадут

J rf՞” м ’ * ”• 

c+’ *

Подставив это в (1.7) и заметив, что (lmw*) J X |Д։|, окончатель
но получим

ПЩ « < С X шах Iu (w)|₽.|A^. (1тшД+2 (J-₽) < 
* д4

< С у тах |и(»Ур-|Д*|-(1тод) ։ 4$
*

С 1 |м (ш) р (1т«|)։ </т3 (ш) < С I ]п (ш),/’-(1тш)’с/тл2(ш).
к 3 3

с+•ч *
Теорема доказана.
Замечание. В работе [10] были рассмотрены пространства бо

лее общие, чем Ар и фактически неявно была доказана и теорема 2 
при помощи довольно сложной теории разбиения функций на атомы и 
молекулы. Наш метод может быть без каких-либо изменений приме
нен и к этим пространствам и таким образом можно получить более 
простое доказательство этого факта. Таким образом, можно упростить 
и многие другие результаты этой статьи.

§ 2. Классы Да. р£(0, оо), а С R/, в многомерных 
областях над афннно-однородными конусами

2.1. Обозначим через R՞ и СЛ, п>1, обычные координатные 
пространства действительных и комплексных чисел соответственно. 
Мы будем отождествлять R՞ с вещественным подпространством в СЛ, 
точнее

Ея={г = (х1։...,гл)С С", 1тду=0 (1</<п)}. (2.1)

Для произвольного г = (г1։ • • •, гя) £ СЛ будем использовать сок

ращенную запись г — х + ։у, где х = (х։, • •, хД у = (у1։ • • •, уп), 

г} = х, + 1у1 (1

Если г = (д1,• - •, гя) £ С՞, ш = (ш։,• • •, и>п) £ Ся, то полагаем

(г, ш) = £ хк-шк, )г| = ]/\г, г).
*—։

Если R есть некоторое вещественное координатное пространст
во, то через СК обозначаем комплексное координатное пространство, 
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содержащее R в качестве максимального вполне вещественного под
пространства. Более точно: CR — R + {R.

Далее, для произвольного множества Ес:R" положим

ТЕ = \г = х + (у^Сп, у£Е\. (2.2)

Тогда Те является областью в СЛ тогда и только тогда, когда 
Е является областью в R".

Через Ь (С") (Ь (R՞)) будем обозначать группу всех комплексна 
(соответственно вещественно) линейных изоморфизмов пространства 
СИ(1Г). Если £?։, £)2—произвольные множества в СЛ^Л), то будем 
говорить, что они линейно вквивалентны, если £)2 = £ (Е,) для неко
торого ££Ь(СЛ) (££Ь^՞)). Заметим, что если £>, и £>2 линейно эк
вивалентны в R'1, то То, и То, линейно эквивалентны в С՞.

Если Ес С" есть открытое множество, то через //(£>) обозна
чим пространство всех голоморфных в О функций.

Кроме того, т(г), г£СЛ, обозначает 2п-мерную меру Лебега в 
пространстве Сл = R2՞ и т(х), x£Rл, обозначает обычную меру Ле
бега в пространстве R՞.

2.2. В этом пункте мы бегло, но достаточно аккуратно, обсудим неко- 
которые понятия, определения, утверждения, подробно рассмотренные 
а [8].

Множество Ест R называется конусом, если из х £ Е, (£ (0; -|-со) 
следует, что 1-х^Е. Прямой в R" называется множество вида

/= |а + л-е, КН1!. (2.3>
где а, е £ R՞, е =/= 0.

Множество ЕсКЛ назовем острым, если в R՞ ’ не существует 
прямой, целиком находящейся в Е. Всюду в этом пункте V будет 
обозначать острый открытый выпуклый конус в R՞.

Для Ис R՞ введем обозначение

Ь (К) = }£ С Ь (R"), £(И) = И). (2.4)

Конус V называется афинно-однородным, если для любых ух> 
И существует ££Ь(И) такой, что у2 — Еух.
Приведем некоторые хорошо известные примеры афинно-однородных 

острых открытых выпуклых конусов

К+ = {(^. --.»Л)€К". У;>0 (1</<Л)}, (2.5)

Г= Куо. Ух,-••,₽.)€*"**.  9оУх > £ У2к, Рр> о] • (2.6)

С=!(уо, У20> %у1 Уо>о)- (2.7)

Пусть Ис R՞, л 1. И-билинейной симметрической формой на 
пространстве R՞’, тп^-О, называется функция Р : RЯIXRm-»■R-/։, облада
ющая свойствами:
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1) ?(5,= з). зскт,

2) Г(л,-5, 4֊>а-3а, <)=к։ Г(з1, 0.

где )«а, )-а£К1/ 5։, з։, ££Кт,

3) га, 0€И, 1£кт,
4) Р(1, ?)=0£ R՞ тогда и только тогда, когда £ = 0.՜

Замечание. В приведенном выше определении случай т=0 озна
чает, что Г = 0, то есть форма не задана.

И-билинейная симметрическая форма Г называется афинно-одно- 
родной, если выполнены два дополнительных требования:

5) конус V является афинно-однородным,
6) существует подгруппа О (V) группы Ь (V), обладающая следую

щими свойствами:
а) если у1, у2£ У, то существует такой, что у-г=8(у\'\,

б) для любого 8 существует ^ЦИ՞1) такой, что

ега, п=г&,
Замечание. При т = 0, /■’ = 0 афинная однородность формы 

Г означает лишь афинную однородность конуса V.
Пусть У— афинно-однородный конус в R", п^>1, а /•'есть афин- 

но- однор одная И-билииейная симметрическая форма на R"՜, т 0. 
Рассмотрим следующее множество:

« (К Л) = ((у, I, г)^л+т"\ г6R1,

г>0 и гу-Ра, ОСИ- (2-8)

Таким образом, к (И, Г)— некоторое множество в Я', + 'п+ .
Предложение 1. Пусть V— афинно-однородный. конус в 

R", п > 1, а Г есть афинно-однородная У-билинейная симметри) 
ческая форма на R՞’, тп > 0. Тогда к (У, Г) является афинно-од
нородным острым открытым выпуклым конусом в пространстве

Доказательство см. в [8].
Договоримся употреблять вместо выражения «афинно-однородный 

острый открытый выпуклый конус» более краткое «афинно-однородный 
конус».

Сейчас мы опишем специальную процедуру, состоящую из бесконеч
ного числа шагов, причем описание будет индуктивным. На первом шаге 
положим И1 = R՝+=(0, + оо). Очевидно, У1 является афинно-одно
родным конусом (в R1). Допустим, что после ։-го шага мы построили 
некоторый афинно-однородный конус У1. Тогда на г + 1-ом шаге вы
берем некоторую афинно-однородную И2-билинейную симметрическую 

_ гч *4՜  1форму г , заданную на некотором вещественном координатном 
пространстве R^^-l размерности л/+1^-0 и положим
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И'+1=К(И', Л՝'* 1). (2.9)

Согласно предложению 1, V'l+։ также является афинно-однородным 
конусом, представляющим собой конечный результат i-|-1-ro шага.

Афинно-однородный конус V czR՞ назовем специальным, если era 
можно построить при помощи описанной выше процедуры за конечное 
число шагов. Это число шагов 1 = 1 (V) называется рангом специального 
афинно-однородного конуса V. Имеет место следующая важная теорема 
(см. [8]).

Теорема 3. Всякий афинно-однородный конус V cz R" линейно 
эквивалентен некоторому специальному афинно-однородному конусу, так
же лежащему в R՞՛

Сформулированная теорема во многих случаях позволяет ограничить
ся рассмотрением лишь специальных афинно-однородных конусов.

Итак, пусть V есть специальный афинно-однородный конус ранга /, 
лежащий в пространстве R", п.>1. Обозначим через V , 1 </ </, ко
нусы, участвующие в индуктивном построении К, тогда kz — V . При 
l-Cz-CZ обозначим через R (г) то вещественное координатное прост
ранство, в котором лежит V1. Полезно заметить, что при 1 -< i +'l V1 
является специальным афинно-однородны_м конусом в R (г). Далее, в 
индуктивном построении V участвуют также вещественные коорди
натные пространства R) и формы /?^(2</-С/). При этом справедли
вы соотношения

R (0 = R" X /?а X R» X • • • X Ri X R,i (1 < i < I), (2.10)
где через Rn(\ ֊</</) мы обозначили вещественные координатные 
пространства размерности 1. Из (2.10) вытекают соотношения

R(/+l) = R(z)X/?/+i X /е<41<+1(1 •</</). (2.П)
Следовательно, произвольный элемент у £ R (։ + 1) можно запи

сать так:
У == ՝У > Z//+J» IZ/a-lZ+j)’ (2.12)

где y'^R(i), yl+1£Rl+1, + При этом, как легко сле
дует из (2.9), у £ I//tU тогда и только тогда, когда

Уц-i /+1 > У1г1 /+1 У (У։+г У1+0 ՝ • (2.13)

Теперь введем соответствующие комплексные координатные простран
ства. При 1 <՜ i /, 2 <у < I положим

C(z)’=CR(z), С7н=С/?н, Cj — CfRj.
Тогда будут выпонлены соотношения

С (Z) = Си X С2 X С2։Х ••• X Ci X Си (2.14)
С(г+ l) = C(z) X Ci+iX С/ ц/+1 (1 <՛/</). (2.15)

Поэтому произвольный элемент г£С(г-|-1) запишется в виде

^ = (г/. «/+1> Zz+iz+i)> (2.16) 



Интегральные неравенства 225

где г'^С(г), л։,+ ։£С|+1, г,+1/ + 1 С/+|/+1.
Для произвольного у^ V՜' введем следующее обозначение:

У-1=У՛ ֊ — ------ Т7'4՜’ <У1+Г У 1^1)■ (2-17)
У1+1 <+1

Из 12.13) следует, что И*.
При 1<( < / с конусами V1 каноническим образом связываются 

(см. [8]) функции /‘т (у), заданные в R (г) и являющиеся
дробно-рациональными. Эти функции, как следует из [8}, обладают 
следующими свойствами:

1) при 1 < г I

И = {у Ч R (0. х', (!/)> о, 1 < т < г). (2-18).

2) при 1 < г < I

7^}(.у)^У^м(уеУ,+1)- (2.19)

7^ (У) ^ /!т (у.^У е И'+\ 1 < т < г). (2.20)-

При помощи этих канонических функций можно ввести аналог сте
пенной функции. Если у£ У՛, р = (ри • • • > р() ч то положим

у' = П [х'ОиЛ (2.21)
<п—1

Предложение 2. Пусть р = (р։, - • •, рР р;+!) €С,т1։ р*  — (р։,- • - 
•■•>р։)£С\ так что ? = (?*»  р()1). Тогда для любого у^ /* +1 спра
ведлива формула

у9 = (у-У •^(+։/+,)₽'+։. (2.22>

Доказательство немедленно следует из (2.19)—(2.21).
2 3. Пусть V—открытый выпуклый конус в R՞, п^.1, 2—от

крытое множество в Ст, т 0, и 7 является непрерывным отображе
нием из 2 в R՞. Если точки из СЛ֊гЛ։ обозначать через (х, С), где 
г £СЛ, С 6 С”, то можно рассмотреть следующее множество в СЛ+/П:

£>=((+-, С) £СЛ‘'Я : г = х + ф £ С", ^ст, у -7 ('.) С И. (2.23)֊

Это соотношение удобно записывать в виде £) = ~ ( V, 7).
Заметим, что О открыто в Сл+т, и если 2 является областью в 

С՞, то и В является областью в СЛт/п. Если т = 0, 7 = 0, то >0 — 
просто трубчатая область над И:£)=7՝у. Отметим также, что мно
жества вида (2.23) включают в себя комплексные области Зигеля (см. 
[8]), для которых 2 = С՞1 и 7(^) = /г(С, С), где Р является /-эрмито
вой формой на С՞.

Из теоремы 3 легко вытекает следующее
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Предложение 3. Пусть О = к(У, т)сСЛ+՞1, где V—афин
но-однородный конус в R՞, а у есть непрерывное отображение из 
2сС" в R". Тогда существуют специальный афинно-однородный 
конус И։с=К'1 и непрерывное отображение "[։ из 2 в R՞ такие, что 
О линейно эквивалентно £>։=к(И։, 7։) сСл+Я1.

Таким образом, можно ограничиться рассмотрением тех множеств 
Р=п(И, 7)с:С"+т, у которых И является специальным афинно-одно*  
родным конусом, что мы и будем делать всюду в атом пункте.

Введем некоторые дополнительные понятия.
Пусть = 7)аСп+Л>, ш^-1, и функция Ф определена в О.

При произвольном фиксированном С £.2 определим на Ту функцию

Фс (ф) = Ф (ф + (С), С), ф е Ту. (2.24)

Если же т = 0, то И=Ту. Предположим, что У есть специаль
ный афинно-однородный конус ранга I + 1, И = И։+1. Тогда И/+1 = 
= ~(И։, /;Н՜1), где У՛ есть специальный афинно-однородный конус 
ранга I. Если в £> = Ту задана произвольная функция Ф, то при лю
бых фиксированных г,+1^х,+1+ф/+։ € С/+1, ։+1=х։+1 ,+։+ф,+։ ,+1 6
£С+, определим функцию от ф( Туг,

Ф_։ (ф) = Ф ■+■ - — -Т (Уг+г У/+։)« гж։ гж (2-25)
\ У(+и+։ /

Ясно, что функция Ф-1 (ф) зависит от выбора г1+1 £ С։+1, С 
С+, но ради удобства мы не будем отмечать втот факт в обозначении.

При помощи введенных обозначений мы сформулируем существенное 
для дальнейшего условие. Пусть И = Ту и Т — произвольная функция, 
заданная в И. Мы хотим наложить на Ф условие, которое формально мож
но записать так:

Ф(со) = 0. (2.26)

Это удобно сделать индуктивно, взяв в качестве параметра индукции 
ранг 1 = 1 (V) конуса И. При / = 1 И = (0 4-со), Ту = С+ и Ф за
дана в С+. Будем писать Ф(оо)=0, если Ф(г^)-+0 при ։/-*  + <».

Допустим теперь, что мы придали смысл условию (2.26) для функций 
Ф, заданных в Гу и ранг И равен I. Возьмем произвольный конус И 
ранга Тогда У= Р* 1՜1 = ч(Рг/, Г1+1), где V1— конус ранга /. 
Если функция Ф задана в Ту, то будем писать Ф(оо)=0, если для 
почти всех (я/ц-р г14.и+։) из СмХС+ Ф_։(оо) = 0.

Если же И=к{У, 7)сСЯ4Я։, т>֊1, то пишем Т (оэ) — 0 для 
функции Ф, заданной в И, если для почти всех С£2 Фс(оо) = 0.

2.4. Всюду в этом пункте полагаем О = т.(У, т)сСл+я՛, где У— 
специальный афинно-однородный конус в R", п^>1, а отображение 
7 : 2-»■ R՞ непрерывно и 2 открыто в С"1, т^-0. Через I = I ( У), как 
обычно, будем обозначать ранг конуса У. Как следует из предложе- 
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яия 3, предположение о том, что конус V специальный не умаляет 
общности.

Пусть р£(0, + «։), » = («։>•••> 6R'- Для произвольной из
меримой по Лебегу, вообще говоря, комплекснозначной функции 
/(-» С)» (*»  ՝) 6 положим

• (д'- —У1+1)\ <*т(г՛). (2.30)
\ у/+п+1 /

В этом равенстве во внутреннем интеграле интегрирование ведется по- 
множеству тех г' £ С (7), для которых

У՛^ ֊ У,+1)+ V1-

Во внутреннем интеграле сделаем следующую замену переменной:

Р 1 Мр
Щ,. а = |/(г. С)РЧу — 1 (0)*  ^т (г) X <1т (С) , х = х <- 7у. (2.27)֊

о

Тогда ВДВ) состоит из всех тех функций /, для которых Ц/Цр в< 
< + со. Далее положим

Ар (В) = Н (О) п ВДВ). (2.28)

Отметим, что если В является комплексной областью Зигеля в 
Сп + /”, а выбрано специальным образом, то Арл (В) превращают՜ 
ся в пространства Ар'г (В), рассмотренные в [5].

Л е м м а 3. Пусть 0<^р<со, а = (а։,-• •, щ, аг+։)^ЯГ|՜1, а' = 
•= (а1։ • • •, в/) £ R7, так что а = (а՜, а/+1). Далее, пусть V есть спе
циальный афинно-однородный конус ранга /-4-1, V = V11-1 = к ( V1, 
Т1+՝), где V—специальный афинно-однородный конус ранга I. Тог
да если /£А°(В). В= Ту, то для почти всех, (г,тГ г/+к+։) £ С/+։Х 

х с+,
Доказательство. Поскольку у нас т=0, 1=0, то

«= У1/ ЮГГ <*)•  *=*  + 4/. (2-29>

ТУМ

Далее, так как С (7 + 1) = С (7) X С/н X С7»-п+1, то каждое г =■ 
= х ֊+֊ г'у£С (I + 1) запишется так: х = (У, г1+1, где г'=х'+
"Ь (У 6 С (7), г/+1 = х,41 + гу1+1 6 С1+1, г,+п+։ = € Сг+м ц. При
этом х = (х', х/+1, х,и/+1), у = (у', у/+։, У/+1/ + ։)-

Теперь заметим, что Л= Ту^г лежит в С (7 4-1) и при помощи 
предложения 2 и теоремы Фубини получим

С;^_рхС +
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/ = ш + _С_.^1 (у1+г ^41). (2.31)
У/+1/-Н

Тогда из (2.30) будем иметь

0 ®/4-1 Г
1/1;,. = [₽/+։/+։] (2/+р ^+н+1) • 1/-1

Сг+1ХС+ Ту1

•Г՛ сЬп (ш), О) = 5 + И. (2.32)

Поскольку /£Да(£>), то ИД, „ 4- оо. Поэтому из (2.32) следу
ет, что для почти всех (г,ц, х,+п+1) 6 С/+1 X С+

У |/._1 (ш)|* ’ Г՛ Ат (ы) <С + °°, ш = з + Н, 2.33)

ту1

что и требовалось доказать.
При помощи аналогичных рассуждений доказывается
Лемма 4. Пусть 0<^р < ос, а = (я1։- • -, яД^Я/, И = ~ ( V, 7) с 

сС'։+т. гп >1, и 1(У} = 1. Если А? (О), то для почти всех^£2 
/:6Л'(Г„).

Приступим теперь к формулировке и доказательству основных резуль
татов.

Теорема 4. Пусть 0<^р<оо, (я։, • ••,я/) £ Яг, £>=*(И,  •()£=, 
С"՛'՞, п >1, тп > 0, / = /(/). Если а։<—-1, то Д.(£>)=|0|.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай тп = 0, И=Ти 
тогда проведем доказательство индукцией по I. При 1 = 1 И=(0, 
+ °°), Ту = С+, «С R1 и я<—1. Но хорошо известно, что при а 
•С— 1, Л. (С+) = |0). Допустим, что для I ^>1 утверждение доказано и 
докажем его для /4-1. Тогда И= И/!'1 = к(V1, Е1+1), я= (я։,-• я/, 
“/+1)6И/+։> а1 < —1> 0<^р<^°о. Положим я/ = (я։,---, Сог
ласно предположению индукции, А՞՛ (7\,/) = {0|. Комбинируя этот 
факт с леммой 3, получим, что если /£Аа(Ту), то для почти всех 
(г/+1, х/+п+1) из С/+1ХС«., /_։ = 0 в Ги/. Следовательно, /=0.

Пусть теперь т > 1, А? (£)). а, < — 1. Согласно уже дока
занному случаю 7п = 0, Д?(Ти) = |0՝. Комбинируя этот факт с лем
мой 4, получим, что для почти всех '£2 /: = 0 в Ту, значит /=0и 
теорема доказана.

Мы впредь будем предполагать, что выполнено условие а.1 >—1.
Похожие рассуждения приводят к доказательству следующей теоремы.
Теорема 5. Пусть 0 <^р < оо, а = (а։, - •••, а;) £ К*.  а։ > — 1 , 

£)=я(И, 7) сСя+т. /!>], тп>0, /=7(И- Если /£А'(П), то 
/(по) = и.

Наконец, имеет место следующая основная
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Теорема 6. Пусть 0 < р<^ ж, а = (а1։- • • , а1) £ IV, а։ > —], £) = 
— ^(И, 1')сСЛ т, п > 1, т > О, I = I ( к). Тогда существует кон
станта С, зависящая от р и ։։ и такая, что

Ц.<СН. (2.34)

для произвольной функции / = и 4- г«£Н(7)) с о(оо) = 0.
Доказательство. Займемся сначала случаем пг = 0, О=Ту 

и опять проведем доказательство индукцией по I. При 1 = 1 неравен
ство (2.34) сразу следует из теоремы 2. Допустим, что для некото
рого 1> 1 теорема доказана и докажем ее для 7-)-1. Пусть И= И/+1= 
= *(И'.  /г'+1), 0<р<оо, а=(< а/+։)еИ'+՛. где а'6 R' и а։>-1. 
Далее, / = и + IV ^Н( Т\) и V (со)=0. Заметим, что для произвольного 
фиксированного (г/+Р х/+;/41) £ С/+1 X С+

(Ш)^И_։ ^ш) + 7«_։ (“)• ТУ1. (2.35)

Из условия о(^>)=0 следует, что для почти всех (я;+р г/ + п+։)» 
£ С(+։ X С_, г>_։ (оо) = 0. Согласно предположению индукции, для поч
ти всех (?/т1, 6С/+1Х С+

(2.36)

где С зависит только от р и а։.
Перепишем (2.35) в виде

1/_1 (>и')Р'1*  (ш) < Ср • у |ы_։ (ш)|₽- с/т(ш), (2.37)

ги‘՛ . гу‘

где ш = 5 4՜ ։7. После соответствующей замены переменной в (2.37) 
получим

| !/(«'. г/+։. г/+1,+։)1Р!^֊—-- ---- ^'(у^у У/+,)1 </т(г')<
J I У/+1л-1 )

< С₽- | |и(г,г/+1, г/4.1/+1)|РIу — - X
I аг+п+1

X ' (#/+р У/+1) । 4т (г). (2.38)

При этом в обеих частях этого неравенства интегрирование ведется 
по множеству г' = х' + 1у՛ с у' 6 ---- -------^/+1 (.у, • Р #/+։) + У՛.

У1+11+1
Поскольку (2.38) справедливо для почти всех (* /+Р г/+и+1) € 

£ С1+1 X С , то умножим обе части неравенства (2.38) на [г//4.։,+1]я/+։ 
и проинтегрируем по С/+1ХС+. Тогда получим (2.34), если восполь
зуемся предположением 2. Итак, при т = 0 теорема доказана.

Пусть теперь т> 1. Заметим, что при произвольном С £2

/,(ы) = и։(ш) 4- го.(ш), (2.39)

где со £ Ту. Поскольку о (со) = 0, то для почти всех 01(00) = 0. 
3-351
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Но раз для т = 0 теорема доказана, то существует константа С, за
висящая только от р и а1։ такая, что

й/Л.«

для почти всех С £ &, то есть

| 1/с(Ш)Г'’ dm (ш) |и, (м),р-Г dm (u>), œ== s + it. (2.40)

ги \

Учитывая обозначение (2.24) сделаем в (2.40) соответствующую за
мену переменной и полученное неравенство проинтегрируем по 
Тогда получим (2.34) и теорема полностью доказана.

Приведем два важных частных случая этой теоремы.
Положим

H=[ÿ = (ÿi.-• •. yi, Уо) 6ИЛ+1:уо1Г։> £у\, Уо > 0 | -

Тогда V является специальным афинно-однородным конусом ранга 
1=2 и связанные с ним канонические функции имеют вид

У.,(Э)^Э|-— ' S У» 7.1 (у) = У о-
Уо к-2

Если положить D = Ту, то для этой трубчатой области теорема б 
сформулируется следующим образом.

Теорема 6'. Пусть 0 р < о-, а = (л։, яа), а,^> —1. Тогда су
ществует константа, зависящая только от р и я, и такая, что 
для произвольной, f = и-Ь-iv£ Н(Ту) с u(œ).-=0 справедливо нера
венство (z — х + iy)

I I/ (z)l°- (yi----- -- • -y^dintz) <
J \ Уо k-2 /

Tv

<const l lufzWÿ!------- S id) -yô:^(z). (2.41)
J \ Уо *=2  /
T V

Далее рассмотрим другой частный случай:

D=\(z, С)€СЛ, z£C։, С6С"-’, Imz>|CP|.

Легко заметить, что D — к ( И, 7), где V— (0, -j- ос) crR', 2=С"-1, 
7 (') = |'I2, и поэтому справедлива следующая

Т е о р е м а б". Пусть 0 <р <х>, а >—1. Тогда существует 
константа С, зависящая только от р и а и такая, что для про
извольной f=u + iv£H(D) с v(oc)=0 имеет место неравенство 
(w = (z, С))

j I/ (w|₽- (Im z — |C|։)“ dm (w) <1 Cp- J |u (w)|₽ (1m z— |C|*) ’ dm (w). (2.42) 

D D
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§ 3. Классы Ара, (0, œ), œÇR’.b многомерных областях, 
ассоциированных с конусами

3.1. Множество HcR’, п >1, назовем открытым выпуклым кону
сом, если:

1) множество V открыто, выпукло и является конусом в смысле опре
деления предыдущего параграфа;

2) оГи.
В § 2 мы уже вводили лонятие открытого выпуклого конуса, но там 

отсутствовало условие 2), которое равносильно тому, что V =#Rn. Дого
воримся, что если некоторое множество из R՞ обозначается через V, то 
тем самым подразумевается, что оно есть открытый выпуклый конус в 
смысле последнего определения.

Далее, если у — (у\,---, yn_v Уп)£^П> то часто будем писать: 
у =■ {у', у„)- где у' = (у\, - • ■, Уп -1) 1 ■ Через е обозначим ту точ
ку у (- R’, для которой ÿ' = 0£R1՜1, ÿ4=lÇR՛.

Предложение 4. Пусть Vс:R՞. Тогда У -г k = V.
Доказательство. Так как 0£1/, то очевидно, VcV + И- 

Далее, из того, что V открыто и выпукло, следует, что V канони
чески открыто, то есть lnt(k) = V.

Теперь заметим, что Vt V открыто и содержится в У + V— V. 
Но Int ( И) есть наибольшее открытое множество, лежащее в И, по
этому V 4- V с Int ( V) — V и предложение доказано.

Если V с R” и у £ V, то через рЕ (у) обозначим евклидово рас
стояние от у до дИ. Таким образом, pv(ÿ) является положительной 
функцией, определенной в И.

Пусть И—открытый выпуклый конус в R՞. V называется спе
циальным, если

2) Ис Iÿ = (/, у„) ÇR", ^>0).
2)eÇV. . t
Предложение 5. Всякий открытый выпуклый конус из R" ли

нейно эквивалентен некоторому специальному открытому выпуклому ко
нусу из R՞.

Доказательство простое и поэтому опускается.
Если V — специальный открытый выпуклый конус, то помимо функ

ции с V можно связать и другие функции, которые мы сейчас 
опишем.

Предложение 6. Пусть V — специальный открытый вы
пуклый конус в R՞. Тогда для любого у' £ R’՜1 множество

(у', °) 6 И (3.1)
не пусто.

Доказательство. Заметим прежде всего, что Ес (0; 4- со). 
Далее, если о։ £ Е и аа>а1։ то и аа^£. Действительно, (у1, аа) = 
= (у'> 3j) + (°а — °i)-e и так как (у', а։) £ k, е Ç V, аа — at > 0, а 
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И—выпуклый конус, то (у', а։)£ И, поэтому а։£Е. Наконец, Е от
крыто в R1. Следовательно, Е имеет вид

Е — (6; 4֊ со), О -С Ь < 4- со. ' (3.2)
Мы должны показать, что Е=г= 0, то есть Ь < 4֊ оо.
Так как V открыто и е(; И, то существует = > 0 такое, что если 

х' £ R՞՜1 и |х'| < е, то (х', 1)£И. Так как у՛ £ R"՜1 зафиксировано, то 
выбирая число о^>0 очень большим, можно добиться выполнения не
равенства |у7°Ке- Тогда (у'/а, 1)£ V и поскольку V--конус, то и 
(у՛, °) € V (при достаточно больших а). Таким образом, и
предложение доказано.

Теперь можно ввести следующую неотрицательную функцию:

Му') = inf |э 6 R1, (у', а) е И, у՛ £ R՞-՛. (3.3)

Кроме того, для произвольного у = (у', yzl) £ V положим

МУ> = yn֊^v(y')- (3.4)

Легко проверяется, что ~v(y) является положительной функцией, 
определенной в И.

Предложение 7. Пусть V — специальный открый выпук
лый конус в R՞. Тогда существует число а, 0 < а < 1, зависящее 
только от конуса и такое, что

убИ. (3.5)

Доказательство. Положим а = ри(е). Очевидно, чтоО<а#$1. 
Мы утверждаем, что для этого а справедливо неравенство (3.5). За
фиксируем произвольное у = (у՛, уп) £ И. Рассмотрим точку г = (у՛ 
°iz(y')) Тогда r^dV и расстояние между у и г равно у,—3v(y')— 
= ху(у)- Следовательно, pv (у) < xv(y), Далее, нетрудно показать, 
что у £ г-г И, ибо у = г 4֊ (у) е. А из предложения 4 следует, что
г + 7 с V. Значит, расстояние от у до d (г 4՜ И) не больше расстоя
ния от у до dV, то есть ри(у). Но расстояние ат у до d (г 4՜ И) рав
но расстоянию от у — г до dV, то есть р(,(у — г). Итак ри(у — г) < 
•< Ру (у)- Так как у = г 4֊ xv(y) e, то

Ру (У — г) = pv hj,(y)֊e] = 'v(y>?y(e) = a-֊v (у).

Следовательно, a-~v(y) -Сру(у) и предложение доказано.
3.2. Как ив § 2, мы будем рассматривать множества вида 

D=r,(V, 7) с: C"+m, где V (не обязательно специальный) — откры
тый выпуклый конус в R,  п^-1, а 7 — непрерывное отображение из*

в R՞, где £2 открыто в С՞1, /п^-0.
Напомним, что при т ֊ 0, 7 = 0, D=Tv.
Предположим, что в области D задана произвольная функция 47 

и рассмотрим два случая:
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1) Пусть т = 0, D= Tv. Тогда будем писать lim 4' = 0, если er
4՜ (а) -*■  0 при Ру Q/) — -Г 'О (z—x + iy).

Если к тому же V—специальный открытый выпуклый конус, то 
lim V = 0, тогда и только тогда, когда ’Г (г) — 0 при ~v(y) -»■ 4՜ °° (ж= 

= х 4֊ iy). При этом для каждого фиксированного z'= х' -f- iy' € С՞՜1 
полезно ввести следующую функцию:

Ч\, (<о) =’F (?', <о4-1-аи(р')), ш^С+. (3.6}

2) т > 1. Тогда при любом фиксированном рассмотрим
функцию

4՛: (") = Чг (ш 4- п (Q, С), <о е Гг. (3.7)
Будем писать lim 4՜= 0, если для почти всех имеем

11m Ф՜; «0. 
ай

Наконец, отметим, что точки часто будем записывать в
виде w = (z, С), z = x-riy£Cn,

3.3. В этом пункте мы доказываем основные утверждения настоящего 
параграфа.

Пусть 7) с С" (0, ос), a£R՛. Для произволь
ной измеримой по Лебегу, вообще говоря, комплекснозначной функ
ции f(z, Q, (z, С) £ D, положим (z = х 4- iy)

Wp,,= H l/(«, ՝)l -[Pv(ff — 7 ('))]’ cfrn (z) xdm (’.) . (3.8)

о

Тогда LP(D) состоит, по определению, из тех функций /, для 
которых J/S₽,«<oc. Затем положим: Д’ (D) = Н\D) П £» (D).

Если D=~(V, 7), где V—специальный открытый выпуклый 
конус и f=f(z, С), то из предложения 7 следует, что fk.Lp (D) то
гда и только тогда, когха (z = х-г iy)

l’l/U, C)|4Mö-T(Q)]^M*)Xrfm(<:)<  + oo. (3.9>

D

Имеют место следующие утверждения, являющиеся аналогами лемм 
3 и 4, доказательства которых почти совпадают с доказательствами на
званных лемм.

Лемма 5. Пусть V—специальный открытый выпуклый ко
нус в R՞, D — Tv> 0 р < ос֊, з £ R1. Если f(^ Ар (D), то для почти 
всех z'k С"՜՛, A

Лемма 6. Пусть V—открытый выпуклый конус в R“r 
Р=п(И, т)сСя+"‘, m>l, 0<р<оо, aCR՛. Если f£Ap(D), то 
для почти всех ft ^Ap^(Tv).

Теорема 7. Пусть 0 < р < оо, R1, Z)=it (И, у) а Ся+<”. Если 
а<-1, то Д£(£>) = {0).
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Доказательство немедленно следует из предыдущих лемм. Ввиду этой 
теоремы всюду в дальнейшем имеет смысл рассматривать пространства 
Л։ (£>) при — 1.

Теорема 8. Пусть а > — 1, D — t\V, 7) с= С"+т.
Если f^Ap<,(D), то 1։т/=0. м

Доказательство. Пусть сначала т = О, D= T v. Нам нуж
но показать, что при р„(у) -*•  + /(z) -*  0 (г =х + iy 6 Tv).

22՞

1МУо)]2л

Зафиксируем произвольное z0 = хи + iy0 Tv. Так как функция 
/|р субгармонична в Tv. то (z = х + iy)

Ойл f*
1/(го)1Р-< [п Л и,, • l/(^rfm(2), (3.10)

где В =
?v (Уо)

2 

рДУо) 

2

' Заметим, что при z[B

з
>vv(у) ?v (Уо). (3.11)

i/ur<

22я+я

22" [ри(Уо)/2]“ с,,/ч1р
,[Ри(Уо)]2" ֊[р/Уо)/2Г' г }| ' 

в
л2л + а 

t / \\Р г_ / \
[ри>Уо)]2я+в Г՝'1 

в
Если же — 1 а •< 0, то

[Рр(Уо)]2в+*
Ж.«- (3.12)

3 . , . 
-у гу(Уо) 

■ з - т 
-уРг(Уо) В

22п (
3/ [РкСУо)]2՞"’ J

в

2 V 22" ъср

Т/ [ри(уо)]2л+’
(3.13)

Из (3.12) и (3.13) следует, что |/(го)1~*0  при (у0) -» 4- сс, что 
и требовалось доказать.

Если же т 1, то утверждение теоремы сразу же следует из лем
мы 6 и уже рассмотренного случая т = 0.

Теорема 9. Пусть 0 <^_ р<^ а^> — 1>. И = г. (V, ч)с Ся+Л1։
Тогда существует константа С, зависящая только от р и а. и 
конуса V такая, что
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1ЛР. (3.14)
для произвольной функции /=и+ с Пти-=О.

Доказательство. Пусть сначала т О, [)Ти. Как сле
дует из предложения 5, без ограничения общности можно считать, 
что V—специальный открытый выпуклый конус в R1. Пусть / — и 4՜ IV 
^Н(Р) и Птг> = 0. Это означает, что V (г) ֊> 0 при ^(17)--- со

(г=х-Ьй/). Далее заметим, что при любом фиксированном гх £ С՞՜՜1

Д. (<՛։)== м։. (ш) +(ш), ш£С+. (3.15)

При фиксированном г £ С’՜3՛ V*.  (ш) -» 0 при I֊*֊  + ос (ш =з 4՜ Н £ 
£С+). Действительно, ог. (ш) = V и» (у՛) и если положим

г — х + 1у —- (г՛, ш 4՜ г’аи (у՛)՝), (3.16)

то х==(хх, з), у ={у՛. /4- ■Зу(у'У)-
Поэтому "(,(։/)=/• Значит, при I — ( со, ъу(у) -» 4՜ со (-' £ С՞ 

фиксировано). И поскольку 1!ти = 0, то получаем, что иг. (ш)-> 0 при

I -*  4՜ со.
Та ким образом, при произвольном г՛ £ С" , /г.= иг 6Я (С^) 

и (•■>) -+ 0 при I-----Ь ос (ш = з 4- /7). Тогда по теореме 2

Г 1/г- (ш)1₽-<’<^т (ш) < Ср • | !иг. (и)!'’•/“ дт (<»), (3.17)
и •'с+ с+

где С зависит от р и я. но не от г՛ £ С՞՜1. При каждом г' £ С"՜1 в 
(3.17) сделаем замену переменной: <и 4՜ (-^у (у՛) = Тогда (г.,=хн + 
+ 1՝УП< -' = х' 4- (у)

| '/(а', ■ги)|'’-[^/։-а1Ду')Г (гп)<
> аи (у')

<ср- у 2п')\р[уп — зу(у')]'‘дт(гп). (3.18)

уя>’Иу’>
Учитывая соотношение (3.4) и интегрируя неравенство по всем 

а' £ С"՜1, получим (г = х-|-ф)

| |/и)Г-'ий/)Г </т(г)^Ср- | |и(г)|Р [ти(у)]’е/т(а). (3.19)

Ту ту
Остается вспомнить предложение 7, которое вместе с (3.19) и дает 

(3.14), но уже с константой, зависящей и от конуса V.
Пусть теперь тп^-1. Из условия 1։ти = 0 следует, что для поч 

ти всех С £2, Ига и.= 0. Поскольку для этих С: /с = нс 4՜ ։• «с^//(Гк), 

то согласно уже доказанному случаю тп = 0



236 А. Э. Джрбашян, А. О. Карапетян

f |/։(œ)K [Pv(Or dm(») 'Հ С- (/)Г ^(ш).

Ту Г|

(3.20)

Затем в (3.20) сделаем замену переменной д==т + ։••((’) и полу
ченное неравенство проинтегрируем по всем С 6 2. В результате опять 
получим (3.14) и теорема доказана.
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Поступила 3. XI. 1986

Ա. է. Ջրթաջյան, Ա. Z. Կարապետյան. Ինտեցրալ անհավասարություններ համա[ուծ պլու- 
րիհարմոնիկ ֆունկցիաների միքև թսպմաչափ տիրույթներում (ամփոփում)

Աջխատանրր նվիրված Լ տարրեր րազմաչավ։ կոմպ/եքս տիրույթներում համալուծ պլուրի- 

հարմոնիկ ֆունկցիաների նորմերի (0<^ յԾ <^Օ0) միջև անհավասարությունների հաստատ- 
մանրւ

Դրա համար սկզրում' հենվելով ինտեգրալ ներկայացումների վրա, ստացվում են համա
պատասխան ինտեգրալ անհավասարություններ վերին կիսահարթութ յունում համալուծ հարմո
նիկ ֆունկցիաների համար։ Այնուհետև րազմաչավ։ տիրույթների լայն դասի համար համար; 
տասխան խնդիրր րերվում Լ արդեն դիտարկված միաչափ դեպքին։

A. E. DJRBASHIAN, Л. II. KARAPETIAN. Integral inequalities between 
conjugate plurlharmonlc functions In multidimensional domains (su mmary)

In the present paper we prove inequalities between weighted Lp norms (()։ 'p<oo) 
of conjugate pluriharmonic functions in different multidimensional complex domains

To do this we first prove corresponding inequalities between conjugate harmo
nic functions in the upper half—plane on the basis of their integral represention for
mula. Further for a wide class of domains in C“ the problem Is reduced to ihe one
dimensional case for which the solution is known.
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