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КВАЗИАНАЛИТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ ФУНКЦИЙ,--
ПРЕДСТАВИМЫХ ИНТЕГРАЛАМИ С 

ЯДРАМИ МИТТАГ-ЛЕФФЛЕРА

В настоящей статье устанавливается 'квазианалитичность некоторых 
классов бесконечно дифференцируемых функций. Эти классы вводятся с 
помощью интегральных представлений с ядрами Митта г-Леф флер а. Приз­
наки квазианалитичности классов даются в терминах полноты системы по­
линомов или целых функций в различных пространствах. Такой подход 
впервые указан Б. Я- Левиным в том случае, когда классы определяются 
с помощью интегральных представлений с ядрами Фурье .

В некоторых приведенных ниже теоремах мы существенно опираемся 
на представление ядра Коши с помощью функции типа Миттаг-Леффлера, 
установленном М. М. Джрбашяном [1]. Статья является продолжением 
работы [2].

1°. Пусть w(t)— определенная на [0, + оо[ вещественная изме­
римая функция, удовлетворяющая условиям:

tnи> (t) > 1, lim —— = 0, л =9, 1, 2, • • •,

Cw [0, oo[ — множество непрерывных на [0, + оо[ функций /(£), для 
которых

lim Д^- = 0 и 5/||= sup
*-» + “ W (t) w (t)

Очевидно, что функция cos J^ut для каждого u 0 принадлежит про­
странству С» [0, oo I и если F — линейный функционал, действующий 
в Cw [0, оо[, то равенством

о

получим функцию /, бесконечно дифференцируемую на [0, + со[. 
В самом деле, имеем

/— . >—ч-я+ Г
<соз/ыг)<Я՝)=—£-(֊ / (/«0.

»-4-
где (х) — функция Бесселя первого рода. Но так как
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, 1
—п+"5՜ . 1

J (/S) = у֊֊֊ Г (1 - г’)л-։ cos Vut <
\ 2 / J V ^r(n)J I

у О

<

< —------ I (1 ֊ "։)л~* d- =-.----------------  (и> 0, л > 1),
/«(л-1)! I г/л + —

v \ 2 /и
то дифференцирование под знаком интеграла (1) любое число раз за­
конно.

Пусть теперь F пробегает сопряженное пространство. Тогда фор­
мулой (1) определяется некоторый класс бесконечно дифференцируе­
мых функций на [0, 4՜ со[. Этот классе обозначим через X՜®.

Определение 1. Класс /С® назовем квазианалитическим, если 
из f{n} (0) = g{n} (0), n = 0, 1, 2, следует, что /(u)=
= g(u)> «€ [0, 4- °°[-

Имеет место следующая
Теорема 1. Для квазианалитичности класса Kw, необходимо 

и достаточно, чтобы система U/'-o была полна в С’®[0, оо[.
Необходимость. Пусть класс Kw квазианалитичен и пусть 

Fo— произвольный линейный функционал, обращающийся в нуль на 
системе {/п}^=ч: Fo[in] = O, n = 0, 1, 2,---. Рассмотрим ту функцию 
/0 (и), которая порождается этим функционалом равенством (1):

4- *
/о (и) = Fo [cos ]/м<] = I cos ]/ at d-°-~ • 

w (?) P
Имеем fon> (0) = cn Fo [/”] = 0, n = 0, 1, 2,՛--, и так как класс АГ® ква­
зианалитичен по предположению, то /0(ы) = 0, [0, 4՜ со[, т. е.

+«
Г cos = О, и € [0, + «,[. (2)
J w (О о

По теореме единственности преобразования Фурье—Стилтьеса [3, 
стр. 452] из (2) следует, что <fsft(/) = O, [0, 4֊ оо[, следовательно 
F0 = 0.

Достаточность. Пусть система [/л|^_о полна в Сэ[0, сс[ и 
пусть /, (и) и /а(и) —две функции из А®, такие, что /1"’ (0) = /(:п,(0)= 
= 0, n=0, 1, 2,---. Рассмотрим функцию /о (»)=/։(“) — /» («)• Из 
линейности класса АГ® следует, что /0(н) С т- е- /о (“) = /»[cos Virf].

Легко видеть, что /ол) (0) — c„F0[/՞], n = 0, 1, 2,— (ся ¥=0)и так 
как /оя)(0) = 0, то Fo[<"] = 0, n = 0, 1, 2,--՛. Но по предположению 
система полна в С® [0, со[. Отсюда следует, что Е0 = 0, т. е.
/0(и)=0 или /i(u)=/s(h). uk [°> 4-°°[- Отметим, что критерий пол­
ноты системы {Оп-о в С®[0, °о[ имеется в работе [4] в случае, ко­
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гда w(t) — нормально возрастающая функция и в [5] — в общем случае֊
Пусть теперь класс Kw не квазианалитичен -в смысле определе­

ния 1. Мы хотим выяснить, при каких условиях этот класс будет квазиана- 
литическим по отношению к заданному порядку [6], [7]. При этом мы 
следуем схеме рассуждений Б. Я. Левина.

Определение 2. Пусть <f (а) — определенная в правосторон­
ней окрестности нуля функция такая, что Jim a-np(a) = 0, n = 0, 1, а- + О
2,Класс К-a назовем квазианалитическим по отношению к поряд­
ку <р(а), если из условий и

Г - " II |./о(и)| и du<4(a) (3)
v

следует, что = и >0.
Теперь приведем вышеупомянутое представление ядра Коши.
Теорема (М. М. Джрбашян) [1, стр. 149]. Пусть р > 0, т>0 

и 9(—<г.) — фиксированные параметры. Тогда справедлива 
формула

—Х-= ре-'^С21хр-։ Се-('-'#,)^Л(е-'в<7,|*) гр->(|х>0), (4)
г — I J

и

если I £ Ор (9, м), г £ О:. (9, у), где Ор (9, у) = [г : Ре (е_/в г)- м|, а 
£)р(9, у)—дополнение к Ор. Интеграл (4) сходится абсолютно и 
равномерно относительно обеих переменных {иг, если и 
с££)Р(9, у), где (7—любая ограниченная подобласть области 
Ор(Ь, у). В формуле (4) участвует целая функция типа Мат таг — 
Леффлера՝ которая определяется разложением

Е? (*; 10 = £ —ГТ------г • (5}

X р /
Отметим асимптотику функции типа Миттаг—Леффлера, которой мы 
воспользуемся позже:

Ер (z;p) =

ргр (l ;J’ ег -|- о(±), |argz| а,

(6>

где — <՜ а <՜ min ( г., — ] а также соотношения
2р X р /

Ei (д; 1) = ег, (— z, 1) = cos ]/ г.
2

Предположим, что ₽=я---- ^-)п'р(а) /-f-оо при aZO.
а

функцию обозначим через ?)(?):

Обратную
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₽ =---- —1пф(а) <->а = т)(Р).
а

Перейдем теперь к изложению нашего результата. 
Итак, рассмотрим класс функций

/(u) = F[£ (— ut, 1)] = FfcosjArt], и > 0,
I

и пусть некоторая функция /0 (“) из этого класса удовлетворяет ус­
ловию (3).

Обозначим через Fo функционал, которым порождается функция 
/о : /о (“) = Ко lc°s V “<]• В формуле (4), беря Р = ՜^՜’ Н=1» 6 = “, по­

лучим 
1 +- 11 1

1 Ъ Г’ Г 1Л- ,------= —(— z) ( е cos у txt dt, г — t 2 J

откуда следует, что 
def fi l 1 — - + P % - J — 1

Fo(e) = Fo|^j==֊(֊z) ’ J ’rft. (7)

о
В равенстве (7), полагая z= —х(х^>0). получим

(— х) = — х le /0 (т) t dx, 
о

1 -1 г — х1 1 -1|Г0(-х)|<-^-х 1 Ге аЛ|/оНГ 2^ =
«/ о

0 аа

Для второго слагаемого в (8) имеем оценку

Таким образом, получаем 
- 1 ֊ 1 -« /7

1Л>(— х)|<с3х [<р(«)+х е ],
■ли 

~ Ï —а/х
|Л)(— х)|<с4х [<р(։)+е ],х>1.

Возьмем а = тогда 
֊1 '

|Г0(—х)| <2с4х е ,х>1. (9)
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Обозначим через Е множество целых функций Ф (z), /Ф (t) £ Cw[0, °о[* 
порядка ’/а и минимального типа, удовлетворяющих условию

“ з' т fy -Л
| Ф(—х)|-< constх е , при х>1, (10}

а через Жф — множество тех функций из Е, для которых выполняет­
ся условие J/Ф (/) I < 1.

Введем обозначения: Ф։ (z) = (1za) Ф (z) и
/ х v ГФ1(0֊<Мг)1

Чф (г) — *о I "
/ —z 1

Нетрудно доказать [5], что <?ф (z)—целая функция порядка ’/а и ми՜ 
нимального типа. Имеем

,.(։)_F։^|_«>1WF,[_2_|.

Предположим, что Ф £ Жф (тогда |Ф։ (t) (t +11-1[| ֊< const) и z прини­
мает отрицательные значения z = — х, где х^-1.

Имея в виду (9) и (10) получаем

max + |Ф։ (— *)|Ио (— х)| <с5 (х>1).Ж 
t + x

Следовательно, по принципу Фрагмена—Линделёфа дф(я)=сф, т. е.

г ф։(0-Ф։(я) 1 + ....Г о --------------------  = сф = const. (11 >

В частности, беря в (11) z = i и z =— i, получим, что
Fo [(/ + /) Ф (/)] = Fo [(/ - /) Ф (/)] = сф 

или
Ро(Ф(/)] = О, уФ^Е. (12)

Из (12) следует, что если Е плотно в С»[0, оо[, то будем 
иметь Fo=O. Таким образом, доказана

Теорема 2. Если множество Е целых функций, порядка ’/а м 
минимальною типа, удовлетворяющих условию (10j, плотно в 
Cw [0, оо[, то класс Kw квазианалитичен по отношению к порядку 
?(’)•

Рассмотрим следующий пример. Пусть (г) — монотон но убы­

вающая на ]0, + оо[ функция такая, что lira г = 0, и нусть 
г— Tj(r)

1 ln7j(r) (r) f 
PW“T + ֊b7- ’ll'».
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Так как
цт Лз01_||т
г— 1пг <•-- т;(г)

и
11тг1пгр'(г)։=Нт г -г^----՝п г‘ = о,

г--1 ц (г) 1п г
тор (г) — уточненный порядок [7], следовательно г!‘(г)— монотонно 
растет для всех достаточно больших значений г. Без ^ограничения 
общности можно предположить, что это свойство имеет место при 
г>-1. Пусть /• = )•* — решение уравнения г₽(г)=&, т. е. =
= 1, 2, З,-) и

ср) = пб-ЛУ
к-1 \ >к/

Легко видеть, что С (>.) — целая функция порядка р=-^-и минималь­

ного типа. Пусть далее и (г) означает число нулей функции С(>.) в 
круге р.| г, тогда

,, п (г)
= 7ЙЙ — V?» - 1

и по теореме Б. Я- Левина ([7], стр. 88) имеем
1п|(7(—г)| 

л® —•

Следовательно
— з

|С(— х)\=>С(-х)<е ՛ ХТ1(п=х 2е’ *’։•<’"х’ , Ж>1 (с >-).
-«1!՜’ («) _։

Пусть теперь <р(а)=е , где (а)— обратная функция к т;։.
Определим весовую функцию ш (/) на полуоси следующим образом: 
ю(Х4) = Л*, а в остальных точках полуоси ш (() = -г оо, где А± выб­
раны так, что

11т 5г- = 0, п = 0, 1, 2,— к—Ак
и чтобы система полиномов не была полна в С» [0, оо[. Пусть мно­
жество Е имеет тот же смысл, что и в теореме 2. Тогда сС (>•) £ Е 
при любом значении постоянной с, так как|!С(/)||=0 и 6 (л) удовлет­
воряет условию (10). С другой стороны имеем

вир |Ф(г)| >зир |с (7(01 = 4՜ ос- 
М«։ с
Ф6Я

Но отсюда следует, что множество Е плотно в [0, а>[. Следова­
тельно, класс

/(и) =Р [созКи#] = [ соз]/и! “ У “Г сое]/՞и\, У |а*| <со.
м՛ И)(0 *-1-44 I
о
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-«’ч 1 (»> 
будет квазианалитическим по отношению к порядку <р(а)=е 
Обозначим у и — х, | /* = ?к> получим, что класс

/(■*) = £ у՜ с05 *> 5 [а*| = с (/) < со*-] Ак 1
квазианалитичен по порядку «? (а). Приведенный результат можно рас­
смотреть как некоторое дополнение к теореме Б. Я. Левина 
[7, стр. 526—530].

2°. Теперь рассмотрим множество функций вида

/(u) = F [£, ( —и/, 1)] = |£Р(-И<։1)^, (13)
.' w(t) \ 2 /о

Из асимптотики (6) функции типа Миттаг—Леффлера, а также асимп­
тотики ее производных следует, что формулой (13) задается класс 
функций Лс,р> определенных в замкнутой области |argu|<rcf 1 —V 

\ 2р/
аналитических в области [arg u| < г (1----—) • значения которых на

\ 2р/

границе L : arg и—(1------) бесконечно дифференцируемы.
\ 2? /

В самом деле, имеем

E.f (-ut, l)]"^-/)^ — (— ut)k= (— /)? (— ul).

[Целая функция

*-о

имеет асимптотику [8]

к п
Р ' Р

1гМ|1 + о(~ ------ е.
2р

рк ZA (р-l) егР

2р

2р

к
2р

Следовательно, можно найти такие постоянные Мг и Мъ чтобы имели 
место неравенства:

а) если---------s<|argz|<[— +s> |z|^>0, то
2р 2р

liA (z)| < М, (1+ |z|n eRe*+ ֊—>
1+И
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б) если — 4֊ В < |arg z| < к, |z| > 0, то 
2р

м.мк-г^г

*՛■(■֊ г)
Поэтому, если и = ге р , то

![£•, (-ut, 1)]։в)| < [1 4- (rt)n + ֊֊^i (f >°)«

•так что дифференцирование под знаком интеграла (13) любое число 
раз законно.

Квазианалитичность класса ? определяется как в определе­
нии 1. Аналогично теореме 1 доказывается следующая

Теорема 3. Для квазианалитичности класса р, необходимо 
.и достаточно, чтобы система была полна в Cw [0, со[.

Пусть теперь класс Кп, р не квазианалитичен в смысле определе­
ния 1. Пусть функция ?(а) удовлетворяет тем же условиям, что и в 
определении 2.

Определение 3. Класс Р называется квазианалитическим 
по отношению к порядку ? (»), если из условий р и

'7 ±и(1—L)
l/o(.-e k 2рУ)|^-1^<?(«) (14)

и

•следует, что /։(u)s0, |arg и! г. ( 1— 
\ 2р/

Далее рассмотрим класс Лр+ целых функций Ф (г), /Ф (/) £ Са [0, 
оо[ порядка р и минимального типа, удовлетворяющих условиям

i. __ •
|Ф (re 2f> )|-Cconst-r er r,(r \ г^-1, (15)

где функция ц определяется как и выше (стр. 201—202). Аналогично 
-теореме 2 справедлива следующая

Теорема 4. Пусть -֊■ р1. Если класс Ар՜ целых функ­

ций порядка р и минимального типа, удовлетворяющих условию 
( J5), плотен в Cw ГО, <ю[, то класс Kw, р квазианалитичен по от­
ношению к порядку <р(а).

Доказательство. Пусть некоторая функция fa(u) из класса 
K'w, Р удовлетворяет условиям (14), и пусть Fo— функционал, которым 
порождается функция /и : f0 (и) — Fo [£Р (—ut, 1)]. Воспользовавшись 
представлением (4) ( взяв р = 1, 0 = — » 9 = -—- ) и условиями (14 

\ 2р 2р /
для функции /7o(z)=Fo [—-— | как в доказательстве теоремы 2, полу- 

1г —fl
•чим оценки
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Ifnfre *՛ ) 5» const-г’ ’е ' т'(,Р), г >• 1. (16)
Далее, рассматриваем как и в теореме 2 целую функцию поряд­

ка р и минимального типа (z):
(֊’) = Fo I , ф, (г) = (1 _|_ 22) ф (г)> ф Ç А

[Г — Z
Для функции <7ф (z) с помощью оценок (15) и (16) получаем ограни- 

к кченность на лучах argz = —- и argz = — — » откуда по принципу 
2р 2р

Фрагмена—Линделёфа и учитывая, что р ■֊< 1, подучаем ограничен­
ность функции <7Ф(г) на всей плоскости, т. е. <7ф(г) = const. Доказа­
тельство заканчивается как в теореме 2.

Отметим частный случай р=1 теоремы 3 (с заменой и на ш).
Теорема 3'. Чтобы класс функций, представимых в виде

f(u)= I (17)
J w (О о

был квазианалитичен, необходимо и достаточно, чтобы система 
(#я)Г-о была полна в С» [0, со[.

Эту теорему можно рассмотреть как некоторое дополнение к 
теореме Б. Я. Левина: для того, чтобы класс функций, представи­
мых в виде

4՜ *
, f -lut da (t) /ля\gW = e (18)

J w (/)

был квазианалитичным, необходимо и достаточно, чтобы система 
была полна в Сш] — °°, + <»[- В том случае, когда весовая 

функция ш (/)(»(/) = »(—Л) не обеспечивает полноту системы поли­
номов в С®]—со, оо[, но обеспечивает полноту в С®[0, со], то тот 
подкласс неквазианалитического класса (18), который получается из 
(18), если взять только те меры </«(/), которые равны нулю на по­
луоси ]— со, 0[, будет квазианалитическим.

Пример. Пусть ).д = к? (р > 1), 1с = 0, 1, 2, •••, и С (л) = 
= X п (1 — т-') • Имеем [7]

Следовательно

-1-1
In |G(± zr)|--------------rv,p = c (p) г -г

2sin — 
2р 

|С'(±/г)|<еп,(,),
1-1

где ц(г) — с։ (р) гр и с։^>с — произвольная постоянная. Соответ­
ствующая функция <р(а) будет равна
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, 1 Р

Ф (а) = ехр(—с։а р ), с։ = с}‘р.
Определим весовую функцию ы (/) на полуоси следующим образом:

«,(0 = И°°’ (£ — 0,1. 2,-..),
I А„, / = >.*

где значения Д* подчинены тем же условиям, что и в предыдущем при_ 
мере. Пусть множество А? имеет тот же смысл, что и в теореме 4. 
Тогда сС(/•)(: А* ПРИ любом значении постоянной с, так как ЦС(О||=О 
и С()֊) удовлетворяет условию (15). С другой стороны

зир |Ф (/)| > вир 'сС(7) = + ос.
ЦФ| <1 с
Ф6Л|*՜

Но отсюда следует, что мгожество А{ плотно в С®[0, со[. Следова­
тельно, класс

/(и) = Р[е~в/] = [ е֊“' е , £ |а,|< со,
3 ш(0 кГпАк и
и

— /со, /оо[, неквазианалитический в обычном смысле является’ква- 
зианалитическим по порядку <р (а).

3°. Теперь перейдем к рассмотрению классов, связанных с весо­
выми приближениями на оси. Пусть то (/)—определенная на ]—со, 
+ ос[ вещественная измеримая функция, удовлетворяющая условиям

.Л

то (/)> !, Пт —֊Т7Г=0> п = 0« 1> 2։ • ՛ ■ • |/|-+- (О
Обозначим через С®]—ос, множество непрерывных на ]—со, 

ос [ функций /(/), Для которых

Нт ^ = 0,
1'1- + - то (/)

и определим норму элемента /£ С®]—ос, + «[ как

Для данного р > 1 рассмотрим класс Кк, ? функций вида
+30

/(н) = Р[Е₽(-ш/, 1)]= [ £Р(-/и/,1)^Ж (19)
да (О

—ОО

где Г—произвольный линейный функционал в С®] — оо, -г-со[, а 
Н) — функция типа Миттаг—-Леффлера (5). Каждая функция 

этого класса определена на объединении £)=Д1Ь’Д։, где
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аналитична в областях Д։ и ձ։,бесконечно дифференцируема на дО.
Нас интересует квазианалитичность рассматриваемого класса в 

следующем смысле:
Определение 4. Класс р назовем квазианалитическим, если 

из условий յ £ К», Р и /(л)(0) = 0, п = 0, 1, 2, •••, следует, что /(и)=0 
при и £ (или Да).

Имеет место следующая
Теорема 5. Для того, чтобы класс р был квазианали- 

тичным, необходимо и достаточно, чтобы система была
полна в С»]— <», -г °°[-

Необходимость. Пусть класс р квазианалитичен, Ро — 
произвольный линейный функционал, исчезающий на системе ։
Го[/"] = О, п = 0, 1, 2, ••••

Рассмотрим функцию /0 (и), порожденную этим функционалом 
формулой (19):/о («) — Р0[£р (—ւ՚սէ, 1)].

Имеем /п՞1 (0) = Сл РоR՞] =0, п = 0, 1,2,и так как по пред­
положению класс Кв, р квазианалитичен, то ք,(ս) = 1), ս^6է {սՀչձշ), 
т. е. Р(|[£р (—ти/, П] = 0 при Д։ (Да). В частности, беря и = 1, по­
лучим Р„[Л(- Н, 1)] = 0. Таким образом, получили, что произволь­
ный линейный функционал, исчезающий на системе |/")п-о, исчезает 
также нэ функции ^ (—/7, 1). Это означает, что функцию £р( — ւ՚է, 1), 
которая является целой функцией порядка р и типа 1 можно прибли­
зить полиномами в метририке С»]— °о, т °°[. Но это возможно толь­
ко в случае, когда система {#՞}ոՆօ полна в Сш] — оо, + <ю[ [9. 10].

Достаточность. Пусть функция /(и) £ р и/1Л) (0) = О, 
л = 0, 1, 2,--*. Из (19) имеем /л) (0) = с., Р [/"], с„ =/=0, п=0, 1,2,---, 
следовательно Г [<"] = 0, п — 0, 1, 2, ••• и так как по предположению 
система |ք՞|~=.օ полна в С«]— оо, ֊{֊ оо[, то Р = 0 и, следовательно, 
/(и) = 0, и £ ձէ Ս Д2.

Перейдем теперь к рассмотрению вопроса квазианалитичности 
класса р по данному порядку. Пусть класс К®, р не квазианалити­
чен в смысле определения 3, и пусть ® (а) удовлетворяет тем же ус­
ловиям, что и в определении 2.

Определение 5. Класс К®. р называется квазианалитическим 
по отношению к порядку ?(•*), если из условий /о(и)^Кт,( и

\ քո (ге 2 ? ) |г₽-’ ժր <» (я) (20)
и

следует, что /о(и) = 0, ц(;Д1иД2.
Далее рассмотрим класс А? целых функций Ф (г), էՓ (/) £ Со]—оо, 

+ оо[, порядка р и минимального типа, удовлетворяющих условиям: 

]Փ(2)|-Հօօոտէ-|շ1՜₽՜1 е1'1’(т‘|։|?), |г| 1, |агг ,| =-^ ֊ (-֊ - У (21)
2 \ 2 2р ,

где функция 7( определяется как и выше (стр. 201—202). Тогда имеет 
место следующая
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Теорема 6. Пусть 1 р 2. Если множество Ар целых 
функций, порядка р и минимального типа, удовлетворяющих усло­
вию (21), плотно в Cw]—ос, + <»[, то класс- KW։f квазианалити- 
чен по отношению к порядку <р(а).

Доказательство. Пусть некоторая функция /0(ц) из класса 
Kw, р удовлетворяет условиям (20). и пусть Fo — функционал, которым 
порождается функция /0 ։/0 (и) = F0[£p (—iut, 1)]. Воспользовавшись- 
представлением (4) (взяв 0=±—— > 9= ± ----- и р=1 j и ус-

ловиями (20) для функции Fo (z) = Fo ------ как в доказательстве
I ֊֊ t I

теоремы 2, получим оценки

ip . ±/г~м . . р-։ -НМ»*)
Ио \re )l const-г е ,

(г>1) (22)
±/« (1- — I

|г0(ге )| < const -г е՝
Далее, рассматриваем как и в теореме 2 целую функцию поряд­

ка р и минимального типа <?ф (z):

дФ^) = Ро[Ф1(^~Ф1 (г)|, Ф։.(*)=и։+1)Ф(г), Ф€ИР.
L t — z J

С помощью оценок (21) и (22) для- функции g0(z) получаем ограни- 

ченность на лучах argz=± — и arg.z=-±K^l— — откуда по- 

принципу Фрагмена—Линделёфа и учитывая, что р •< 2, получаем ог­
раниченность функции дф(г) на всей плоскости, т. е. дф (z) const. 
Доказательство заканчивается как в теореме 2.

4՜ . Пусть w (t) — определенная на L =]—оо, -|-с». [ и ] — (ос* 
I оо[, вещественная измеримая функция, удовлетворяющая условиям:

о>(/)^-1, lim —= п = 0, 1, 2,•••,

Сто(/-) — множество непрерывных на. L. функций, для которых 
lira I«—0.

IZ|—Г- ш (0
Норма элемента /£ С® (£) определяется как 

|/j=sup!ZIpL..
W (ty

Для данного р^>2 рассмотрим класс Kv,f функций вида

/ (u) = F[£P (֊ iut, 1>] =[£₽(- iut, 1)^ . (23)
J w (t)

гДе F—произвольный линейный функционал в Cw (L)-
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Каждая функция этого класса определена на объединении 
4 _

D — U Д*, где*-։
arg «-(24-1)4 <4՜ оЧ’ * = 1.2. 3,4,

4 4 2р J
аналитична в областях Д*(4 = 1, 2,3,4) и бесконечно дифференцируе­
ма на ÖD.

Определение 6. Класс К.-и, Р назовем квазианалитическим, 
если из условий/£Xtt,p и /(я> (0) = 0, п = 0, ։1, 2, следует, что 
/(и) ss 0 при и£Д1 (или Да, Д3, Д<).

Имеет место следующая
Теорема 7. Для того, чтобы класс Kw, р был квазианалитич- 

ным, необходимо и достаточно, чтобы -система (#я]7-о была полна 
в Cw(L).

Доказательство почти не отличается от доказательства теоре­
мы 5 (см. также доказательство теоремы 9). Пусть теперь класс KW։t 
не квазианалитичен в смысле определения 6 и пусть <р (а) удовлетво­
ряет тем же условиям, что и в определении 2.

Определение 7. Класс KW։ р называется квазианалитическим 
по отношению к порядку ? (а), если из условий /0 (u) £ Kw, f и

p/o(re )|/ dr <ч>(а), 4 = 1, 2, 3, 4, (24)
e

где 7^’ =(24 — 1)— ± (—---- — , 4 = 1,2, 3, 4 следует, что/о(ц)=О,
4 \ 4 2р /

uQD.
Далее рассмотрим класс А„ целых функций Ф (г) порядка р и 

минимального типа, {ф (f) £ Cv (4), удовлетворяющих условиям

!Ф(г)| Cconst-fä՜’՜1 е|։|?т‘1՝'!₽’, |Z|>1, [argz| = (24-1)— ±
4

(25)

где, функция >2 определяется как и выше (стр. 201—202).
Тогда имеет место
Теорема 8. Пусть 2 < р -<4. Если множество <4Р целых функ­

ций порядка р и минимального типа, у довлетворяющих условию 
(25), плотно в Си (Ь), то класс квазианалитичен по отноше­
нию к порядку <р (а).

Доказательство. Пусть некоторая функция /0 («)££», ₽ 
удовлетворяет условиям (24). Обозначим через Р(1 функционал, кото­
рым порождается функция /0 :/0(и) = Р0 [£р (—ш#, 1)]. Снова восполь.
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зовавшись представлением (4) ^взяв rJ
- 2р 2 2р

2р\ 2
1

— t

и условиями (24) для функции F0(z) =

, получим оценки

• | /ги(ге,')Ксопз!-/ ’е Г?Г1(Г>։ г>1, |9| = (24—1). — ± ---- —

4=1, 2. (26)-
Пусть ЕКф — множество тех функций из Ар, для которых выполняется

условие

<7Ф (*) = Fu Ф‘('՜ -Ф1(г)] . Ф,(г) = (с’֊ г) Ф (г). 
t — z

(z) — целая функция порядка р и минимального типа. Предполагая 
что Ф^ЗХф и учитывая оценки (25), (26) как в доказательстве теоре­
мы 2 получим, что на лучах |argz'( = (2 к — 1) — + ( —------ — ) ,

4 \ 4 2р/
(к = 1, 2) функция чФ(г) ограничена. Применяя принцип Фрагме- 
на—Линделёфа и учитывая, что р-<4, получим, что дф (z) s const- 
Доказательство заканчивается как в теореме 2.

5°. Теперь рассмотрим класс KW12 функций вида

/(u) = F(£2(-mf, 1)]= [EA-iut, 1)^-. (27)
J «»(О

где F—произвольный линейный функционал в Cw\L). Каждая функ­

ция этого класса определена на лучах arg и = (24 — 1) -- -• к — 1, 2, 
4

3, 4 и бесконечно дифференцируема.
Определеннее. Класс Kw, 2 назовем квазианалитическим, если, 

из условий 2 и (0)=0, п —• 0, 1, 2, •••, следует, что /(и) = 0- 

при arg и =(24—1) — (4 = 1, 2, 3, 4). Справедлива следующая 
4

Теорема 9. Длж того, чтобы класс Kw, 2 был квазианалитич- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы система была пол­
на в CW(L).

Необходимость. Пусть класс Kw, • квазианалитичеи, и 
Fo— произвольный линейный функционал, исчезающий на системе 

F,)[tnJ = O, n = 0, 1, 2,---. Рассмотрим функцию /0(ы), порож­
денную этим функционалом формулой (27): /0 (а) = Fn [Ла (— iut, 1)]. 
Имеем /1"’ (0) = cnFo[tf',] = O, n = 0, 1, 2,--- и так как по предположе­
нию класс Kw.t квазианалитичеи, то /о(и) = О при argw = (24—1) — »• 
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т. е. Р0[£'а(—1и(, 1)] = 0 при аг$ и = (2 к—1) — (£ = 1,2,3,4). Это 
4

означает, что функция £а (—/и/, 1) для произвольного значения и, 

аг£и = (2£ —1)— (£ = 1, 2, 3, 4) допускает приближение полинома-
4

ми в Си> (к). Отсюда следует, что система [/я]^_о полна в Св (I). В 

самом деле, в противном случае множество полиномов ЯК ЯК, если

1 !| <.1^ составило бы нормальное семейство хотя бы в одном

из квадрантов [10, 11]. Пусть это — первый квадрант. Пусть озна­
чает угловую область, стороны которой параллельны координатным 
осям и замыкание которой лежит в первом квадранте. Обозначим че­
рез 5(г) = зир 1Р(а)|, будем иметь [5]

Р&Х
С 1п ф (С) < + оо, г £ £>„
.՝ дп
дО,

где (7 —функция Грина задачи Дирихле области /)։. Далее из нера­
венства

1пф(г)-< | 1п ф (С) д(1 Е*' </$։ 

.' Оп
до,

следует, что 1п ф (г) имеет порядок роста р = 2 и минимальный тип в 
£>։. Тогда любая функция, принадлежащая замыканию системы поли­
номов в метрике Сш(£.), на границе первого квадранта совпадает со 
значениями аналитической в этом квадранте функции, которая в £)։ 
имеет порядрк роста р=2 и минимальный тип. Но функция £'2(—/иг, 1)

I -4-
при и = е не удовлетворяет этому требованию. Следовательно,

1 Гфункция (— /е /, 1) может быть приближена полиномами в мет­
рике Со>(£) только в том случае, когда система полиномов полна в

Достаточность. Пусть функция /(и)^^,? и/(я)(0) = 0, 
п = 0,1, 2,--.. Из (27) имеем /я,(0) - СяР [/"], ся=/=0, л = 0, 1,2 --, 
следовательно Р[/я] — 0, Л = 0, 1, 2,••• и так как по предположению 
система (/я]7-о полна в Сго(£), то Р=0 и, следовательно, /(ц) = 0.

Опрелеление 9. Класс К&.г называется квазианалитическим 
по отношению к порядку <р(а), если из условий ։ и

I (2 *-п
1/о Н ) \г<1г < » (а), к = 1, 2, 3, 4 (28)-

и

следует, что /о(«) = 0 при — .1) —л к = 1, 2, 3, 4. Далее
4 •..

2-351 р ч

I -1
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рассматривается класс А՝г целых функций Ф (г) второго порядка и ми­
нимально го типа, /Ф(/)£С„(£), удовлетворяющих условиям

|Ф (z)|< const-И՜2 е1’'”1^, |z|>l, |arg?| = (2£-1) -֊-. £ = 1,2.

(29)
Справедлива следующая
Теорема 10. Если множество Аз целых функций второго по­

рядка и минимального типа, удовлетворяющих условию (29), плот­
но в Cw(£h то класс Kw,i квазианалитичен по отношению к по­
рядку <р(а).

Доказательство. Пусть некоторая функция /0 (и) из класса 
Kw, 2 удовлетворяет условиям (28), и пусть Fo—функционал, которым 
порождается функция f0: f0 (и) — F0[£2 (—• iut, 1)]. Воспользовавшись 

.представлением (4) ( взяв 0 = + — > 6 = + — г. и ц = 1 J и условия-

ми (28) для функции F0(z) = Fu получим оценки

|/\) (ге 4) С const-re

±1 —
\Fq (re 4 )| < со nst • re՜ Иг‘ г*’.

(ր>1) (30)

Далее рассматриваем целую функцию второго порядка и мини­
мального типа дф (?);

уф (--) = F0 I. Ф, (z) = (23_,) Ф (2)i Фс Л;_
t — г |

.Для функции <7Ф (г) с помощью оценок (29) и (30) получаем ограни­

ченность на лучах |argz| = (2 £ — 1)—• £ = 1, 2, откуда по принци- 
4

пу Фрагмена—Линделёфа получаем ограниченность функции дф (?) на 
всей плоскости, т. е. q0(z)s const.

Доказательство заканчивается как в теореме 2.
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լիտիկոլքէյան հարցը, Այդ դասերը մտցված են Միտտադ-Լեֆյևր ի կորիզով ինտեգրալ ներ֊ 
կայացումների օգնությամբ, Բվազիանալիտիկության հայտանիշները տրված են բազմանդամ֊ 
ների համակարգի կամ ամբողջ ֆոլնկցիների որոջ դասերի լրիվության տերմիններով տարբեր 
ֆունկցիոնալ տարածություններումւ Նման դրվածքով խնդիրն աոաջինը դիտարկել է Բ. Յա.

.Լևինը 3)ոլրիեի կորիզով ներկայացվող դասերի համար.
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ներկա աշխատանքի մի շարք թեորեմներում մենք հենվում ոնք կոմպլեքս տիրույթում ին- 
տեդրայ ձևափոխությունների Մ. Մ. Հրրաշյանի տեսության որոշ արդյունքների վրաւ

I. H. KHACHATRIAN, Տ. A. HAK0B1AN. Quaslanalytlcal classes of function» 
representable by Integrals with Mlttag—Leffler kernels (summary)

The quasianalytlcity of some classes of infinitely differentiable functions i< 
established- These classes are introduced by means of integral representations with. 
Mittag—Leffler kernel. Quasianalyticity criteria for these classes are given in term» 
of complcteess of systems of polynomials or entire functions in different spaces.
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