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ФЛАГ-ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И МЕРЫ КРИВИЗНЫ 
ВЫПУКЛЫХ ТЕЛ

В работе Р. В. Амбарцумяна [1] было указано на существование 
т. н. 5։п2-представлений функций ширины выпуклых тел в R’. Пусть 
Н (£)—ширина некоторого выпуклого тела К в направлении £ £ 5а. Суще­
ствует представление

//(£) = у з1п51 (?, 2, ф) т (</2, </Ф) • (1)

5։х5‘

Здесь 5( —единичная сфера в R1, /=1, 2, 2£5а, Ф£5', т — неко­
торая мера на произве дении 5аХ-$'- Угол а определяется с помощью 
следующего геометрического построения. Каждой (2, Ф)£5’х£| со­
ответствует проходящая через О плоскость е (2, Ф): последняя со­
держит 2 и повернута вокруг й на угол Ф. Через е֊ обозначим пло- 
вскость, нормальную к 5^5а. По определению а (с, 2, Ф) — угол меж­
ду й и следом е-_ на е (2, Ф). Если К—выпуклый многогранник, то 

(1) можно полагать

т (</2, </Ф) = (2 к)՜* X \Ц 82/ (</2) X 1а։ (</Ф) тк. (2)

Здесь 1{ — ребра К, 2,£5а— направление 7/։ А1 — внешний двугран­
ный угол 7/։ сумма берется по всем ребрам. Эта мера называется 
„стандартной мерой". Меры в (1) рассмотрим в дуальных относитель­
но (2, Ф) координатах (ш, <р)£5аХЗ’, где и>— нормаль е (й, Ф), 
Ч—направление 2 на е(2, Ф). Пусть т представляет собой слабый 
предел стандартных мер многогранников, сходящихся (по Хаусдорфу) 
к гладкому выпуклому телу К. В таком случае при подстановке т в 
(1) получаем функцию ширины тела К. В настоящей работе доказано, 
что мера т()==тп (■, £’) (проекция тп по <р) совпадает с мерой кри­
визны тела К. Аналогичное утверждение доказано в случае т. н. сто­
хастической аппроксимации гладкого выпуклого тела. Отметим, что 
данное тело К может допускать представление (1) с различными ме­
рами т.

1 .° Сначала напомним определение меры кривизны данного выпукло­
го тела К с. R3 (см. [2]). Обозначим через

А (АГ, <2) = {х^/г\ р(К, х)е<2, |х-/»(*, ж)|<«)»
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где QczR3— борелевское множество, в>0, р(К, х) — проекция х на 
К. Тогда имеет место

з 
И (Л. (К, Q)) = £ в’-/ 7з_, Ф, (К, Q), 

J-0
где V — мера Лебега в R3, qj — у-мерный объем единичного шара в 
,R։. Согласно [2] счетно-аддитивная функция относительно Q, Ф /(/С, Q), 

= 0, 3 называется мерой кривизны тела К. Мера кривизны имеет 
следующие свойства [2].

а) .Ф;(АС, Q), у =0, 1,2 сконцентрирована на ОК. Следовательно 
для гладких К определена мера Фу (АС, Г (■)), / = 0,1,2 на 5։, где 
Г՜’—отображение, обратное к сферическому отображению дК на S3.

б) Если lim Кп = К (предел по Хаусдорфу), где Кп и К -— вы- 
п—<֊

пуклые тела, то Фj (Кп, -)=>Ф, (К, •) (слабая сходимость мер).
в) Если К— выпуклый многогранник, то

Ф, {К, Q) = (2 я)՜1 X \h П Q||а<I, (3)
/։сл՜

где 1, — ребра К, |aj — величина внешнего двугранного угла ребра lL 
Теорема 1. Пусть lim Кп — К (по Хаусдорфу), где К„-вы-

пуклые многогранники, К—гладкое выпуклое тело. Если тКп(см 
(2)) слабо сходится к мере т(тк^=> т), то

т,(В)=^ (К, Г՜1 В))). (4)

где BcS3—борелевское множество, т?(В) = т(В, 5') — проекция т- 
по ф.

Сначала докажем одну лемму. Пусть D — единичный шар с цент - 
ром О в R3, К — D = {z£R3: z + Dc.K} — внутреннее параллельное 
множество тела К.

Лемма 1. Пусть К — гладкое выпуклое тело и (внут­
ренность К). Тогда для любого 2^>0 существует е^>0 такое, что 
для любой (АН-е/))\(.<—zD) и для любой, проходящей через I’
и не пересекающей К— eD плоскости е, имеет место

</0(п(е), л(х))<8, (5)

где х= [Р0Р) П (?АГ([Р0Р) — луч, исходящий из Ро), п (е) — нормаль к е, 

п(х)— нормаль к дК в точке х, dn — расстояние между соответ­
ствующими точками на S3.

Доказательство. Допустим противное, т. е. существует

S0^>0 и последовательность (Pm, п (ет)), где Pmt-em Рт £ (К + г—
\ т /

(1\ / 1 \ .К-------D ) и ет П ( К-------- D), для которой dQ(n(em), n(xm))j> %.
т / \ т /

Здесь хт=[Р0, Рт)ПдАГ. Так как соответствующие пространства ком-
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пактны, то из(Рт, п (ет)) можно выбрать сходящуюся подпоследователь­

ность. Ясно, что пределом этой последовательности будет (Р, п (е))։. 

где 1’^дК, а п (е) — нормаль дК в точке Р. </„ непрерывна, следова­

тельно 0 = </0(п(е), п(е))>5„>0. Полученное противоречие доказы­
вает лемму 1.

Доказательство теоремы 1. Утверждение (4) равносильно 
тому, что для всех непрерывных и ограниченных функций / (со) на R1 
имеет место

| / (ш) т. (^>) = С / (ш) чг, (К, Г՜1 (<&)). (6)֊

Из тк^=>т следует, что

('71*Л=>т?- <7>
Из (2) получаем, что тКп в координатах (со, ф) имеет вид

тКп= (2 к)՜' £ \111 На/ (<*») X г֊ (</?).
п 111-К ..

Здесь а,—дуга соответствующей нормалям опорных плоскостей Кп, про­
ходящих через его ребра Ц, — мера на 5’, концентрированная
на а1 и распределена равномерно на ней. Сумма берется по всем реб­
рам многогранника Кп. Следовательно

ММ*’)- <8>
По (7), (8) и по теореме о среднем имеем

|/(ш) тпт (н'ш) = 11т (2 к)՜1 С/(ш) £ р«£ (</ш) =

р
= Ит(2я)֊։ У |/Л«ЯК). (9>

Ч&п

где 1^1 — величина дуги ар — нормаль некоторой опорной плоскости 
Кп, проходящей через 1Г

Пусть 1\сК — некоторый шар с центром Р(1£А՜. Определим не­
прерывную и ограниченную функцию Е в R3 следующим образом.

1. Если Р^дК. то Г(Р)=/(Г(Р)).
2. Если Р £ 7?3\Б0, то Е (Р) = /г([Р0Р) П<?АГ), т’)_ луч, выходя-

Е1ГИЙ из Ро).
3. Внутри Во Е определим произвольно с сохранением непрерывности. 

Согласно свойствам меры кривизны, по теореме о среднем имеем

'|7(<'0 Г՜1 (</ш)) = р (Р)(К, •) = р(Р)(К, .) =

& дК R՝
(10)
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= Пт (V (I’) </Ч'։ (Кп, •) = 1*т ($Т:) И|115/0\)»
П--3 '^л

Я1
где Р— некоторая точка на ребре 1։ многогранника Кп-

Рассмотрим разность

кг«)՜1 2 |№1/(“’Ь-(2՞)՜1 X |л11а^(1,Р1<
1^кп '&Кп

<(2к)-։ 2 ИЖ1I/«)-Г(р;>| (И)
П&п

(£„)—равномерно ограничена, следовательно X. И։| 1а/| < С.
ЦЫСп

По определению /(Р/)=/(п ([Р0Р<) П дК, где п ([Р„Р/) П дК)—нор­
маль к дК в точке [1’()1’у) Л дК.

Из равномерной непрерывности / заключаем, что для данного 
р>0 существует о^>0 такое, что |/(“*)— ^(Р/Жр։ если

</„ (ш/, л([РоР|) П^К)) <3. (12)
По лемме 1 существует е^>0 такое, что

4>(“ь л([Р0Р’)Л^)<3. если Р}е (К+Ф)\{К-гО) (13)

и (Р/, <“/) удовлетворяет условию леммы 1.
Из 1ЬпКЛ-=£ следует, что существует А'2> 0 такое, что при 

.п>Л'
К— ъОс.Кпс.К+зО, (14)

Следовательно, по (12), (13), (14) для любого р>0 существует Ы та­
кое, что при п>^

(2 £ ,М ИI/ («О - /•՝(1’1)1 < (2 к)՜1 рС. (15)
1№<п

Окончательно из (9) (10), (11), (15) получаем (6), что и доказывает 
теорему 1.

2.° Стохастическая аппроксимация. Пусть Л՜—выпук­
лое тело, и Мд—последовательность случайных выпуклых многогранни­
ков (п. с. в. м.)

Определение, (п. с. в. м.) Мп стохастически аппроксимирует 
тело К, если

11т ЕсЦМп, К) = О, п — «•
где Ь метрика Хаусдорфа, Е—математическое ожидание.

Теорема 2. Пусть К — гладкое выпуклое тело и (п. с. в. л։.) Мп 
стохацтически аппроксимирует К. ЕслиЕт,, => т, то

тт

тЛВ) = У1(^, Г-’(5)),
где Е математическое ожидание, ВсЗ1—борелевское множество՝ 
тг — проекция т по у.
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В [3] была рассмотрена стохастическая аппроксимация гладкого вы­
пуклого тела К с помощью (п. с. в. м.), натянутых на независимо бро­
шенные на дК точки. В [3] было установлено, что при такой аппрокси­
мации

к, (ш) к2 (ш) , , о г / \где т имеет плотность \ ~ Здесь к/ (ш)—главные нор-
к1 (и), <р) .

мальные кривизны дК в точке с нормалью «>, к (ш, <р) — нормальная 
кривизна в направлении о в той же точке. Отсюда ввиду теоремы 2' 
получаем

Т, (К, Г՜1 (</«)) = (—— + 1 е/ш.
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