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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

А. Е. АВЕТИСЯН

О ПОЛНОТЕ И МИНИМАЛЬНОСТИ СИСТЕМЫ 
ФУНКЦИЙ (Ер (hz; р)}Г

В настоящей заметке приводятся теоремы о полноте и минимально­
сти системы функций (Ер (I.* z; p)}f, порожденной целой функцией типа 
Миттаг-Леффлера

£ (г; р) = £ ------- -- --------
₽ V Г(р + пр֊’)

в пространстве L2 на конечных отрезках. Предполагается, что — 
последовательность различных комплексных чисел с единственной точ­
кой сгущения в бесконечности. Приводимые теоремы аналогичны изве­
стным теоремам Винера-Пэли [1] и Б. Я. Левина (см. [2], приложение 
III). При установлении результатов мы пользуемся методами, развиты­
ми в вышеуказанных работах. Мы существенно опираемся также на 
теорию М. М. Джрбашяна (см. [3[, глава VI) о параметрическом пред-- 
ставлении определенных классов целых функций конечного роста.

1°. Минимальность системы |ЕР (X*z; р)]Г
Теорема 1. Для того, чтобы система функций (Ер (Х*х; р))“,. 

fp>—, р= рбыла минимальной в £’ (0, о1?), (а0) необходм- 
X 2 2р / 
мо и достаточно, чтобы существовала целая функция f(z) по­
рядка р, типа а, < а, обращающаяся в нуль во всех точках >•* и: 
такая, что

,„р (fl/w (1>

Доказательство. Допустим, что такая функция f (z) сущест­
вует. Пусть —корень /(z) кратности st(st^-l). Тогда все функции-

G*(z)
!/(*)____

Л (м (х֊м,; (Л=1, 2, 3, - )

принадлежат классу 7?р, ., т. е. Ск (я) —целые функции порядка р 
типа удовлетворяют условию

sup {J|G* (reel’d-}<+

<>-879
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По теореме М. М. Джрбашяна Сд(г) имеет представление

Ск (г) = | ЕР (гх; р) А* (х) бх, А* (х) С £’ (О, а1'*).

6
Очевидно 6*(Х/)=0 при ;¥=А и С* (>•*) = !, так что системы 

|{Ер(Хух; р))” и {А«(х)}Г биортогональны на (0, з։'я). Из стремления к 
п

нулю в £’(0, а։/₽) последовательности сумм Фя= а^՞’ Е? ('/х; р) сле- 
/-1

дует соотношение Пт а,п) = 0 и необходимость условий доказана, 
л -**»

Если же система .минимальна, то существует функционал, который 
задается некоторой функцией g(x)^Li(0, о՛р) и который равен еди­
нице, например, на Ер ().։х; р) и обращается в нуль на всех функциях 
.ЕР(Х*х; р) (А =2, 3,•••). Имеем

<Л'р
Г г /1 1 \ л (0, А =и=1

Ер()*х; р) £(х)</х=
.) 11. А =1.
о

Целая функция порядка р и типа а, о
«>/Р •

/(х) = (г— к,) у Ер (жх; р) §(х) с/х 

. о

•вращается в нуль во всех точках >.*(А = 1, 2,••■) и по теореме, 

М. М. Джрбашяна - £ В?,,я. Это означает, что/(г) удовлетворяет
. . ■։—Х1 » .

условию (1). Теорема доказана.
Аналогично доказываются следующие теоремы. ■ •>
Теорема 2. Для того, чтобы система функций [Е? (й-кх; р)}® 

/р>-1, р=----- -)была минимальной в —о1 р, а1՛?), необходимо и,
\ 2р /
.достаточно, чтобы существовала целая функция /(г) порядка р 
и типа а1 -С3, обращающаяся в. нуль, во всех точках ).* и такая, 
что

зир I ֊-------—бг <4- со.
.. • • _Л_ и 1+г։

1*՛ 2 2р о • • •

:?֊«։< 2---^

Обозначим через Г։ совокупность двух' отрезков: агдг=± ֊^—» 

•0 -С |х| -С
Теор ема 3. Для того, чтобы система функций {ЕР(Чг; р)}”՜

Н = ~—Убыла минимальной в и(уа), необходимой доста 
2р / ■ • ••
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точно, чтобы существовала целая функция / (г) порядка р и типа 
с, < а, обращающаяся в нуль во всех точках и такая, что

Замечание. При р - 1 (тогда и H = 1), (fl-tx; (x) = e'>4Jr и те­
орема 2 (по существу и теорема 3) совпадает с теоремой Винера-Пэли..

2°. Полнота и минимальность системы \Ef().Kz; р)}։х.

Теорема 4. Для того, чтобы система \Ef (лЛх; p.|i°, ^р 2> 1,..

р— была полной, и минимальной в Z.2 (О, о։/₽), необходимо и 
2р /

достаточно, чтобы выполнялись условия:
1°. Существует целая функция «р (՝>■) порядка р и конечного- 

типа, имеющая простые нули только в точках X*,
2”. Ат(0) = з,

оо e n ( f l*F (re'’J|։ 
< I 1 4- г3 I

4°. Если X (À)—какая-нибудь целая функция порядка р и ну­
левого типа, то о ().) X Р։) €

Доказательство. Необходимость. Допустим, что система 
полна и минимальна. По теореме 1 существует целая функция ф(Л) по­
рядка р и типа oi^o, которая обращается в нуль во всех точках X* н 
удовлетворяет условию 3°. При р>1 отсюда вытекает, что ф(Х)— це­
лая функция вполне регулярного роста с индикатором

o։cosp6,
Ау(9) =

при I6՛ **

при Iе՛
(2)՛

О

Докажем, что Лт(О) = з. Допустим противное: п(«) = з1<^о. Рассмот­
рим функцию

ф(к)«т(к).£рЛ(з-о։)’/*; 1+ (3)
X Р /

Целая функция Ф (л) = Ер Л(з — о1)1,(’;1 +-Л ил:еет вполне регуляр-- 
\ Р /

ный рост и

(а — а։) cos р 6, при |0| < 
2р

О , при < |6| it. 
2р

ЛФ(0) = (4).
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Кроме того, в замкнутой угловой области |аг£>֊|> ф(к)=0/—\
2р \Р֊! /

''Отсюда и из 3°, (2), (3), (4) следует, что По теореме
М. М. Джрбашяна она имеет представление

«Пр

= У Ер().х; р)и(х)о'х, и(х)^£։(0, о1'?). (5)

о*7

'Очевидно 'р0*) = 0 (к=1, 2,--) и значит система {Е, (л*х; р)}Г не 
полна в Е1 (0, о^р). Противоречие показывает, что Л, (0) = о.

Функция ч> ()֊) не имеет корней, отличных от ).*(А? = 1, 2. ••■). В 
ш (Л) .

противном случае целая функция •------(где р—отличный от всех л* ко­

рень <р (X)) принадлежала бы классу В1,. « и по теореме М. М. Джрбашяна 
֊имела бы представление типа (5), что противоречит полноте системы 
[Ер(Х*х; р)|Г. Докажем, наконец, 4°. Если при некоторой функции 
ХО ). порядка р и типа 0 <р (X) ■/ (/.) £ В29, „ то добавив к полной в 
2’(0, о։/р) системе {Ер(>.,х; р))” новые функции Ер(р*х; р), где рл 
нули функции х0)> мы получим неполную систему. Это невозможно. 
Значит такой функции х 0) нет.

Достаточность. Из условий 1°—3° следует минимальность си­
стемы {Ер (Х*х; р)}“.При р>1, как и выше, имеем, что ф(Х)—вполне 
регулярного роста и

Ме) =

Если система не полна в 
№), /(М = 0 и

а СОЗ р S, при |0| < -----
2р

° ’ при к֊
£’(0, а։₽), то существует целая функция

Jit
f(') = Г Ef(Xx; p)g(x) dx, g(x)£L40, d4t).

[ (X) также имеет вполне регулярный рост. Ее индикатор выражается 
формулой

А/(6) =
a, cos р 0, при |0| < —— (а, < а) 

2р
чг

О , при ---- .0 < к.
2Р

(7)

'■Составим функцию

Z(X) = Ж.
?(>֊) .

(8)
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Она очевидно целая и порядка р. Из (8), (6) и (7) следует, что она 
нулевого типа. С другой стороны, Ч> (>•) у. (>,)=/(л)^Б2 ։. Это противоречит 
условию 4°. Значит система полна и минимальна. Теорема доказана.

Для формулировки следующих теорем дадим определения [3]: 
Определение 1. Г (г) принадлежит классу если она це­

лая, порядка р^1, типа и удовлетворяет условию

зир I \ |/7(ге/ *)|։ </г | <-[- оо.
||1 г —____ — ' V '
11 2 2р о

;»-«— 1 2 -Р

Определение 2. /’(г) принадлежит классу В}, , (Г), если она 
целая, порядка р^-1, типа -С з, и удовлетворяет условию

зир | I |/՜ (ге'°)|а бг I < +- со.

9-0

Теорема 5. Для того, чтобы система{Е3 (А* х; р)] “ р > 2 • 

•р=^—была полной и минимальной в 2? (—а1/р, а1/р), необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялись условия:

1°. Существует целая функция ф(Х) порядка р и конечного типа, 
имеющая простые нули только в точках Хк> ___

2°՜ л?(т)= ^’(—т)=в’

3». зир И |у(ге,В)|\г)<+оо.
I.) 1 + г’ /

p_.Kl._JL

4°. Если у ().)—какая-нибудь целая функция порядка р и ну­
левого типа, то ф (>.) у (>-) £ И^р. в.

о» / 3
Теорема 6. Для того, чтобы система {Е? ().*?; р)|” (Р > —»

՝Р= ——была полной и минимальной в Ь2 (Га) необходимо и 
2р /

достаточно, чтобы выполнялись условия:

1°. Существует целая функция ф(Х) порядка р и конечного типа, 
имеющая простые нули только в точках Хк,
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3- . „р Л՜-1^‘> ■,!<_.
О =0

4°. Если /(>•)—целая функция порядка (> и нулевого типа, то

Доказательства теорем 5 и 6 проводятся по той же схеме, что и до­
казательство теоремы 4. Здесь надо пользоваться теоремами 2 и 3 и тео­
ремами М. М. Джрбашяна о параметрическом лредставлении классов

и в;,о(П.
Ереванский институт
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