
ли.ьчицц.ъ иил ЧФЗЛЬР-ЗЛЬЪЪЬРЬ aMU.T-bITbU.3h ЗЬ'ЦЛи.’М’Г
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АР М Я Н С К О И ССР

1ГшрЬ1Гшш),1։ш XXIII, № 1, 1988 Матами»

УДК 517.956.223

В. В. АСАТРЯН

ОСНОВНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Введение

В настоящей работе рассматриваются основные краевые задачи: 
для уравнения

Ди (х, у, О + а (х, у, 0 их + Ь (х, у, /) иу 4՜

4՜ <1 (х, у, О и1 + с (х, у, () и = О, * > О, (1)

д3 , & , & »в полупространстве t^■0, где Л  ------г —— 4՜ ~~----оператор Лап-
дх3 дх3 О1

ласа. Коэффициенты а(х, у, <), у, О с(х, у, /), </(х, у, ^пред
полагаются непрерывными при I 0, непрерывно-дифференцируемыми 
при и становятся постоянными вне некоторого полушара 20(2 : 
։х’4-у’4-։’՝С^01 < > 0) достаточно большого радиуса /?0, т. е. 
а (х, у, 0 = а<» у, /) = 60, с(х, у, 0 = Со, (х, у, () = <4, при 
х* + у3 + /2 > R3 (£>0), где а0, Ьй, с0, </0 — постоянные числа. Через 
50 обозначим круг х3 4՜ у3 < R3-

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать два типа краевых, 
условий:

ы(х, у, 0)=/(х, у) (2}
для первой краевой задачи (задача Дирихле) и

~ ’(Х’ У' °> = (Х>

—для третьей краевой задачи (при а (х, у) = 0 получим вторую крае- 
ву задачу). Функции / (х, у), /։ (х, у) и а(х, у) предполагаются не
прерывными на плоскости 1 = 0, причем «(х, у')=<^о при х3+у3^^%, 
где а0—постоянное число.

В случае постоянных коэффициентов а, Ь, с, <1, а вышеуказанные 
краевые задачи рассмотрены в работах [1] — [4] в разных классах 
функций, имеющих рост на бесконечности не более полиномиального. 
В этих работах доказано, что однородная задача имеет конечное чис
ло решений, а неоднородная задача всегда разрешима. В настоящей 
работе исследуются эти задачи, когда коэффициенты уравнения (1) и 
краевого условия (3) переменные, а решение ищется в классе 
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функций экспоненциального роста в бесконечности (/ и также име
ют экспоненциальный рост).

Будем говорить, что функция и(х, у, I) принадлежит классу Ат 
(т > 0), если и £ С1 (t > 0) Л С (t > 0) и имеет оценку на бесконечно
сти

1“ (*> У, 0| < Conse<'"->' (А)
для некоторого 0 s т, г = Jzxa + у‘ + Подкласс класса Ат, оп՜ 
ределенный дополнительными условиями и£С'(£$>0) и

1|М*’ «■ П <Const e'—и (S)
I dt

обозначим через В՛". Здесь и в дальнейшем через „Const“ будут обоз
начены некоторые положительные постоянные.

Решения краерых задач (1), (2) и (1), (3) будем искать, со
ответственно, в классах А՛" и В"՛. Число т уточним ниже.

Пусть с0<^0. Обозначим си = — Ц ()и > 0),
_ ()0. при а0 > >0.

IV *0 — “и » при — >0<°о<?о-
Предположим, что /(х, у) и /, (х, у) имеют оценки на бесконечности: 

|/(х, у)| < Const• е1*0-*։(4) 
|/i (х, #)| Const • г°, (5)

тде г0 =Ух1 4- у1 .
Основные результаты статьи следующие:
Теорема 1. а) Если а0~ b0 — da = 0, с (х, у, t} < 0, то крае

вая задача (1), (2) имеет, и притом единственное, решение в клас
се А для любой непрерывной f (х, у), у довлетворяющей условию 
(4):

б) в условиях пункта а) решение краевой задачи (1), (2) из 
клсса А*" непрерывно зависит от граничной функции f(x, у);

в) если ап — Ьо = ф, = 0, с0 0, то краевая задача (1), (2) 
фредгольмова в классе А .

Теорема 2. а) Если а0 — b(} = d0—0, с (х, у, /)•< 0, сп < 0, а (х, 
то краевая задача (1), (3) имеет, и притом единственное, 

решение в классе В*՝’ для любой непрерывной f\ (х, у}, удовлетво
ряющей условию (5);

б) в условиях пункта а) решение краевой задачи (1), (3) из 
класса Вл' непрерывно зависит от граничной функции ft (х, у);

в) если an — bu = dn = Q, с(, < 0, —zn<Cao. то краевая задача 
(1), (3) фредгольмова в классе В11՞.

Работа состоит из двух параграфов. В § 1 приводится доказа
тельство теоремы 1. В § 2 исследуется краеваз задача (1), (3).

Изучение краевых задач (1), (2) и (1), (3) в общем случае сво
дится к случаю а0 — h0==d0 = 0 с соответствующими изменениями в 
классах.
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§ 1. Изучение краевой задачи (1)> (2)

Рассмотрим уравнение ('*֊—положительная постоянная) 
Ди(х, у, у, = у, (), £>0. (6)

В [5] доказывается, что решение краевой зада ш (2), (6) для ог
раниченных / (х, у) и ц (х, у, 0 дается формулой

и(х, у, ։) = и*(х, у, I) 4-»(*. У> 0. . (7)
где ' _____________
и*(х, у, п = - — I ] | я(?, V, о (!/_^+ (Г-С)’

:>о
а

4* т *“
ш(х, у, | У [/('. 71) - «*(•> ’!> °)1 х

д
д( ]/(х —5)а 4-(у —+

Аналогично, как в [5], можно доказать, что и при /, g, удовлет
воряющих условиям 1/(х, ^)| •< Сопз1-е(Х_։}Ги и |^(х, у, 01՝ССоп51 X 
ХгС’—формула (7) определяет частное решение задачи (2), (6). 
Убедимся, что краевая задача (2), (6) не имеет других решений в 
классе А; кроме (7). Для этого надо доказать, что однородная кра
евая задача

Ди(х, у, /)—>֊аи(х, у, /) = 0, ^0, 
и (х, у, 0) = О

(8)
(9)

не имеет нетравиальных решений в классе АХ.
Лемма 1. Краевая задача (8), (9) не имеет нетривиальных 

V ж Xрешении в классе А .
Доказательство. Предположим, что решение и (х, у, /) задачи 

(8), (9)’ продолжено в полупространство I < 0 нечетным образом 
“(*> У> ~С = — и(х, у, 0 и рассмотрим уравнение (8) во всем про
странстве. Тогда продолженное решение тоже будет из класса А\ 
Из [6] следует, что в этих условиях

•е' ди
•е(Х—>г, (10).(>■—*) г .

’ <>У
где М — некоторая положительная постоянная.

Обозначим через Ьц сферу достаточно большого радиуса R с 
центром в начале координат. Для произвольной точки (хв, уП1 /0) из 
шара ха 4- у1 4- /а < /?а будем иметь по формуле Грина

«(хо, уп, М= — д 1е~ е֊^д------- и 
г* дп

(И>
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тде (х, у, п- внешняя нормаль к сфере Sr.

г* ="=■ V (х — х0)։ + (у — у0)։ + ( t — tnY-
' Справедливы следующие очевидные неравенства

R — го < Г* < R -+• г*. — ).Г* < — t.R + ЛГ*

тде г’о — K^+yJ + fJ • Учитывая еще (10), из (11) получим следую. 
■щую оценку для и(х0, Уо> А։)։

|и(х0, уо» 6,)| < Const е(1-‘,л-е-хл е °——“тъ-----n°~—Х
— го)

х2-яа-+о, /г — os.
Следовательно, и (х0, уи, t0) «= 0, Лемма 1 доказана.

Из формулы (7) и леммы 1 следует
Теорема 3. Краевая задача (2), (6) имеет, и притом един

ственное, решение в классе А . Это решение определяется фор
мулой (7).

Можно показать, что при расширении класса АХ (в смысле ро
ста) единственность нарушается. Действительно, наряду с и = 0 ре- 
тлением краевой задачи (8), (9) является и функция и — С (е։/ — е-х/)> 
где С — произвольная постоянная.

Доказательство теоремы 1. Пусть а0= 60 = do = O. Пред
ставляя уравнение (1) в виде

Au —1? и = — а (х, у, t) их~Ь(х, у, /) и,—

— d(x, у, t) и,+[с0 — с(х, у, f)] и, t >0, (12)

считая правую часть в (12) известной и пользуясь формулой (7) пос
ле простых преобразований (интегрирование по частям и изменение 

.порядка интегрирования) краевая задача (1), (2) приводится к экви
валентному интегральному уравнению

и(х, у, t) > ■»)> С, х, у, t) и (5, т), С) d', di\ Л 4-
с-о

(13)
:-о

тде ядра К и Р стремятся к нулю, 
х0—оо, причем К(\, 7j։ С, х, у, t)=0
•^(S, т<» х, у, f) = 0 при 53 + 7ja > /?2,

соответственно, при г-»-со и 
при £а +т)։+ О,

/Г(х, у, 0 =
е-Х"К(х-Е)’ + (у-ч)։ +1*

сК dri.

Учитывая последнее свойство ядер К и Р, интегральное уравнение 
«(13) можно представить в виде
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и(х, у, 4)

, ■»). х, у, 4) и (5, ъ, 0) сК (1т\ 4֊ I" (*> У> О- (14>

Подставляя в (14) 1 = 0, получим

и(х, у, 0) = х‘ 9' и$' *>’ С) *

+

5.

т), х, у, 0) и(£, ■»), 0) <4; у, 0). (15>

Рассмотрим систему интегральных уравнений Фредгольма 
го рода

второ-

ф(х, у, {) = ууу К (5, т). С, х, у, 4) ՛)»(•> V, С) </« </т) (Г, +

У Р(5, Г), х, у, 4) <р (?, 7)) </7) 4- Р(х, у, о, (х, у, I) £ 20, (16).

5,

<р К(£, Т], С, X, у, 0) ф (5, 7), С) & сК +

+ У | Р(ъ г1, X, у, 0) <? ($, т֊,) «л </7) + Г(х, у, 0), (х, у) ££0. ('17> 

5а
Лемма 2. Уравнение (14) эквивалентно системе (16), (17).
Доказательство. Пусть [ф, ф)—некоторое решение системы 

(16), (17). Тогда функция и (.г, у, 4), где

ф(х, у, 4), при (х, у, 4)£20,
и(х, у, 4) - ■ у х с) лч_

. е«.

+ [ Р& V, X, у, 4) ч> (5, т;) (х, у, 4), при (х, у,4) 1՜ 20 (.18)

будет удовлетворять уравнению (14). Для (х, у, 4) £ 20 »то очевидна. 
Если (х, у, 4) е ^0. то подставляя п(х, у, 4) и ы(х, у, 0) из (18) в (14), 
получим тождество.

Обратно, пусть и(х, у, 4) — решение уравнения (14). Согласно, 
(14) и (15) функции ф(х, у, 1) = и(х, у, I) при (х, у, 4) £ 20, <р(х, у)= 
= “(*» у, 0) при (х, у)£50 будут удовлетворять системе (16), (.17).. 
Лемма 2 доказана.
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Ниже будет доказано, что и(х, у, t) из (18) принадлежит клас
су А'". Имея в виду еще эквивалентность краевой задачи (1), (2) и 
интегрального уравнения (14), из леммы 2 следует

Лемма 3. Краевая задача (1), (2) и система интегральных 
уравнений Фредгольма второго рода (16՝։, (17) эквивалентны.

Лемма 4. Если о0 = bt) = dtJ = O, с (х, у, t) < 0, то система 
(16), (17) однозначно разрешима.

Доказательство. Поскольку система (16), (17) фредгольмо
ва, достаточно доказать, что однородная система (16), (17) имеет 
только нулевое решение.

Пусть {•{•, ?} — любое решение однородной системы (16), (17). 
Тогда и(х, у, t) из (18) при F = Q будет решением однородной крае
вой задачи (1), (2). Из свойств ядер К и Р следует, что и—»0 при 
г->-со. Для таких и (х, у, t) принцип максимума применим относитель
но решения однородной краевой задачи (1), (2). Согласно этому 
принципу и(х, у, f) = 0. Из (18) и (17) следует, что ф (х, у, t) = 
= и(х, у, t) при (х, у, 0£20 и <р(х, ÿ) = u(x, у, 0) при (х, ÿ)Ç50. 

•Следовательно, ф (х, у, f ) = 0, ®(х, у) = 0. Лемма 4 доказана.
Из леммы 4 следует доказательство части а) теоремы 1. Дока

жем часть в) теоремы 1.
Пусть с (г, у, t) —с0<^0 в окрестности бесконечно удаленной 

точки, а в конечной части полупространства t 0 может быть и по
ложительной. Тогда однородная система (16), (17) (F = 0) имеет ко
нечное число линейно независимых решений и столько же условий 
разрешимости. Из эквивалентности краевой задачи (1), (2) и системы 
(16), (17) следует, что задача (1), (2) также фредгольмова, причем 
число линейно независимых решений однородной краевой задачи (1), 
(2) и однородной системы (16), (17) равны.

Можно показать, что условия разрешимости неоднородной крае- 
:вой задачи fl), (2) имеют вид

f [/(*> dy = 0, /=1, 2,-• -, к,
J J °t t-o<=-о

где ÏFI։ !₽։,•••, — полная систима линейно независимых решений
однородной краевой задачи (1), (2).
Для доказательства части б) теоремы 1 введем нормы f(x, у) и 
и (х, у, г) по формулам

|/ï = sup (|/| л>); |u| = Sup (|u|. «-(>»-•) г у
г—о t>')

'Очевидно, что |и(х, у, f)| <|и|-/•.
Лемма 5. Решение краевой задачи (1), (2) из класса А*“ 

у довлетворяет неравенству

М •< Const J/f. (19)
Доказательство. Из (18) видно, что неравенство (19) доста

точно доказать для функции F(x, у, t). После замены переменных 
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интегрирования в выражении /'(х, у, t) по формулам ? х — 
т) — р=7)1։ получим

4՜*" 4՜ ■* . »
F(x,y,t)=-±- Г f/(S + x, +

2« J j \ P P /
— w — •»

где p = ]/j։ 4՜ т)а -j- t1 . Полагая r։ =prx։ 4՜ y2 > ra = ]/ ?։ + ТД
будем иметь

J/te + x, l + (20)
Из (20) следует

JF(x, у, J +

— ex* —••

(21)
< Const-|j/R^-’r՛ < Const-1/1

Из (21) следует неравенство (19) и принадлежность функций
и (х, у, t) из (18) классу А*". Теорема 1 полностью доказана.

Рассмотрим теперь общий случай краевой задачи (1), (2). Вве
дением новой неизвестной функции Т (х, у, t) по формуле

- у (o»x+40y + rf»0
и(х, у, t)=e Т{х, у, t) (22)

приходим к новой краевой задаче

д Т 4- а (х, у, t) Тх + ь (х, у, f) Ту 4- d (х, у, t) Tt 4- с (х, у, t) Т = 0,
(23)-

Т(х, у, 0) = / (х, у), (24)

где а(х, у, f) = a(x, у. t) — а0; Ь(х, у, t) =b(x, у, t) — Ьй;

d(x, у, t) = d(x, у, t) — d0,

с (X, у, t)= с (х, у, ~ ~ [aoQ (х, у, t) 4՜ bob (х, у, t) 4- dltd (х, у, t)J,.

_ -֊-(o^+io >
/ (х, y)=f(x, у) е

“ ~а 1
со = ло = с0 ~ (а? 4՜ £»о 4՜ <^о) < 0, если с0 < 0, где с — значение:

с (х, у, t) вне 20.
Ясно, что задача (23), (24) аналогична задаче (1), (2) в случае

а0 ~■ b0 = d0 = 0. Если и (х, у, t) Am°. где

. ^.»"0=1/ -Co4--֊֊(a?4-63 4֊rf3) -|/cg4-*o2 + ^ >.



Основные краевые задачи. 61'

то из (22) следует, что

(<"«-«) г
| 7՜ (х, у, Ol՝^ Const е

I 1/՜ п 2՜ 2
Т» °6+fto+rfo ("£-«) г

= Const •«

Пусть с(х, у, 0 = 0, но а2(х, у, 1)+Ь'1{х, у, 0'+<О(х, у, О ¥= 0՝.. 
Если /-»0, то нетрудно доказать единственность решения краевой՛ 
задачи (1), (2) в классе функций, стремящихся к нулю при г -* со.. 
Следует применить принцип максимума.

§ 2. Исследование краевой задачи (1), (3)

При изучении краевой задачи (1), (3) ключевую роль играет՛ 
следующая краевая задача:

Ди(х, у, 0 — Х2ц(х, у, О = 0-, t > 0j

ди (х, у, 0) . ri, ч------ -------------«и(х, у, 0)=//(х, у)՝, 
at

(25)'

(26>

где X, а—постоянные (X > 0). 
Пусть

( X, , при сг^-Х, 
llzX2—а2, при —Х<^а<Х.

Краевую задачу (25), (26) рассмотрим в классе В1*. Н(х, у) пред
полагается непрерывной и удовлетворяющей оценке

\Н(х, р)| < Const-e(|t՜4 V (27)՛

Справедлива следующая
Теорема 4. Если Х^>0, а^>—X, то краевая задача (25), (26). 

имеет, и иритом единственное, решение в классе Ви для любой- 
непрерывной функции Н(х, у), удовлетворяющей оценке (27).

Доказательство. Введением новой неизвестной функции по 
формуле

И(х, у, t) = ֊du(X՝ff՝ ° —аи (х, у, 0 (28).
< dt ■ , 

из краевой задачи (25), (26) переходим к краевой задаче-

ДИ(х, у, t)—Х2р'(х, у, t) = fy f>0; . (29)р

V(x, у, 0)=Н(д, у). (30}

Поскольку и£Ви, то из (28) следует, , что И^А՛1. Для таких. 
И(х, у, t) краевая задача (29), (30) имеет единственное решение, ко» 
торое дается формулой (7) при g(x, у, i) = 0. •

Пусть И(х, у, решение краевой задачи. (29). (30), Из соот.— 
ношения (28) определим и (х, у, /):
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С (х, у) е*1 — е,‘ (31а)

и (*> У> *) =

С(х, у) ел1 + е։/ е՜*՜՛ Р (х, у, ") <к, при —(316) 
I о

где с (х, у) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая 
-функция. Отдельно рассмотрим два случая.

Случай а К ([* = ).). Непосредственной подстановкой можно 
убедиться, что функция

«о(*. У, — X, у, •)

является решением краевой задачи (25), (26). Она будет из класса 
В , так как

։«0 (х, у, #)| •< Сопз! ■ е'

еА—е(Х — ■) (Кг«+ у’ +■։’— Т| г/г < Сопз1 • г.

.Для оценка (В) доказывается аналогично. Следовательно, и(х, 
01

у, <), определенная формулой (31а), принадлежит классу В', если 
С(х, у)-еи принадлежит этому классу, что возможно тогда и только 
тогда, когда С(х, у) == 0.

Таким образом, в случае краевая задача (25), (26) имеет 
решение и оно единственно, ото решенке определяется формулой 

•(31а) при С(х, у) = 0.
Случай —Х<^а<^Х —а’). В этом случае предполагает

ся дополнительно, что первые производные Н(х, у) также удовлетво
ряют оценке (27) и в окрестности любой точки удовлетворяют усло
вию Гёльдера.

Для того, чтобы и (х, у, Г) из (316) удовлетворяла уравнению 
•(25), необходимо и достаточно, чтобы С (х, у) удовлетворяла уравне՜ 
нию

ДС(х, у) — ()? — а։) С(х, у)= — [3(х, у) + ат (х, у)], (х> у)€№, (32) 

где Р (х, у) — , 7 (х, у) = (И(х, у, 0). При сделанных

предположениях на Н (х, у) функции Р (х, у} и 7 (х, у) удовлетворя
ют условию Гёльдера в окрестности любой точки и оценке (27). Так 
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как и (х, у) из (316) должна быть из класса В'л, то должно выпол
няться условие

[и(х, у, 0)| = |С(х, у)|<Const• . (33)-
Известно [7], что уравнение (32) имеет решение, которое дается 
формулой

ч +P+Pf "л ixr^-ü’+o-n’ « .
C (x, y) =-±? թ (S, rj) + aT (i, tî)] e ■ _ ■ ------ Л drt. (34)-

4«։ J J I J Vr — 1 J

Докажем, что и (x, у, t), определенная формулой (316), принад
лежит классу В’՜ (С (х, у) задается формулой (34)).

Поскольку С (х, у) и V (х, у, t) принадлежат классу В'1, то- 
каждое слагаемое правой части (316) принадлежит классу А . Следо
вательно, и (х, у, t), определенная формулой (316), также- принадле
жит классу А\ т. е. п(х, у, t) является решением задачи Дирихле- 
для уравнения (25) в классе А* с граничным значением и (х, у, t) = 
= С (х, у) из класса Аи- Из результатов § 1 следует, что это реше
ние принадлежит также классу В'1. Единственность решения уравне
ния (32) из класса В'1 доказывается аналогично лемме- 1.

Можно показать, что при а = — X единственность наруша
ется. Действительно, при а =•—X, наряду с и = 0, решени

ем однородной краевой задачи (25), (26) является еще функция и = 
= С-е~и, где С—произвольная постоянная. Таким образом, при а = 
= — X нет единственности даже в классе ограниченных функций.

Повторяя схему доказательства теоремы 1 и имея в виду теоре
му 4 и формулы (31), (34), нетрудно доказать теорему 2.

Замечание. Можно было получить все результаты этой статьи, 
заменяя условия (А) и (В) соответственно условиями

е.тг
|и(х, У> 0| < Const- —— • (А')-

Г*Тр

d“(x/-'> «Const-(Б> 
dt r3+p

где р — произвольное положительное число.
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I *
Վ. Վ. ԱՍԱՏՐՅԱՆ. Հիմնական եդրայիհ խնդիրները երկրորդ կար դի փոփոխակած դործակիցներոփլ 
էլիպտիկ հավասարումների համար կիսատարածությունում ( ամփոփում)ւ

Աշխատանքում դիտարկվում են առաջին-երրորդ եզրային խնդիրները

ձս -|- a (x, y, է) ux + b (x, y, t) Uj -J- d(x, y, t)utA-c (x„ y. t) и = 0
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Հավասարման համար է >0 կիսս-տարածոլթյանում» Ենթադրվում (, որ հավասարման դոր- 
ծակիցներն անընդհատ դիֆԼրենցելի են է>0 կիսատարածոլթյոլնո»մ և հաստատոձ են ան- 

Վերջ հեռու կետի շրջակայքում։
Եզրային խնդիրների յուղումները փնտրվում են էցսպոնենցիալ աճ ունեցող ֆոլկցիաների 

դասում» Ապացուցվում են լուծման դոյության և միակության թեորեմաներ» Եզրային խնդիրների 
.-լուծումը բերվում է ֆրեդհոլմի երկրորդ սեռի ինտեդրալ հավասարումների սիստեմի լուծմանը»

V. V. ASATRIAN. Baste boundary-value problems for elliptic equations of second 
■ order with variable coefficients In half-space (summary)

In the paper the boundary-value problems I—III for the equation

ձս + a (x, y, t) и* + i (x, y, t) uy + d (x, y, t) ui + c (x, y, t) и = 0
' is considered in the half-space t > 0. It is assumed that the coefficients of equetions 
are continuously differentiable in the half-space t > 0 and become constant in the 
'vinicity of the infinite point.

The solutions are found in the class of functions which have exponential incre- 
. ase by reduction .to systems of Fredholm equations of Second kind.

Theorems of existence and uniqueness of the solution are proved.
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