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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА Т. ОРИИ ПОТЕНЦИАЛА В 
ПРОСТРАНСТВЕ £Р(Б) И ПРИБЛИЖЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ 

ИЗ 1^(5) БЕСКОНЕЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ
ФИНИТНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

1°. Пусть R,,, п > 2, — п-мерное евклидово пространство точек 
х = (х։, ха, • • •, хя); 5с Кп—ограниченное открытое множество; 5 и <?5, , 
соответственно, замыкание и граница 5; £р(5)—банахово простран
ство функций с суммируемой р-ой степенью; 1^(5)—пространство Со
болева, которое состоит из функций, имеющих обобщенные производ
ные до порядка г включительно и суммируемые со степенью р; 
С” (5)—множество бесконечно дифференцируемых финитных функций в 
5;'С՜ (5) — множество бесконечно дифференцируемых функций в 5’; 

О
( И^р(5)—собственное подпространство 1^р(5), полученное замыкани
ем Со (5) в норме №гр (5); Д = 2 4֊ + • • ■ + ^3—оператор Лап-

12 п
ласа —----символ обобщенной производной); условие (25£ Сг—грани-

‘ д 
ца множества 5 принадлежит классу Сг (0 < г-С °э); 5>, /= 1, т — 
ограниченные компоненты связности множества 5։ = /?я\5 (для одно
связного 5 множества 5/= 0); £)(•) и R (•) — соответственно области 
определения и значения некоторого оператора.

Для удобства изложения вместо Ср (Б) будем писать также кр.
Пусть распределение плотности я в множестве 5 принадлежит 

пространству Ьр (5). Потенциал плотности а££р(5) вычисляется по 
формуле

у) ° (.у) ձց, х£кп,
3

где /Л =
» п = 2;

/—универсальная гравитационная постоянная; шя—площадь поверхно
сти единичной сферы в Кп; /(•)—фундаментальное решение уравне
ния Лапласа, равное

У(х) =

_______ 1
(п — 2) шя х]'

1п |х|0, п =
2к

> п > 3,
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Пусть операторы Уре и. УР1 —соответственно внешний и внут
ренний потенциалы плотности я £ Ур (3), т. е. х £ 5, и УР1=
= Иря/х € 5; П(3, р) = (я £ Ьр (5): Ир..я = 0} — ядро оператора Уре; 
Н(3, р) = (о££р(3) : Дя(г) = 0, х 6 5|-подпространство гармоничес
ких функций в Ар(5).

Сформулируем линейную обратную задачу теории потенциала: 
требуется восстановить плотность о по заданному внешнему потен
циалу у (х) при фиксированном множестве 3, т. е. необходимо решить 
операторное уравнение I рода

Ир»« = «(х), х£3,. (1)
Так как функция о(х) является гармонической на множестве 3։, 

то ее достаточно задавать на некотором множестве единственности 
фсЗ,. Поэтому при решении практических геофизических задач вмес
то уравнения (1) исследуется уравнение

Йр. а = о(х), х£<2, ' (2)
тде о(х)(;£р((2).

2°. В последние годы интенсивно развиваются методы поиска 
общего решения задач (1) и (2) в классе распределения плотностей в 
различных функциональных пространствах [1—16]. Основные резуль
таты работ [1—16] почти идентичны, получены, как правило, незави
симо и доказаны для гильбертового пространства £а(5).

Отличия связаны с условиями, накладываемыми на дифференци
альные свойства границы дЗ. Многие из результатов для Ла(3) с нез
начительными изменениями верны и для пространства £р(3), 1 <р<^ 
<С оо [10].

Сформулируем основные результаты работ [1—16] в виде теорем.
Теорема 1. Подпространство плотностей Л/(3, р) задает

ся при помощи равенств
П(5, р)=ТсГ(5)=Д^р(5), (3)

где Д Со (5)—замыкание области значения оператора Лапласа, оп~ 
ре деленного на множестве С” (3), в норме пространства 1.р(3).

Всюду в дальнейшем, если из соответствующих формул понятно 
в какой норме замыкается множество, это специально не будет ука
зываться.

Равенства (3) установлены в работах В. Н. Страхова [5, 6] для 
односвязной области 3 с границей .дЗ^С1, в работе Н. Вэка [1] для 
жордановой области 3, удовлетворяющей условию конуса, в работах 
Маргулиса [9 —12] — для множества 3 с границей дЗ£С. В работе [14] 
показано, что равенство (3) можно записать в виде 7У(5, (Л$), где
Д?—оператор, сопряженный к оператору Лапласа Д : А, (5) — Ьч (5)

~ Ч ~ 1> т. е. оператор Д9 совпадает с сужением оператора

Др на множество ^’(З).
Теорема 2. Для пространства Ь-ДЗ) справедливо ортого

нальное разложение
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£։(5) = ЛЧ5, 2)еЯ(5, 2). (4)

Для односвязной области 5 с границей дЗ £ С* теорема 2 фак
тически доказана П. С. Новиковым [17]. Равенство (4) установлены 
в работе [13) для односвязной области 5 с гладкой границей, в ра
ботах Н. Вэка [1] и Ф. Сансо [7] для жордановой области 5, удовлет
воряющей условию конуса, и в работах [9—12]—для множества с гра
ницей С.

Для пространства £р(5), 1 р оо, аналог условия ортогональ
ности записывается при помощи равенства [11]

Н(3,Ру--Н(3, д), (5)
где Л/(5, р) — совокупность всех непрерывных линейных функциона
лов на £р(5), обращающихся тождественно в нуль на .V (5, р).

Таким образом, при я = 2 общее решение задачи (1) или (2) 
представимо в виде

з = аг.р + Д <р, (6)
где «„₽£#($, 2)—нормальное решение уравнения (1) или (2), ®—про-

О 
извольная функция из подпространства (5).

Более подробно история вопроса построения тел с нулевым внеш
ним потенциалом приведена в работе [16].

Обозначим через / продолжение функции /, определенной на 
множестве 5, на все пространства ??п вида

7(х)==^(х)’

В этих обозначениях [18, 19] ^ (■$) = [/С 1₽р(5); /£ ^ (/•’«)} — 
множество функций из пространства 0^(5), продолженные нулем с 
сохранением класса.

Во многих вопросах [18—22], в частности для нахождения <։Гар- 
]10, 14], важное значение имеет установление условий на границу 
множества 3, при которых справедливо равенство

^(5)=^(5). (7)

Равенство (7) для области 5 с регулярной границей дЗ установ
лены С. Л. Соболевым [21, 22] и С. М. Никольским [20]. В работе 
Г. Г. Казаряна [18] равенство (7) доказано для области 5, допускаю
щей локальный сдвиг. При р~> п равенство (7) доказано В.. И. Бу
ренковым [19] для неограниченного 5 с границей дЗ = дЗ.

Для решения рассматривяемых в статье вопросов введем
Определение. 1. Пространство Ьр(3) разложимо в полупря

мую сумму, если для подпространства Кскр{3) существует такое 
замкнутое множество Р, что./^П/՞ равно нулевому элементу и алгеб
раическая сумма К и А совпадает с Ьр(3).

Разложение пространства Ьр (5) в полупрямую сумму обозначим 
следующим образом: Ьр (5) — К® Р.
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Пусть линейный непрерывный оператор А : ЬР, (5) -*■ (<?)• -Уа —
= [0 : Да = 0|; А* : Ь,, (С?) - (5) -оператор, сопряженный к А, ЛГЛ.=
= [т:Д*<р = 0|.

Рассмотрим следующую задачу:

пнп — Цз — По!?' (^0)
Р1

при ограничении ֊

где || • ||/.р —норма некоторого элемента из Лр,, Зо—фиксированный эле
мент, Ь—заданный элемент.

Если при заданном Ь уравнение (11) разрешимо, то задача (10) 
(11), в силу равномерной выпуклости пространства Лр(5), 1<р<^оо, 
имеет единственное решение в, которое совпадает с обобщенным нор
мальным решением уравнени (11) по А. Н. Тихонову [23, 24].

Настоящая статья посвящена доказательству теорем 1 и 2, ра
венств (5) — (7) в пространстве £р(3), 1<^р֊՜՛30» для ограниченного 
открытого множества 5 с границей дЗ, удовлетворяющей условиям: 
дЗ=дЗ и тезд5 = 0 (п-мерная лебегова мера). В связи с этим воз 
никла необходимость в параграфе 1 обобщись теорию двойственного 
метода решения линейной некорректной задачи для гильбертового 
пространства, разработанную в работах [25—27, 14], на случай бана- 
хового пространства Ьр(3), 1<р<^°о.

На основании этого обобщения построен устойчивый алгоритм 
нахождения элемента а. Показано, что для любого подпространства 
К пространство ЬР (5) разложимо в специальную полупрямую сумму 
и множество нормальных решений уравнения (11) совпадает с множе
ством

|Д*<р|?1-2Д*Т,
где | • (--символ абсолютной величины. Далее в параграфе 2 для мно
жества 5 с границей

дЗ = дЗ; тез дЗ = 0 (12)
доказывается, что не существует гармонической функции, имеющей 
нулевой внешний потенциал.

Используя результаты параграфов 1 и 2 в § 3 доказываются вы
ше перечисленные теоремы и равенства. Далее показано, что пересе
чение £>(Д) и 14(3, р) принадлежит пространству 1^(5).

Для множества 5 с границей дЗ, принадлежащей классу Липши
ца, разработан алгоритм построения тел с нулевым внешним потенциа
лом.

§ 1. Двойственный метод решения линейной некорректной задачи в 
пространстве Ь„(3)'. Разложение Ьр(3) й специальную 

полупрямую сумму

1 . Для решения, задачи (10), (11) двойственным методом рассмот
рим следующий функционал Лагранжа [28]:
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Ь [’» ®] = — 8= — — <,Аа — Ь, <р >, (13)

где ф £ Ьд_, , > —каноническое спаривание пары сопряженных прост
ранств.

Так как пространство Ьр, равномерно выпукло, то для любого Ь 
и фиксированного ® существует единственный элемент о-, минимизи
рующий функционал Лагранжа по переменной я, который является 
решением уравнения [24, 28, 29]

1° — «оР՜’ (’—%) = А *<р. (14)

Так как для функции ух = |х1|р֊2-х1 при 1<р<[оо существует 
1

обратная функция х։=|^։| у1։ то на основании уравнения (14) и
свойств градиента нормы в банаховом пространстве [29] легко можно 
показать, что целевой функционал двойственной задачи к задаче (10) > 
(И)

ф(<р) =пНп£[з, <?] =---- —ИМс,, -Н <Ь, »>֊<%, 4*<р>. (15)
°&-р, 91

Двойственная задача к задаче (10), (11) заключается в нахожде
НИИ

шах #(<р). (16)

Пусть задача (10), (11) разрешима, тогда имеет место
Теорема 3. Для разрешимости задачи (16) необходимо и дос

таточно выполнения равенства
7-хо0 = |Л*№аД*ф*, (17)

где <р*—любое решение уравнения

4(|4*Ч>|’1-։ 4*Ф + я0) = 6. (18)
Доказательство. Необходимость. Пусть задача (16) 

разрешима. Тогда любое решение задачи (16) удовлетворяет уравне
нию (18), для обобщенного нормального решения я задачи (10), (11) 
справедливо равенство

|я — а0|л՜2 (а՜—я0) = 4* (19)

а элемент я = я0|4* ^*|’1-24* является решением уравнения (11).
Известно [29], что если я =£= 0, то £гас! = |з]|_/’1 • |я|₽'՜2 и

1!ггасЦя|4р| = 1. Поэтому норма |я — а0|Р1՜2 (я — о0)] = |7—я^՜1, На ос

новании равенства (19) Ця — 0,^2^1 = [4* или |я — °о1кр1==|4*®*}£ . 

Аналогично [я — 0|)1 = ЦД*<р* £'~ , т. е Ца — я^, = |я — •

Так как задача (10), (11) разрешима однозначно, я является ре

шением уравнения (11), то из равенства [|я — Оо5 = ||0— а01| следует совг 

падение элементов я и о и справедливость соотношения (17). ՛
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Достаточность. Так как уравнение (18) есть градиент функ
ционала (15) приравненный к нулю, то достаточность условия (17) 
для разрешимости задачи (16) очевидна. Теорема 3 доказана.

Следствие 1. Если уравнение (11) нормально разрешимо, то 
задачи (10), (11) и (16) разрешимы одновременно и их решения 
удовлетворяют равенствам (17), (19).

Принимая в равенствах (17) — (19) оператор А, совпадающий с 
•единичным, о0 = 0 на основании следствия 1, результатов Ф. Брауде
ра и Е. И. Линькова [29, с, 314] и свойств функции yt = |х(| х։,
1<р<^оо, нетрудно показать, что справедлива

Теорема 4. Градиент функционала — И?,, . 1 < Р < 00, явля

ется гомеоморфизмом Lp на Lq, обратный к нему оператор совпа

дает с градиентом функционала—•
Ч

Известно [30], что в равномерно выпуклых пространствах опера
тор метрического проектирования на замкнутое выпуклое множество 
является корректным в смысле Адамара. Поэтому на основании оп
ределения 1, теорем 3 и 4 имеет место

Следствие 2. Для любого подпространства Kc.Lp, элемен
ты метрические проекции которых на К совпадают с нулевым 
элементом, образуют замкнутое множество г = — grad (fj’ = 

Ч
=]<р1’՜2 а, где элементы <р принадлежат множеству KL, и прост
ранство LP(S) разложимо в полупрямую сумму

Lp (5) -ЛГфЛ= Кф м’՜2 ф, f е Кк. (20)

Следствие 3. Для пространств Lp, и Lq, имеют место пред
ставления в виде специальной, полупрямой суммы

Lp, = Na Ф I= Ад о £ Lg„ (21)

= Ад. ® ]Д"з|₽։ = Ад.® Г։, с С LPl. (22)

Замечание 1. Для любого 6£/? (Д) нормальное решение урав
нения (11) принадлежит множеству F։ =|Д*ф|’։՜2- А* <?. При р,=да=2 
равенства (21), (22) являются ортогональными разложениями в пря
мую сумму для гильбертового пространства £а(5).

2Г. Известно [23, 24], что нахождение решения задачи (10), (11) 
элемента о является некорректной задачей. Построим регуляризую
щий алгоритм двойственного метода нахождения элемента а. Для это
го проведем такое расширение понятия решения задачи (16), чтобы 
она была разрешима одновременно с разрешимостью задачи (10), (11). 
Пусть —произвольный элемент пространства £<։.

Определение 2. Задача (16) разрешима в обобщенном смыс
ле, если существует такая последовательность {<₽„], Ч> „ € Га + ?0, что 
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последовательность ап = | -|- |Д*?Я|’‘ 2 А* <ра | сходится в норме 
к элементу а.

Из определения 2, теоремы 4 и разложения (21) следует, что 
«ели задача (16) разрешима в обобщенном смысле, то [Д*уЛ] сходит
ся в норме пространства

Для построения последовательности [?„}, удовлетворяющей оп
ределению 2, рассмотрим следующие параметрические функционалы 
Тихонова и Лагранжа [26, 30, 14]:

Г [о] = 1 - С, + *>-!<’- ° Д, - «1 < А * То>; (23)
Ра Р\

П»[?]=-И*<.-<6. ?> + <’«. Л*Т> + а.^|Т-<рД։. (24) 
71 . 7 а

Г [а, у] = 1 - <4а ֊ Ь, <р> -а -1|? - ? Д,. (25)
Р\ 41

где а,, «^>'0—параметр регуляризации.
Ф ункционалы (23)— (25) связаны, соответственно, с задачами 

10), (II). (1Й 1 ( 13).
В силу равномерной выпуклости пространств £Р1, /„?1,

имеем [24, с 126], что для любых а։, а^>0 и Ь существуют:
а) единственные элементы а’* и ?*, минимизирующие соответ

ственно функционалы Тихонова (23) и (24), которые являются решения
ми уравнений

А * (И ° - 6|й՜2 (А а - Ь)) -4- а, ;а - а0|'’1՜2 (° ֊ »о) — «1 А* <?„, (26)

А (|Д* «р!’1՜2 Д*<р -|- а„) + а |? - ?0 ,'*՜2 (? ֊ Фо) - Ь; (27) 

б) единственная седловая точка (а®, ср1) функционала Лагранжа 
25), элементы кстсрого удовлетвсряют системе уравнений Эйлера

Па — а0|/’1-2 (а — а0) — Д*ф, (28)
1Ла + а|<р — <р01<։-2(ср — <р0) =6. (29)

Из анализа уравнений (26) — (29), теоремы 4 и равенств (19), 
(20) видно, что при а4 =аГ։՜ , оа‘=з։, у® = <р’,

Ф’-фо=֊-^1Иа--6|й-2(Да«-А). (30)
а

а’ —а0 = |Л*<р’|’։՜2 Д*?». (31)
Пусть и1 = ал + /, и и.2 = у0 4- /2.
Теорема 5. Если при заданном Ь уравнение (11) разрешимо, 

то при а։ -»0 последовательность [о’1) сходится к а в норме ЬР,, 
Задача (16) разрешима в обобщенном смысле одновременно с раз
решимостью задачи (10), /11/

Доказательство. Пусть уравнение (11) разрешимо. Из ра
венств (30) и (31) следует, что для любых а1։ а >0 -элементы о’՛- и 
ф1 принадлежат, соответственно, замкнутым множествам £/։ и £Л. Так 
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как их является множеством единственности для задачи (И), то на. 
основании работы [24] при а„ а —»0 имеет место сходимость к: 
элементу а в норме Вр, и разрешимость задачи (.16) в обобщенном 
смысле. Теорема 5 доказана.

Регуляризующий алгоритм двойственного метода нахождения 
приближения элемента я состоит из трех этапов:

1. Определении последовательности (?’Л) путем решения (27)- 
(«л-0).

2. Вычислении I =“' } по формуле (31).
3. Отбор о“՞ по критерию незязки [23].
Преимущество -двойственного метода нахождения приближения-՜ 

элемента а при решении практических обратных задач гюризики (те
ории потенциала) по сравнению с другими известными методами [23, 
24] заключается в том, что двойственный метод позволяет при помо
щи декомпозиции исходной задачи на две подзадачи уменьшить раз
мерность решаемой задачи на единицу. Этим определяется большое 
практическое удобство двойственного метода при его реализации на 
ЭВМ [27].

Замечание 2. Результаты параграфа 1 остаются в силе для 
пары рефлексивных локально выпуклых пространств В, и Ви которые 
вместе со своими сопряженными являются рефлексивными локально 
выпуклыми пространствами Ефимова—Стечкина.

§ 2. Доказательства основных теорем

1°. Более детальная конкретизация равенств (17) — (22). для за
дачи (10), (2) требует установления справедливости результатов, ко
торые являются важными в работе.

Пусть для множества 5 выполняются условия (12). Тогда имеет 
место

Теорема С. Если гармоническая функция яг £ Ьр (5), 1 р

<[оо, имеет нулевой внешний потенциал, то Л ог является о.сС— 
щенной функцией, носитель которой сосредоточен на дВ.

Доказательсво. Воспользуемся способом фиктивных облас
тей [31, 32]. Пусть ограниченная область В' с дВ'£С° полностью со
держит множество 5, т. е. 5 с 5', и уу, у = 1, т множество 5, \ 5? 
есть область.

В силу условий, наложенных на 5', имеем [22], что для а£- 
£7У(5, р) потенциал Ир(х) в области 5' принадлежит подпростран
ству 1^(5') и ДК(х) = —/„ а(х), х£Кп.

Известно [22, 10], что потенциал и его первые- частные произ
водные гармонической функции являются непрерывными функциями на
веем пространстве 7?п. Так как дВ=дВ и тез дВ = 0, та потенциал. 
Vр и его первые частные производные всюду на֊ дВ равен, нулю. Су
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жение функции ог на область 5' обозначим через =Г). Очевидно, что 

потенциалы аг и яп совпадают и »П^Л^(5', р).
На основании теоремы 1, в силу условия дЗ' £ С’, в области 5' 

существует последовательность бесконечно дифференцируемых финит
ных функций € С" (5')> которые сходятся в норме Ьр(3') к функ

ции оп и имеют нулевой внешний потенциал, т. е.
Ср(3։)~

----->ап> (5՜, р)ПС^(З').

Пусть внутренний потенциал функции <рл. Очевидно, что 
Ури, € Со* (5') и последовательность {Р’рм!-> Ир(х)'в норме простран

ства Ц7р(5'). На основании работ [13, 14| имеем, что является 
решением задачи

д» V(х) = — /„ А ок, х £ 3' (32)

при граничных условиях

= 0, (33)
^4'

где Да = А (А)—бигармонический оператор.
Следовательно для произвольного ф £ Со (5) имеем

Аа Ури ф Лк = | УРи Л2 ф <1х = — /п у ®4 А ф йх. (34)

У
äS‘ дп

Так как последовательности { УРи} и сходятся, соответствен

но, к У^ (х) и вп, то для любого ф6Сэ°’(5/) [22, с. 77]

| А2 УР1к ф </х = Ур (х) А2 ф Лх = —/Л ап Д ф </х. (35)

Из сходимости | Урц} к Ур (х) и равенств (35) следует:
а) (А2 Ур1к} сходится к обобщенной функции F, носитель которой 
сосредоточен на дЗ, т. е. supp. FcdS;
б) функция Ир(х)£ Wp(S') является единственным решением”задачи 
(32), (33.) с правой частью F [22, с. 567], т. е.

J А2 Ур ф dx = у F- ф dx = — /J ап Д ф dx. (36)

.$• S’ S'

'Очевидно, что обобщенная функция Р= А ог. Теорема доказана. 
На основании теоремы 6 при р = 2 справедливо 
Следствие. 4. Если ог£Л/(5, 2), то аг=0.
Доказательство. Так как скалярное произведение в (5) 

является непрерывной функцией, то на основании соотношений (3)՜, 
о

равенства (35) и (36) верны и для любого ф£ 117] (£')• Следователь-
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но, обобщенная функция F= Д зг принадлежит сопряженному к W-г (8 ) 
пространству, т. е. F С l₽j2(S') [22 f.

Подставим в равенство (36) Учитывая известное пред
ставление об обобщенных функциях из пространства W2 (.S ), а также, 
что supp FcöS и непрерывные функции УР(х) и его первые частные 
производные всюду на dS равны нулю, получим равенства j г - Vpdx-=- 

S՛

= —fn о" dx = 0, т. е. функция зг тождественно равна нулю. 
$

Замечание 3. Для п — 2.3 следствие 4 установлено в работе. 
П6].

§ 3. Описания множества нормальных решений и 
подпространства N (S, р) линейной обратной задачи теории 

потенциала. Дифференциальные свойства плотностей с нулевым 
внешним потенциалом

1°. Так как оператор задачи (2) Урв : LP (S) -* Lp (Q) является ог
раниченным [б, 14], то для УРч существует сопряженный оператор. 
Уре: Lq(Q) -*Lq(S), который задается при помощи соотношения

Vpi<f=fn J J(x — y)? (х) dx, y^S, ф £ Lq (Q) (37).
Q

и q).
Следовательно, разложение (20) для задачи (10), (2) примет вид.

LP(S)=N(S, p)®|7>p|’-2 i4?i, f^£?(Q). (38)

где замкнутое множество \Уре »[?՜2 У՝р. f совпадает с множеством нор
мальных решений уравнения (2). Отметим еще раз, что N(S, р)х =- 
кг?.

Двойственное соотношение к разложению (38) в пространстве- 
Z?(5) следующее:

£«'(5) = ^(5, р)Г։-Л<(5,р)®Й^. • (39).
Меняя местами индексы р и д, получим

£P(5) = |/V(5, g)|’՜2 /V(5, <7)®ИГг- (40))

Известно [10, 22], что для множества 5 справедливы включения

л Co“ (S)caÖ^(S)c^2(S)cJV(S, р) (41):
и равенство

[ДРСО“].£=Н(5, 9)1. (42),
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Для неограниченного замкнутого вс:зду разрешимого оператора 
Др соотношение (20) также справедливо и на основании равенства (42). 
имеют место разложения

кд (5) ~ &р С) К Др Си ф Н (3, <?)• (43)'
(5) = ДГС7 & Н (3, 9)|’՜2 Н (3, 9) (44)֊1

и
кр(8) = Н(3, р) ©Др Со \ч Др Со. (45)

Справедливость теорем 1 и 2, равенств (5), (6) для множества 
5, удовлетворяющего условиям (12), в пространстве кр (3), 1<^р<^оо 
установливается на основании следующих рассуждений. Из следствия 4 
и ортогонального разложения в прямую сумму (3)=/?(3, 2) © Да С“= 
= У?г (5, 2) непосредственно следуют равенства Н(3, 2)—Узе <? ՛ 
и Л/(3, 2) = А։ Со°(3). Учитывая [33, с. 78] тождественное вложение.

(5) в ко (5) при р>к'^1 получим, что для р>2

#(3> р)*= (46)
и

Л'(3, р) = Др ОТ (5). (47)
Из рефлексивности пространств £р(3), 1<[р<^оо и равенств 

(39)—(42), (44), (45) следует, что соотношения (46) и (47) имеют мес
то и для 1 <[ р <[ 2.

Из равенства (46) вытекает
Следствие 5. Множество гармонических функций, в 8 всю

ду плотно в Н (3, р), 1<^р<оо.
Из равенств (47) и (36) следует, что следствие 4 справедливо • 

и для 1 < р <[ оо.
Теорема 7. Для множества 8, удовлетворяющего условиям 

(12) при 2 -< г со и 1 <р<^оо, имеет место равенство (1).
Доказательство. На основании следствия 4 и включений 

(41) справедливо равенство

Д 1Г’(5) = Д 1Г’(3) = ЛС?(3). (48)՛

Следовательно, элементы У7Р (3) и 11^(3), для которых выпол
няется равенство (48), отличаются друг от друга на гармоническую- 

функцию ТГр(З). Известно [9], что функции из №р (3) являются 

внутренними потенциалами элемента о£ДЯ7р(3).

Так как функции ^Р£МР(8) является гармонической на множе

стве 3, то а = Д Ур = 0 иа = 0. Следовательно №р (3) = №р (3). Из- 
включения №р (5) с \Ур (3), г։ г։, следует справедливость равенст
ва (7) для 2-^г<^оо. Теорема доказана.

На основании теоремы 4 и равенств (38), (44) для множества с.
</3 = дЗ и тез дЗ = 0 справедливо
4-879
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Следствие 6. Множество нормальных решении уравнения 
(2) совпадает с множеством |//(.Ь, <?)|7 2 Н(3, я)- Нормальные ре
шения уравнения (2) являются бесконечно дифференцируемыми 
функциями за исключением нулевых точек.

Замечание 4. Следствие 6 для множества 5 с С установ
лено в работе [12].

Для множества 5, удовлетворяющего условиям (12), равенства 
<(38) и (40) принимают вид

4>($) = Д 1^(5) ф|Я(5, д)|’-2Я(5, д) (49)
.И

£Р(5)-//(5, р)ф|Д И^($)Г-3 Д ^(3). (50)
Замечание 5. На основании работы [12] для неограниченного 

• открытого множества 5, удовлетворяющего условиям (12), располо
женного в полупространстве хп > 0, следствие 4, а вместе с ним и 
равенства (5)—(7). (49), (50) остаются в силе с заменой пространст
ва №р($) на пространство Ьгр (5) [21, 22].

2°. Для исследования дифференциальных свойств функций = £ 
р) сформулируем следующую задачу: требуется по заданно

му определить на множестве 5 такую функцию (5),
которая удовлетворяет системе уравнений

гДз = 6, (51)
1Ир,с = 0, 4^($), »6 »'’(5). (52)

Так как для произвольного 6££р(5) уравнение (51) имеет реше
ние, принадлежащее пространству 1Гр(5)[22, с. 239], аналоги разло
жения. (49) и (50) имеют место и для пространства то ца ос
новании равенства (3) легко следует

Теорема 8. Для любого Ь^ЬР (5) существует единственное 
решение я0 задачи (51), (52) принадлежащее пространству №%{3), 
которое определяется из системы уравнений

з=-֊-Д<р, (53)

.(Де = Ь, (54)
где й^(5).

Потенциал функции =(>6Л(5, р)*~элемент (5) П ЙРр(5),на
основании равенств (53^, (54), определяется из уравнения

др д? ?-•=֊-/« Ь, (55)
которое при п = 2 подобно уравнению изгиба тонкой пластинки с за
щемленным краем [32, 34]. Когда граница множества 5 принадлежит 
классу Липшица, уравнение (55) принимает естественный вид

Д’? = -Л6 (56)
при граничных условиях
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? -М -0.
os дп

(57)

На основании задачи (56), (57) в работах [13—15] разработан 
регуляризующий однопараметрический алгоритм эквивалентного пере
распределения масс с нулевым внешним потенциалом.

Рассмотрим задачу

min — (58)'
Р 

при ограничении
До = 6, (59)--

где b^Lt,(S).
Из равенств (43) следует, что множество нормальных решений 

задачи (58), (59) совпадает с множеством |Д9 Сох|’՜2 Д? Со“ Л D(tp).
Из равенств (49), (50) следует, что при р—2 задачи (51), (52)- 

и (58), (59) эквивалентны [13, 14].
В заключение автор выражает искреннюю благодарность член- 
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II. Մ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Պոտենցիալի տեսության հակադարձ խնդիրը Լ^ԼՏ) տարածության՝ 
մեյ 1լ (Տ) էլեմենտների մոտարկումը անվերջ դիֆերենցելի ֆինիտ ֆունկցիաներով. 
( ամ փովալմյ

Դիցուք Տ-ը սահմանափակ րաց բազմություն է թո< ո > 2, էվկլիդյտն տարածռլ _ 

թյան վրա 0Տ սահմանով, որը բավարարում է ՑՏ = &Տ 4 1Ո6Տ ՑՏ = 0 • (ո-Լափանէ լե-■ 
րեղի չափականություն) պայմաններին, Պոտենցիալի տեսության գծային հակադարձ 
խնդրի համար, միագումարվող ր֊րդ աստիճանի ֆունկցիաների Լր(Տ)լ 1.Վ/>ՀՕՕ, րանա- 
իւյան տարածության մեջ՝ տրված են թ (Տ> թ) նորմալ լուծումների բաղմության և զրո
յական արտաքին պոտենցիալ ունեցող ֆունկցիաների ի/ (5*. թ) ենթ ատ ար աեո ւթ յ ան- 
սպառիչ նկարագիրը։ Ցույց է տրված, որ իք (Տ, ք) ենթա տարածոլթյոլնը համընկնում է. 
անվերջ ղիֆերենցելէ ֆինիտ Շօ (Տ) ֆունկցիաների րաղմոլթ յան վրա որոշված Լասլլա- 
սի ձ օպերատորի արժեքների տիրույթի փակման հետ ԼՏ) տարածության նորմայով'

այսինքն իք {Տ, բ) — ճ {Տ)է Ս,յս հավասարության ապացույցը հիմնված է հետեյալ 
երկու փաստերի վրա', Լ^(Տ) տարածության վերածումը իք ( Տ > թ) ' ենթատարածոլթյան 
ե թ{Տ, թ) փ-կ բազմության հատուկ կիսաուղիղ դումարիւ

*2 Տ բաղմութ յան վրա գոյություն չունի զրոյական արտ աքին պոտենցիալ ունե
ցող հարմոնիկ ֆունկցիա» Ցույց է տրված՝ որ Աորոլևի (Տ) տարածության դասի պահ- 

պանմամր զրոյական շարունակություն ստացած ֆունկցիաների Ա7(Տ) բազմությունը 

2 ր < ©Օ դեպքում համընկնում է Շ() (Տ) բազմության փակման հետ ք Տ) նորմա- 

յսվ, այսինքն՛ Փ? (Տ)= ^(Տ), 2<ր<ՕՕ-
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S. М. HOVHANES1AN. The convene problem of the potential theory In the epace 

LAS) and approximation of elemente from Wp (S) by the continuously
P differentiable finite functions (summary)

Let 5 be a bounded open set in the Euclidean space R„, n > 2, with boundary 

dS, satisfying the conditions dS = dS and mesdS 0 (л-dimensional Lebesgue me՜ 
asure). Fora linear converse problem of the potential theory in the Banach space 
L (S), 1 < p < oo and functions with summable p-th degree a comprehensive descrip 
tions of the set of normal solutions F(S, p) and of the subspace of functions A (S.p) 
which have a zero outer potential. It is shown, that the subspace A (S, p) coincides 
with the closure of the range of the Laplacian A. which is defined on the infi
nitely differentiable finite functions Co (S) with the norm of fhe space Lp(S). i. e. 

N(S, p)֊bCf-(ST.
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