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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ РЕГУЛЯРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОБЛАСТЯХ

Рассматривается квазилинейный- дифференциальный оператор ди
вергентного вида с младшими членами

Ри £ (—I)1'1 £>’ А (х, и (х), О1' и, • • •. +
°ь«

+ £1(*> и) + 82 (х, и,-а,--> . (0.1 >
где 7*1 — конечный набор мультииндексов, мультииндексы
0։,- "»Рл в каком-то смысле „подчиняются“ мультииндексам (т1,- • •, •(*), 
х£2, 2сЕп> вообще говоря, неограниченная область. Изучается воп
рос о существовании (в некоторых случаях и единственности) слабого 
решения первой краевой задачи для уравнения Ри — / в банаховых 
пространствах, порожденных оператором Р. Пространства такого ти
па изучены С; М. Никольским (см., например, [1]). Подобные задачи 
для общих регулярных уравнений, без выделенных младших членов,, 
изучались в работах [2], [3], а при наличии выделенных младших чле
нов для эллиптичечких уравнений— в работах [4], [5], [6]. В настоящей 
заметке доказывается ^существование решения уравнения Ри=/при
болев слабых ограничениях на коэффициенты исследуемого оператора, 
чем в работах [2], [3]| и для более общих операторов, чем в [5], [6]. 
Тем самым настоящая работа является развитием и продолжением работ 
[2]. [3], [5], [6].

Определение 0.1. Характеристическим многогранником (х.м.) 
для набора мультииндексов в назовем 'наименьший выпуклый много
гранник И = Ы (в) в Еп, содержащий все точки набора в.

Определение 0.2. Многогранник Ы назовем полным, если И 
имеет вершину в начале координат и отличные от нее на каждой оси 
координат 2*, где через 2„ обозначено множество п-мерных мульти
индексов, т. е. векторов с целыми неотрицательными компонентами.

Определение 0.3. Полный многогранник И назовем правиль
ным, если оператор проектирования на координатные гиперплоскости 
любых измерений не выводит точки Ы.

Определение 0.4. Полный многогранник К назовем вполне пра
вильным (в. п.), если внешние нормали (п — 1)-мерных некоординат 
ных граней Ы имеют лишь положительные координаты. Очевидно, что 
в. п. многогранник является правильным. Внутренность многогранни
ка Ы обозначим через М(0) и положим д'М=М\Н(0>.
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Уточним теперь вид оператора (0.1). Пусть

Ри= Аи + g1 (х, и. О' и),
где

Аи= Е(-1)|։|£>’Л«(х, и, О'и,--; Я^и), 
«ем

р (; М , | — «| Ч-----4՜ 2?’ и =------- -—;----- обобщенные производ-
0х1'---0хпп

ные по С. Л. Соболеву. Далее ради кратности записи будем писать 
Аа(х, О (и)) вместо А,(х, и(х), Ии,-”, О' и,-՛-, О՛՛՛''и).

Пусть х. м. М содержат мультииндексы «',•••, ал'. Положим 
В = (?։>..., где соответствует производным О’։и (<=1, • • •
•••> 5)» ?=(т), ?)» где т] соответствует производным £)։ при а £ №% 
С— производным /У при /?д = /?з,ХЯ,„ 7) £ Кз2, С £ Л,,. Опишем
банахово пространство, в котором будем изучать оператор (0.1). Пусть 
К—правильный х. м. набора е. Обозначим через (2) множество функ
ций и, для которых О' £р(52) для всех а£М. Норму в простран
стве (2) введем по формуле

Ми=Ер։и^а). (0.2)

Обозначим через (2) замыкание множества Со“(2) по норме (0.2).
Определение 0.5. Пусть X и К—нормированные простран

ства. Отображение Т’.Хт+У называется деминепрерывным, если для 
любой последовательности хп^.Х, хп~*х0, 7՝(хя—Г(хц) (слабо схо
дится).

Отображение Т: X—♦ У называется хеминепрерывным, если для 
всех

х, ш^Х, Г(х4֊/ш)— Т(х), при /-> 0.

•Очевидно, что деминепрерывное отображение хеминепрерывно.
Определение 0.6. Отображение Т:Х.-*-Х* называется коэрци

тивным, если

1։ (У(х),х)
ИЛ1--• ЦхЦ

Определение 0.7. Отображение Т : Х->Л* называется монотон
ным, если (х — у, Т(х)—7’(д))^>-0, ух, у^Х. Отображение Т назы
вается псевдомонотонным, если для произвольной последовательности 
(uJc-A՛՜ такой, что и.-* и, Т (uj) — у в X* и Иго(Г(иу), иу.—ц)-^0сле- 

У՜*3® 
дует, что у=Т(и) и при /-* оо (7՝(и/), ыу— и) — 0.

Ниже будет показано, что хеминепрерывный ‘монотонный опера
тор является псевдомонотонным (см. лемму 1.2).
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§ 1. Квазилинейные регулярные операторы

Пусть и, о£Со (2). Обозначим через

а (и, и)= £ | Да(х, £>(«)) ^*^х + 
®е« •' □

(1Л> 
+ Г ?! (х, и) ис/х + ёг (х, £>(и) «</х

. И * 2

нелинейную форму Дирихле, отвечающую оператору (0.1).
Определение 1.1. Пусть /6 ( 1^р-(2))*- Будем говорить, 

что функция и (2) является слабым решением задачи Ди
рихле для уравнения Ри = / с ну левыми начальными условиями, 
если 

а(и, «) = (/. и), (2)- (1.2)

Замечание. В определении 1.1 вместо Со (2) можно взять 
1^(2) П£" (2).

Ограничения на оператор А. Пусть оператор А удов
летворяет соотношениям:

До) Для любого а £ Ы, А„ (х, 6): 2 У, R։ -» 7?, удовлетворяет ус
ловиям Каратеодори, т. е. для любого фиксированного 5^7?, А„ (х, ;) 
измеримо по х и непрерывно по 5 для любого фиксированного х.

Д,) Существует постоянная С>0 такая, что
|Д. (х, 5)| < С(|;Г’ + 1*(х, 5)|, ух £ 2, 5£ /?„ « £ К, (1.3) 

где К(х, 5) — измеримая функция, удовлетворяющая условию: если 

| ы^-СС! и----- 1-----= 1, то существует постоянная ,С2 = С։(С|) та-
Р Я 

кая, что

|К(х, и, Лъи,---, П՝” и)|’ бх < С։. (1.4)
2

Д։) Оператор А коэрцитивен в й^р (2).
Д3) Существует функция ф£С0՞ (2) и непрерывная по р при 7?>0 

функция 7՜ (R, р), Пт -———»О такая, что для любого 7?>0 к

и, №р (2), ви[к < R, < R справедливо соотношение
(Д (и) — А (и), и - и) > — Г(/?, 1(и — у) Чг1м(о)). (1.5>

Ограничения на 
С։) Для любых х£2, /^7?!

£,(х, 0=р։(х, 0 + г1(х, 7), (1.6)
Яа (х, 7)) = Рз (х, 7)) 4- г3 (х, 7)), (1.7) 
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тде р։, plt гi, rt, gi, g2 удовлетворяют условию Каратеодори и
Pi (х, f)t > 0, |r։ (х, f)| <Л։ (х), (1.8)
Pi (*> |г։ (х, 7։)|<Л։ (х), (1.9)

■а А„ Аае/Л(2)п£Ч2).
Обозначим

= suplgjx, /)|, g2s(x) = sup |ga(x, tj)|.
Ul<* I’ll«*

<J2) gj։i> й.Л£1(й) Для любого s:0<s<ce.
G3) Если Ju|(n < Cit и £ Wp (2), то с некоторой постоянной 

•С։ = Са(С։)

J|ft(x, Z)3u)||£)’n (x)|</x<Ca, V<N(O).

2։) Область 2 удовлетворяет условию теорем вложения Соболева. 
В работе fl] С. М. Никольского выделены те граничные значения 
функций WB (2), которые устойчиво оцениваются через норму

Точнее, в [1] выделено множество мультииндексов Л=|а} 
(скелет) такое, что £>“/ имеет след. Пусть область 2, числа р, п 
и многогранник N удовлетворяют следующим условиям:

S։) l^(2) = SR = [/; D7ba = 0, а 6 А).

(Д. У) (Дополнительное условие) Wp (Еп)с.С(Еп)-
Предложение 1.1. При условиях й։), 2а) и (Д. У) для 

жаждой, функции и^W*^՝(Q) существует постоянная С>0 и по- 
следователъность wn (2) П А” (2) такие, что wn-*-u в W? (2) 
и |wn (х)| < С|и(х)| на 2. •

Доказательство. Сперва покажем, что для любой функции 
.u^Wp (Еп) и для любого числа s2>0 существует функция w^W^(E^), 
0< w<l, х^Еп такая, что (1 — ш) и £ (£я) П L“ (Е„) и [wuJn<s-
Из (Д. У.) следует, что, если u^Wp (Еп), то и £ С (Еп) П A” (En). С 
другой стороны, для любого s > 0 существует число N такое, что

(Ixi^.v)^ S-

Пусть w £ С“ (Еп), О w (х) -С 1, w (х) = 0 при |х| < N, |х|^-2Л/. 
Тогда, очевидно, w^Wp(En), SwUiaN<e и |w (х) и (х)К |н (х)|. Следо
вательно, существует последовательность wn£.Wp (Еп) П Е° (Еп) та
кая, что wn — и в W^p^En) и |wn(x)|-< С\н(х)[.

Пусть теперь и£1Ур (2). Из условия 2а следует, что функцию 
м можно считать продолженной нулем на все пространство Еп, т. е. 
можно считать, что и £ Urf (Еп). Построим последовательность {w,| 
так, чтобы (1 — wj) и -* и в (2). Тогда (1 — w7) и 6 Wp (Еп) П 
,n£" (Еп) и ,|1 — wj) u| ■֊< С|и(х)|. Остается показать, что (1 — а»;) и £ 
< (2). Так как и (2), то из условия 2а) следует, что
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/Уи|ви = О, я£Л. Отсюда по формуле Лейбница, с учетом правиль
ности многогранника Ы, получаем, что при ։£А/)((1 и ^ = 0.
Предложение 1.1 доказано. Основным результатом настоящего пункта 
является

Теорема 1.1. Если выполнены условия Л(|) А3), —С3),.
2։) — 2։), (Д. У), то для любого элемента (2)) сущест
вует функция и£ УБР (2), являющаяся слабым решением уривне- 
ния

Ри = /, (1.10).

такая, что (х, и), (х, и),---, О3 и), п[#| (х> «) + #а(х, ^ (“)) £
6£‘(2) и (Р(О)и, в) = (/, в).

При доказательстве используются следующие вспомогательные 
предложения.

Теорема 1.2. (Г. Брезис [7]). Пусть X — рефлексивное бана
хово пространство, А:Х ֊>■ X*—коэрцитивный ограниченный и не՜' 
прерывный в конечномерных пространствах псевдомоно тонный 
оператор. Тогда для любого /^Х* уравнение Аи=[ имеет хотя 
ы одно решение и^Х. Эта теорема является аналогом соответ
ствующей теоремы для монотонных операторов (см., например,. 
[8] т. 29.2).

Лемма 1.1. Если последовательность (ип)с^р (Я) слабо схо- 
дится к №р (2), то существует подпоследовательность {вл) 
последовательности (вл) такая, что для люб°го а £ ц„ ֊> 7)" ц- 
почти всюду (см. [3], лемма 1.3).

Лемма 1.2. Пусть оператор А : й^1 (2) ֊> (1^р (2))* хемине- 
прерывен и удовлетворяет условию А3), тогда А является псев- 
до монотонным оператором.

Док азательство. Сначала покажем, что если щ -*-и и

1։т(Л(в,), и/ — и) СО,
С у, 

то для произвольного элемента №р (2)
(Л (в), и — у) < Нт (А (гц), гц—и).

Так как и/— и, то существует число такое, что (иуЦи < R'
Ми < /?. Следовательно, из условия Л3) имеем

(А (иу) ֊ А (и), и,-гг)>- Б (R, Ц(и> ֊ и) ФЦ»),

(Л (и), М] - и) < (Л (ву), в, - и) + Б(R, Пи,- и) (1.11)

В силу того, что №р (2) с 1^р (2) (см. [3], лемму 1.3), то суще
ствует подпоследовательность (и^) последовательности такая, что

Пт||(ил — а) ЧгЦГ)(о) =0.
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Поэтому из определения функции Г (см. условие Д3), следует, что 
/(/?, \и— ч) 4'^(0)) — 0. (1.12)

С другой стороны, так как и’ — и и (Д(ы), ч'у— и) —• 0, то из соот
ношений (1.П) и (1.12) вытекает, что

Ит(Л(и}), и,—и) = 0. (1.13)

Докажем, что соотношение (1.13) справедливо и для последователь
ности {иу.}. Допустив противное, получим, что из предложения

Пт (А (и ), и. — и) < 0 
• 1 7

следует
Нт (А (иу), и/ — и) = — с/, 0 < </ < оо (1.14)

для некоторой последовательности [и’|.
Применяя соотношения (1.11), (1.12) для последовательности 

а'-* и получим, что для последовательности [и՞} с (м^| будет выпол
няться соотношение

Нт (А (и7), ы?— и) — 0, 
7 7

•противоречащее (1.14).
Следовательно

Нт (А (иу), Иу—а) = 0. (1.15)

Заметим, что если оператор А хеминепрерывен, то отображение 
t £ [0,1] ՛->• А (и — /а 4՜ /а), и — а) непрерывно для произвольных и, у £ X. 
Воспользуемся теперь условием (1.5), положив ш = (1— Г) и 4- {у, 
*С[0»1], В^(2)- Имеем

(А (йу), Чу — ч) 4֊ (А (и^, 1ч — 7и) — (А (и 4՜ 1у — (и),

(Цу — и -I- 1и —/«)) > — Г(R, Ц(ау— и 4- 1ч — /а) Т|м(0։).

Отсюда и из (1.15) получим при у֊* да
:£(/4(ц—<и4-/и), ч— у)—Р(Я, Ц? (ц — а) *Г||ы (р)) -С I Нт (А (а,), и— V.)

Деля обе части последнего неравенства на I и считая, что / —0 
шолуч им

(А (ч), и — у) •< Нт (Я (а,.), и — у). 
Г^՜

'С друго й стороны, так как
(Я(ау), и} — у) = (Я (иу), Иу — и) 4֊ (А (цу), и— у),

то из (1.15 ) имеем
Нт (А (и(), Чу—у) = Нт (А 1ч/), (и — у) 

]•֊ 
и

(А (и), и — у) К. 1пп (А (чу), Чу — и).
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Если теперь А (и/) в (1^р (2))*, то
Нт (Л (и), и, - V) = Нт_(Л (иу), и - о) = (/,«֊ «)

и поэтому
(Л (и), и—«)<(/, и —и). Уи€^р(2)’

Пусть о = и — и։, О1 £ (2)- Тогда (Л (и), Ы|) <։■(/» “|)> а при
»=а+-и։. (Л (и), и,) > (/,и։). Следовательно Л (и) = /в ( 1₽Л(И))*~ 
Лемма 1.2 доказана.

Пусть И, V 6

а (и, «)= ( 2 А. (х, О (и)) О’ о</х
□

— форма Дирихле, отвечающая оператору Л.
Очевидно, что для фиксированной и а (и, •) является линейным,.

ограниченным функционалом. Определим оператор
-> ( (й))* формулой Т(и) — а(и, •).

Из условия Л^ следует, что Г (и)— ограниченный оператор.
Действительно, пусть С > 0 и М— {и£ М С}. Рассмот

рим оператор Т(и) на множестве М

(Т (и), у) = а (и, о) = С Л ։ (х, О (и)) £)’ о^х -С
аей и .

[^|£»₽оГР%|')</х+ X Г|/Г(х, 0(и))||2У«|։/х<
\afcN J Чс.4 / «ем •/а з

£ рРийр(е)-Ц£)°о||£/,(и)+ X ['|АГ(х, £>(ц))|? с/х- 
՝», рби »еы и9

• |'|£>1о|р</х < С։Мн- 
9

Покажем, что Т (и) — непрерывное отображение в конечномерных про
странствах ИЛ= {иц։ • ия}, т. е. покажем, что если и4= С*и*-|-• • •+• 
+ С*ип и с‘-*• С°,• • •, Сл-> С°, при к-* оо и и°=С?и|4------ нс“ая,-
то 7’(и*)->- 7’(ы0) в Уп- Имеем

а (и*, V) ֊ а (и°, V) =. С V (Лв (х, £>(и‘)) - Л։ (х, D(u<W■Dl^ 

и
Из условия Каратеодори следует, что

Лв (х, 2>(и»))’ ֊> Лв (х, £>(ы°))%
а согласно условию Л։)
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рЛ,(х, +- Г|ХТ(х, £ (и°))|’</х < Са.

*
Применяя теорему Лебега получим, что оператор Т непрерывен 

в конечномерных пространствах, следовательно Т хеминепрерывен_ 
Из леммы 1.2 получим, что Т—псевдомонотонный оператор, а из ус
ловия А3) следует его коэрцитивность. Таким образом, оператор 7” 
удовлетворяет условиям теоремы 1.2 (Брезиса).

Оценим члены #։, g3. Пусть п£7У, положим
81, п (ж> = х" Р" (х> 0 + Г1 (х> О,

82, п(х, I) =*п(х) р2(х, 0+г։(х, 0.
где х„ (х) — характертеристическая функция области = {х£й

Р1 (х, «), (х, 01 <

«֊֊֊’ 1М*. 01 >п, 
|Р1 (х, 01
рЛх, т?), \р2(х, 7)У<П

Р2(х, 7)) = р2 (х, у) 
1₽а(х> *1)1

'р2(х, 11)> п.

Опраделим следующие формы Дирихле:

Ьп(и, [£1. „(*» “(х)) + £2, „(х, Л(о))]«(х)Лс. 
□

Из определения функций gl п и g7 п следует, что при фиксированной՜ О до
«€^(2) ьп(и, у)— линейный ограниченный оператор, т. е. суще
ствует постоянная С=С(п, и) такая, что

|6п(ы, и)| < СНл» (2).
Определим оператор 5Л: №р (й) -»((Й))* формулой 

(5Я (и), у) = Ьп (и, и).

Лемма 1.3. Если О* ип-> £)“и п. в. для всех аЫ<0), то 5’л(и;)֊* 
-5л(п) в Г(2).

Доказательство. Имеем
1^1. л (“/) + 82. п («р “ 81. л (и) ֊ g2, „ (и)1’<

< 1^1, Й (“/)!’+ 1в2, л (иу)1’ +1^1, я (“)!’ +1?2, л (»>!’•
С другой стороны, из условия £7։) следует, что 

1?1, л (“И’ < Iх» (■*)!’ 1Рч(х, и)|? + |Г1(х, и)|’ < 
< п’ |/.Л (х).ч + |Л։ (х)|’ < (х) е I1 (2),
„ (х, 2)(и)|» < |хЛ (х)К \рп2 (х, £> (и)|’ + [г։ (х, <

* V т л
К п’ |Х, (х)|? +'л։(х)|’ < С։(*) £ /? (Й).
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Так как для всех а £ N(0) D' uj(x) —» D Uq (x) П. в., то из условия 
Каратеодори следует, что при у -*

1*1. Л (*• «р + „ (X, D (иу)) - gl։ „ (х, и) - gi։ „ (X, D (и))|*- 0.

Применяя теорему Лебега отсюда получим, что (uy) -*■ Sn (и) в 
L9 (Q). Лемма 1.3 доказана.

Из доказательства леммы непосредственно вытекает 
Следствие 1.1. Для любого n£N оператор Sn ограничен. 
Лемма 1.4 Для произвольного n £ /V операторы՝., Sn, Sn -j- Т 

леев домонотонны.
Доказательство. Докажем псевдомонотонность оператора 

Sn. Пусть и/ —■ и в IFp (2). Тогда из вложения Wp (&) с Ц7р (2) сле
дует, что для всех a£N<0) и некоторой подпоследовательности {и,} с: 
с {цу}, D^jUj—^D^u п. в. Таким образом, выполняются условия лем
мы 1.3. Следовательно, 5Л (uj) -* Sn (и) в L9 (2).

Из неравенства Гёльдера получим, что (Sn(uy), uj — и) — 0 при

Пусть теперь Sn (Uj) -*• у. Так как 5„ (uj) -* Sn (и), то остается до
казать, что если lim (Sn(u,), и, — u)֊<0, то lim (S„ (uy), и — ц;)-> 0.

Предположим противное, т. е. пусть для некоторой подпоследова
тельности (uj) a |uy;

(Л\ (uj), и] — u)^ — e0, s0 > 0. (1.16)
Так как uj-»u, то повторяя рассуждения, приведенные при доказатель
стве леммы 1.1, получим, что для подпоследовательности {u՞} cz 
<={«;}

(S„ (и"), и, — u) -» 0.

Это противоречие с (1.16) и доказывает псевдомонотонность операто
ров Sn(n£/V). Докажем псевдомонотонность оператора Т 4֊ 5Л. Если

-*■ и, то для некоторой подпоследовательности {uj} с {цу} и для всех 
a £ N(0)£>* uj(x) -» D՝u(x) п. в., а из леммы 1.3 следует, что при 
У-*-00

иу-и)-*0.
Пусть (S„ + Т) (и,) ~^у. Так как Sn(u'j) — Sn(u), то Т(и}) — у՝. До
кажем, что = Т’(ц). Как и при доказательстве леммы 1.3 из соот
ношения Jim ((Sn + Т) (uj), uj — u) -С 0 следует, что

((•$։ + Т) (uj) — (Sn + Г) (и), и,- — и) > 
>(6„(uy)-S(u), Uj-u)-F(Rt Juy ֊ и) Tl^oj), 

litn((S„ 4֊ Т) (uj), uj— u) = 0.

Отсюда и из (1.17) имеем lim (Г(иД и, — и) = 0.

Используя псевдомонотонность оператора Т, отсюда получим 
Si = Т (и). Лемма доказана.
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Лемма 1.5. Если (и/)с1Гд(й), uj-* и в 1^(2) и

/(*»
а

£ D(uJ))\D'u]\dx<Ci>
У

то u[gA'> и) + gA’> Z>(u))] (2) и

?։,/(•> “/) + &,/•’ D(ujY)^ gi (•> u)+gi(-> Щи))-

Доказательство аналогично доказательству леммы 4 рабо
ты [6] (с применением леммы 1.1 настоящей заметки).

Лемма 1.6. Оператор Т+ 5л(п = 1, 2, •••) коэрцитивен.
Доказательство. Имеем

Ьп (и, и) = J[g, „ (х, и) + g2։ „ (х, D (и))] и (х) dx = 

= | *л (х) [р? (х, и) + рп2 (х, О (и))] и (х) dx +

+ | [п (х, и) + г2 (х, О (и))] и (х) dx. 
и

Из определения функций р՞ (х, и) (/=1,2) и условия (7а) имеем 
*л (х) р" (х, и) > 0, х„ (х) р" (х, £> (л)) и (х) > 0.

Следовательно

Ьп (п, и) > — | у [г։ (х, и) + г2 (х, И (и))] и (х) dx >

(1-18)
> — С (ЦЛ|Ц£? (2) + ЦЛа|д^ (О)) |Мдр (О)«

Если теперь Ци||я -» оо, то
((7+ 5л)(и), и) _ (Г(и), ц) (5д(ц), ц) > 

Мвг , а и Ми

(7(и), и) С (ВА։|д (В) + [Ла|д .
> —г-»-------------------—|-г------ -——№р(в)-’ + °°>|“|н Ын

что и доказывает коэрцитивность оператора Т + 5Д.
Доказательство теоремы 1.1. Из лемм 1.2—1.6 следует, 

что операторы 7-}-5п(п = 1, 2, •••) удовлетворяют условиям теоремы 
Брезиса и, следовательно, для любого(1^р(2))* существует фун
кция И/ £1^(2) такая, что

(Т(иу), V) + (5; (иу), V) =(/, V), V« 6 (2). (1.19)
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Докажем сначала, что последовательность {и/} ограничена. Пусть 
это не так. Тогда из леммы 1.6 имеем, что при |и/|н -*• °°

(/. «/) = (Г+5,) (цу), нУ) _
Ни Ын

С другой стороны
. </. ^1/М)1иЛ ,

■ |ВД 1«^, "■

Полученное противоречие доказывает ограниченность последователь
ности (и,).

Из рефлексивности пространства 1ГР (2) и ограниченности опе
ратора Г следует существование подпоследовательности последова

тельности (иу) (которую также обозначим через (иу{, такая, что иу —и, 
Г(иу)—>։/в №р (&). Из ограниченности последовательностей [и |, 
(Г(иу)|: |иу|-<С1, |Г(иуЯ< С՛։, из условия (1.19) и из соотношения

[|г։(-. «/)| + ка (*, £>(и/))|]|в,|</х<С։

-следует, что

№։,/•. «у)1 -Н&. /(•. 0(Пу))0 1«;1 с. 1/1 + С,• С,+С3=С<СП, 
и
Далее из условия Сэ) имеем

Еп)р2.у(-, £>(ву))||0։И;|Ле< С.

'2
•Отсюда и из леммы 1.5 следует, что в[^։(-, в) + £\(-, /)(и)) £ 
££*(2) и для любого 1^,(2) Г) £՛“ (2)

(«!,/•> и(^1 (՛. “) + ?։(•» £>(и)))-и.
Переходя к пределу в (1.19) получим

(у.«) + у и, (•, и}-\֊гЛ-, Р(и)))«(х) <1х (/, и),

(2) п ь" (2). (1.20)
Докажем, что у— Т(и). Используем псевдомонотонность опера

тора Г, имеем
П^(Г(Ы/), и/_ц) = й^-((/_5у) (цу)։ Ц/)_

- (Г(И/), и) = Йт((/- 5/) (и,), и/)— (у, и) <

и) —11т(5у(иу). иу).
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Отсюда по лемме Фату получим
Ит(Г(ы/'), Uj— — у, и)—

— J[gi (•» и) + gi (•» £>(и))] u(x) dx.

O J OУчитывая равенство (1.20) для всех wÇ W'p (2) П A” (2) имеем 

lim(T.(u/)oz—«) ■<(/֊ p, u — w) 4-

+ Jlgi ( > + gi (•> Щ“)>] (w — u)dx.

■Используя замечание 1.1, построим w, (; IF^(2) ПА”(2) такие, что 
wj—* и в U^p(2։), ,w/i(xj| < V Ju (x)J. Тогда (f—у, и — ш/)-»0 и 

J[#i (•. «) + &(*» £>(и))] w/(x)rfx֊*J[g։(-, и) + gi(-, D(u))]u(x)dx. 

-о f а

Последнее соотношение следует из того, что п. в. (g։ (-, а) ֊г 
+ gt> (^(и)) u£ Li (2՝) и из теоремы Лебега. В результате Тимеем 
lim (T(u/), и/ —и) ֊СО. Отсюда и из псевдомонотонности оператора Т 

■«следует, что

У = Т(и) и (Г(иу), uj— гг) — 0.

,Подставляя в (1.20) v^=wj и устремляя /—»от, получим, что 
<(Р(и), u)=îf, и). Теорема доказана.

Теорема 1.3. Если регулярный оператор А у довлетворяет 
.условию Л,) (см. [2], опр. 3), т. е. для некоторой постоянной С>0 
и для всех и, (2)

2 С(Д«'(х, ©(и))-Д«{х,£>(и)))О1(н-п)Лг>СВИ—offi (1.21) 
oÇN JQ

ли, кроме того, выполняются условия G։), GJ,. &։Х 2J, (Д. У), • 
gi (х, ч) = О,

gl>(x, f.i)>gi(x, tj), tfXt, (1Л22)

u/no для любого 'f (2))* уравнение Ра = f имеет единственное 
■слабое решение гсв класса тг;(й).

Доказательство. Из условий (1.21), (1.22) следует, что 
■Р = А + gi (х, и) — строго монотонный, и. коэрцитивный՛ оператор. Так 
жак выполняются все -условия теоремы 1.1, то существование слабого 
-решения доказано. Единственность следует из строго? монотонности 
«пеоатора Р. Теорема доказана.

3-879
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§ 2. Анизотропные потенциалы и некоторые их свойства

Пусть *л€^> V/—четные числа. Положим P=(ft, ■ > Нл) =
=2 (— »•••« —1’ “-расстоянием чисел х, у^Е„ называется число- 

(см. [10]) 
С Л \ 1/3

Анизотропным потенциалом называется выражение

4,«(/)= L /(ÿL-« dy> °<в<Н (2-1>J (Рн (X. У)У 
Еп

При 1^ = 1, ։ = !,•••, п интеграл (2.1) совпадает с классическим по
тенциалом Рисса с точностью до постоянного множителя. Для локаль
но’! интегрируемой' функции / обозначим через. Л/(/)(х) максималь
ную функцию Харди—Литтльвуда

ЛГ (/) (х) sup г՜ |и| Г|/(х + ÿ)[ dy. 
r>o J 

P|X (У) <r
Известны следующие свойства максимальной функции М (f) (х) (см.,_ 
например, [11], 1.1.3).

Теорема 2.1. Пусть функция f определена на Еп. Тогда 
а) если f^Lp(En), где 1֊<р<оо, то функция M(f) почти всюду 
конечна, б) если f^Lp(En), где 1 < р -< со, то М(/)£ЕР(Е„) и

(2.2) 
где Ар зависит от р и размерности п.

Анизотропные потенциалы в основном обладают теми же свой
ствами, что и потенциалы Рисса (см. [10]—[13]).

Теор'ема 2.2 (см. [10], стр. 32). Если 0<^а<^|ц|, 1 р<^у<^ °о,
11а

— =------ ---- » то для любого f Ç Lp /и. а (/) £ Lq и имеет место не—
Я P IH

равенство 
14. « (/Ж < А Ш/ъ (2.3)

где постоянная А не зависит от f.
Следующая теорема, установленная В. А. Солонниковым [14] 

является обобщением теоремы Е. Гальиардо [15], Л. Ниренберга [16]; 
на анизотропный случай.

Теорема 2.3. Пусть 0<я<|р|, 0><^01,. 1 < р < со,
/ 1 1 —6 , 0 ~ р < q ^>, — -- --------- 1----- - /ог да

г р q

P4,«e(/)KC|/t-,J/L,B(/)|,?. • (2.4).
Аналогично работе [12] можно доказать обобщенный вариант нера
венства (2.4).
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Теорема 2.4. Пусть 0, 0 а |;л], 0 9 < 1, 1 р ос,
1 л_  с о

I д< <х>, б<^<^9-*-(1— %) р, — =-------- !----- - Тогда
г Р Я

<2.5)
Т’еорема 2.3 является частным случаем теоремы 2.4, соответствую
щим значению ( = 1.

§ 3. Дополнение

В этом параграфе покажем, что если Ы = {а; (а, |‘Хт}, где 
11 — некоторый вектор, т — произвольное целое число, то теорема 1.1 
верна без условия (Д. У), т. е. для любого р_>1. Для этого нам 
понадобится доказать аналог замечания 1.1. Будем различать два 
случая:

а) Пусть |*, р, т такие, что ртп^>||1|. Тогда (см. [10], 10.4)
(Еп) <= С(Еп) и условие (Д. У) выполняется.
б) рт -С 1Н> тогда имеют место все результаты § 2.
Для доказательства замечания 1.1 нам понадобится обобщенный 

вариант теоремы ^Хедберга (см. [13]).
Теорема 3.1. Пусть 1<^р<^оо, тр <|н|. Тогда для любого

У7р(Еп) и е>0 можно найти функцию «՛е«^(£Л), о ■С «> ֊с 1 
такую, что (1—то) №р (Еп) П Е~ (Еп) и < е.

Доказательство. Из результатов книги [17], гл. 9 (см. так
же [18]) следует, что любую функцию (Еп), N = {a; (а, у.)<. т} 
можно представить в виде

А.Ия) («) = «(х) = бу, 8^р,
3 &*,’(•*. у)

1#К •< С Мм-
Пусть Х^>0—произвольное число. Обозначим через

<п“|х; 4,т(|г1) (х) >-֊-Фх(х)=Х Д. т('г1) (х).

'Следовательно, Ф*'(х)>1 при х£й’л. Пусть А/(#) £ С” (Я։) такая, что 
[ °. ^< 4՜

7/(0== - , 0<//{#)-С 1- Положим т = НоФх. Очевидно.
1. <>1

НТО (1 — гох(х))и(х) с 1~’։, поэтому (1 — их) и С Е° (Е„). Остается по- 
жазать, что при X -♦֊ 0

К^и՜*0- (3.1>
Так как норма ]и|]ы эквивалентна норме

п /I
14,+ ЕР/аК,. (3.2)

1-1
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где /'= (0,//»•••» 0), (/', |*) = m, r==l,---, л,, то. достаточно по
казать оценку (3.1) для нормы (3.2).

Так как wÀ (х) —» 0 почти всюду при X -► 0 и 0 < •Cl» то из 
теоремы Лебега непосредственно следует, что jwx 0> при X -*■ 0֊ 
Оценим производные D՛/(w>. и), ։ = !,•••, п. Из. формулы Лейбница, 
для любого z: I = !,•••, и имеем 

/
Dl!(uwi) = S Сj Dl (wx) D1'- Ju, 

i
Оценим каждое слагаемое в отдельности. Для j = 0 уже доказано, что 
Ion £?“и|]р—» 0, когда X —► 0. Пусть теперь /^>0. Так как wx(x)=li 
на Gx, то Z)/wx = 0 на G\, следовательно остаются интегралы CG\.

Применяя неравенство (2.4) для производной ZJj'u, х = !,•••„ п 
(j==0, !,•••, l‘—1), имеем 

* *
IDl1֊* и (х)| < С /„ О։ |g| (х) < С (М (1*1) (х))’՜

х4.т(Ы)(хГ<С(л/|(г)|)(х>՜ а х т 
вне Gx-

Если к <Zl, то для производной /?*ФА (х) вне Gx получим 

1Д‘ Фх (х)|=|Х Di т (|g|))| < СХ4,,m—*ix/ (lgl) ֊С
*ц2 *14 1^1

<ал/(|^(*Г (4.^1)՛՜^ < см(1?|) (х-Г х"

Для оценки {Но Ф (х)) имеем

А‘(ЯоФ(х)) = ^’(Ф(х)) СгГ»рФ(х)-..Дг>Ф(х)к
)—։ г։+...+гу~*

Отсюда и из оценки (3.3) получим

к г^-+...+ г2^
^{Но^{х})^ £ С{М{8){х))т тх

у—1 Г։+...+Гуш։,^

XX т ' <сл/(г)(х>тх\

Для производной к — Ц имея

(/АФ (х)) = Я(1) (ф (х)>Р/ Ф (х) +

+ Е?/(4)Ф<х)) Сг£>рф(х)..... ^Ф(х)*.

,|Ап(/АФ<х))1 < С(ХМ(г) (х) + О? Ф (<х)У<

•< СУ {М(^) (х) 4- D^ll т |^| (,х))х
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Окончательно для любого г :/ = !,•••, п получим а). При 0<Հև<Հ11
*4

р; w,. (x)| id!1 -ku (х)| ֊< см (g) M x^x

։_ 52 _ 52
' X^(g)(x) *X m <CM(g)(x). (3-4)

б) При k — li
■ p/'wx(x)||u(x)|<C(Af(g)(x) + Dr<m|g|(x)). (3.5)

Из свойств функций M (g) (х) и u^Wp. следует, что функции, стоя՜ 
щие в правой части неравенств (3.4), (3.5) принадлежат Lp, следова
тельно D1̂ (wi и) էԼր. Так как D!‘(w^u} (х)-»■ О п. в. при X —> О, то по 
теореме Лебега при X —♦ 0 получим

S|Z#(wx»)fc,-*0.

Теорема доказана.
Ереванский государственный университет Поступила 26.11.1985

Գ. и.. ԿԱՐԱՊնՏՅԱՆ. ե^րայիէ խէւփր 1՜վաւփ<յծայ]ւ(; пЬ<р։։ушг 6ավասարո։մ6հրի էւամար աՏ- 
սահմանափակ տիրույթներում (ամփոփում)

Աշխատանքը հանդիսանում է [3) և [6] աշխատանքների ընդհանրացումը/ Եթե մինչ այս 
ռեգուլյար ոչ գծային հավասարումների լուծումների ուսումնասիրության ժամանակ սահմանա- 
փակումները գրվում էին գործակիցների ւէրա համախմբության իմաստով, ապա այստեղ առանձ
նացվում են ոսւվագ* անգամները և ոկրտսեր» անգամները! ոԿրտսերո անգամների վրա գրվում 
են անհամեմատ ավելի թույլ պայմաններ/ քան ոավագո անգամների վրաւ Այս պայմանների դեպ
քում ոշ գծային ռեգուլյար հավասարումների Դիրիխլեի խնդրի համար ապացուցվում է գոյու
թյան (որոշ դեպքում նաև միակության) թեորեմներ անսահմանափակ տիրույթներում/

G. A. KARAPETIAN. Boundary value problem for non-linear regular 
equation* tn unbounded domain* (summary)

The article is a generalization of the articles [3] and [6]. For a regular equa
tion the "higher“ coefficients and “lower" coefficients are defined. On the “lower" 
coefficients weaker conditions are imposed than on "higher* coefficients.

Under these conditions theorems of existence (in some cases with uniqueness) 
are proved for Dirichlet problem for non-linear regular equations.
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