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§ 1. Введение

1°. Постановка задачи. Пусть <? (/) — положительная функ- 
" д'1ция класса С*  (]0, 7]), Л — V —г — оператор Лапласа, 2 — {(/, х), 

7=1
^]0, 7[, •хСЛ'’}, 2т=|(*.  х), Т, х£Кп\.

Для сингулярного эллиптического уравнения
[о? + Д —<?.(/)] и = /Хб х), <7<+0) = оо, (#, х) £2, (1.1)

краевая задача с. данными Дирихле на границе с)2 полосы 2 в клас­
се дважды непрерывно дифференцируемых внутри 'и непрерывных 
вплоть до границы функций, вообще говоря, неразрешима, так как 
однозначно разрешима задача Дирихле с краевыии условиями на части 

■£2г границы ([1]).
Для сингулярного гиперболического уравнения (а (/) — комплек­

снозначная функция)
;[#-.Л+.<ф)}И=/(*,  х), |а(+0)|= ОО, «, х)£2, (1.2)

решение обычной задачи Коши с данными на гиперплоскости £ = 0 не- 
о 2• единственно.-Например,'при а=------  нетривильным решением одно­

родной задачи Коши в 2 является функция и = Р.
В подобных ситуациях в книгах [2], [3] и статьях [4] — [10], [16] 

рассматривались весовые постановки .задач Дирихле и Коши в клас­
сах неограниченных (на сингулярной части границы) функций.

В настоящей статье предлагается новая постановка начальной и 
^краевой задач, обобщающая ^известные весовые постановки. При этом 
жраевые условия задаются ։(в терминах преобразования Фурье иско­
вого решения (сравнить с [11])) в кокасательном расслоении 7*2,  а 
.затем опускаются .на дЗ.

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор вида 
т—2 .

, £>.) =.дТ +2 А, (л £>) д}, (1.3)
л—О

1где В =՛(— ,■ — 5—а £>) — произвольные линейные
\ ։ 0x1 I 'Ох*/

.дифференциальные (операторы (вообще говоря, бесконечного порядка),.
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с коэффициентами, непрерывно зависящими от / в^ ] , 7"], ь ко
торых — целые аналитические функции от В С (^ ) ПРИ фиксирован­
ном ։ £ ]0, Г].

Обозначим через <р «, 5) = [<Р, (6 Ф-Ж ФУ^аменталь։ 
ную систему решений (ф. с. р.) уравнения

М, е) = рг + £2Лл(д «><??]и(*г  *) в0> (1։4>

полученного из (1.3) применением х-преабразоваяия Фурье. Общее 
решение (1.4) запишется в виде

м«, В) = £ е»(В)фН#. ВК (1;5)
Л—1

Дифференцируя это представление у раз; по £(у = 0'. !>•••, т 1) 
и разрешая полученную систему уравнений относительна функций 
с*  (В), получим

с* (В) — Ок (и), к = 1у֊’ •, т, (1.6)
где ,

О* (и) = -=֊; • Ф*->, «> Т*+ь••>?«>, (1.7)1Г(ч>)

О, (и) = (О1 («)>•• •» От(и)), 
а вронскиан '

1Г(ф) = 1Г(ч>„ • • •, <рт) = Ие1 Це??՜1 <рХ /-г 
не зависит от ։ и не обращается в нуль (такая Ф. с. р. существует в 
силу формулы Лиувилля и вида уравнения (1.4))1

Если задать данные Коши при £ = +0 в Т*&  в виде

11ш О¥(ы) = ^(В), (1.8)
/-+о

где £ (В) — произвольные заданные вектор-функции, та и определяется 
однозначно (из (1.5). (1.6)) по формуле

' 1 — т л- ('

Ц(/, В) = £ я* (В)?А (6 В). (1.9)
Л—1 .- 

* • 1’ ՜ ’ ■* . • •

Замечание 1.1. Из (1.9) следует инвариантность постанов­
ки задачи (1.8) относительно мультипликативного преобразования 
“ —* Ь (<) и, Ъ(() — функция класса Ст (]()•, Т՝])1, которая может иметь 
особенность при £ = 0, и замены переменной т=ш«), «ч/коао, т$, 
которая может быть вырожденной при I = 0.

Замечание 1.2. Если ф«։ В), ®(^։ В)—две фь с. р. уравнения 
'(1.4), принадлежащие классу Ст (]0, 7], А) (здесь А = Д (Я՞) — класс 

целых аналитических функций), то данные (и) взаимно однозначно 

определяют данные Оф (и), точнее существует црлая аналитическая 
невырожденная матрица Л (В) такая, что . . ч
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? (t, 5) = F (?) 7 (f, с) и О, (и) = '>(с) (\ Си).

При этом операторы 0-, O^:u|-*-g(x)  [эквивалентны т. е. ком­
мутативна диаграмма (пространства Н՜' определяются ниже в п. 2)

(Ker L) Л Ст (]0, Г[, ^±՜)
Оф I-------------------------- IО?

п •

;-1 >-։

Замечание 1.3. Имея в виду упрощение оператора О (и) в 
дальнейшем, полезно отметить, что его изменение на бесконечно ма­
лую (при t-» 0) величину не влияет на постановку задачи (1.8).

2°. Теорема Коши —Ковалевской для уравнений с 
особенностью. Пусть а (6)—целая аналитическая функция вида

а(Е) = J а. Г, оа>0, (1.10>
|«|-0

где а — мультииндекс, 6£ (/?Л)'.
Следуя Ю. А՛ Дубинскому [13] определим пространство № как 

множество комплекснозначных функций / (х) £ £։ (Rn) таких, что для 
любых функций вида (1.10) конечен интеграл

Ja (6) |/(В)М<оо. (1.П)

Через Н °՞ обозначим совокупность всех линейных непрерывных фун­
кционалов, определенных на основном пространстве №’.

Пространства №“ инвариантны относительно дифференциальных 
операторов бесконечного порядка В (О) с аналитическими в (/?")'сим­
волами (см. [13]). По предположению Ак(1, Е)^С(]О, Т՝], Л), поэтому 
из теории обыкновенных дифференциальных уравнений имеем 6)£ 
С Ст (]0, Г], Я). Сопоставим каждой функции 4»; (£, 6) дифференциаль­
ный оператор бесконечного порядка

<Ру(/,Р)/(х) = (е^<рДб ?)/(£) /£№,

который действует непрерывно в №. Выберем ф. с-р. <р (#, 6) так, 
чтобы вронскиан №(?) не зависел от 6.

Обозначим через О(и) = (О։ (и),-• •, От (и)) начальный оператор, 
определяемый формулами

О*  («) = ■֊֊7 О),-1Г(<р) ?*-1  (t D), U, Ч>* +1 (t, D),- • •, <pm (/, D)),

к = 1, ■ • •, т,
здесь единица над ц—обозначение Фейнмана—Маслова, 
12 3

(1.12)
например,

uB(D)A(D) = A(D)B (D)u.
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/л /
Т е о ре м а 1. Для любых g (х) 6 П ( или

J-i 4
g (*)  6 П Н 

J-1
СУ-

ществует единственное решение и^С (]0, 7}, Н )(и^С (]0, Г],
№) задачи Коши

Lu = Q, (t, х)£2, (1-13)
11m O(u) = ^(x) = (a1(x),.--, gm(x)). (I-И)

*-+o
Пример 1.1. Единственное решение задачи Коши (тэт = 1) 

ui—(0 их +՜ a' (t) и (Z, х) = 0, f>0, x£R՝, 
lira О(к) =g(x)£/T, '~+o

O(u)= [exp(a(f)— Д (t) £))| и (t, x), £)=—
i Ox

имеет вид u = g (x + '-(/)) exp |—a(Z)|. Отметим, что эта задача имеет 
смысл, даже если функции a' (t), /.'(f) имеют при f — 0 неинтегрируе. 
мые особенности, например a(f) = f՜5, '• = ՛'. Если a' (t),

[О, Г], то разность О(и) — и стремится к нулю при <->0 и мы 
получаем обычную задачу Коши (см. замечание 1>3 пункта 1).

Теорема 1 малоэффективна, так как для постановки задачи (1.14) 
необходимо знать ф.с. р. двойственного уравнения. Следует ожидать, 
что в тех случаях, когда известна двойная асимптотика ф. с. р. при 
t —»0 и Е-*ос,  постановку задачи (1.14) можно упростить. Мы осу՜ 
ществим этот план для эллиптического уравнения с особенностью, 
заменив задачу Коши весовой задачей Дирихле (см. п. 3°).

3°. Эллиптический случай. Весовая задача Дирих­
ле. Рассмотрим уравнение (1.1). Пусть q (f)— вещественная, положи­
тельная функция класса С2 (]0, Т՝]) такая, что выполнены следующие 
условия:

<7о = inf (g (f)j > 0, '6Ю. rj (1.15)

(1.16)

2 9

l’'w’ (։■•’>
т
J/g(s)rfs=co 0Д8)

о
Введем вспомогательные весовые функции

Р*(0  = <7 </(#) = ехр Г] q (т) dt, (1-19)

г
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пространство Q(H')— пополнение С“ (2)-функций по норме

I«Iq = sup V Н*О)Р?
*G|0, TJ *_ 0

(1.20)

и пространство В (Н3) — пополнение С” (Л"+1)-функций по норме
2

|и|в = sup у ак (f) (1-21)
'ею, -j

здесь ] —норма пространства Соболева Н3—Н3(В"),
0, к = о,

Т’ к = 1, МО

— > Л = 2,
2

(1.22)

Теорема 2. В условиях (1.15)—(1.18) весовая задача Дирихле
un + Au = g(0u+/(f, х), (f, х)£2,? (1.1)

lire |po(O«(f. х) —Ф1(х)| = 0, /-+0 (1.23)

lira ||u(f, х)—Ф2(х)| = 0, Г-.Г-0 (1.24)
при

t “ <
,f(t,x)q (t)£C([O, Г], Н‘), s

3 
"2

^Ш|1, (125) 
*73/2(0 Л ‘

имеет единственное решение О (Н3) причем справедливы оценки

а =

где постоянная с зависит только от д0 и Ро (см. (Ы5) и (1.16)).
Замечание 1.4. Если/=0, то 4^0 в (1.17) можно заменить 

произвольной постоянной.
Рассмотрим задачу Дирихле для однородного уравнения (1.1) в 

полупространстве Вп++У = [(/, х), £^>0, х£/?п). Пусть д (/)— веще­
ственная, положительная функция класса Са (]0, оо[), удовлетворяю­
щая для некоторого Т^>0 условиям (1.15), (1.16) и

I? (т)1 со,
т 

_ Я
q'{t)q 2 (f)</V<oo, <6]0. П

֊֊ f - >
Г J Vq(t) V q0‘

(1.26)

(1.27)

(1.28>
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Теорема 3. В условиях (1.15), (1.16), (1.26)-(1.28) весовая за­
дача Дирихле

и//+ Ли = Ч (0 <?(0) = °°, (6 *)  € R+ •
(1.2У)

lim |ро (0 и х) —Ф(*И  = О,
Г- + 0

имеет единственное решение, причем справедливы оценки
|и|д<с1Ч> <L30)

где постоянная с зависит только от Чо< М, N.
Пример 1.2. Если р, 8, а — положительные постоянные и р J>2, 

3>2, то функции

7’ 7 |1п^’ ех₽ (у)

удовлетворяют условиям (1.5)—(1.18) теоремы 2.
Пример 1.3. Функция

ç(/) = pr”(l-HT)’, 8>1, ±<3-7<1, р>о
} *

удовлетворяет условиям (1-15), (1.16), (1.26)—(1.28) теоремы 3-
П ри мер 1.4. Уравнение

utt + ^(t)uxx « Qi (0u + °։ (О л“ + ^0) +/(t х), (1.31) 
"X (0) = 0. b (0) = Ч\ (0) = со, Л — п. д. о. с символом <7 > =У 1 + |?!։» 
преобразованием

I _Т /
’ = J X (s)rfs, и = |1 (0 W (', х) |А (0 = X (/) exp { J 

0 а
■сводится к уравнению

«^+wxx = a(t)Aw+4(t)w -I■ (1.32)
рХа(О

или, применением х-преобразования Фурье к уравнению

w-.. = Qw+J-, Q = |r+a(/)<£> + ç(0.
|1X։ 

где

К уравнению (1.32) при з=0 применимы теоремы 2, 3. При а>0 
и некоторых дополнительных условиях для уравнения (1.32) можно 
доказать аналоги теорем 2, 3.

Замечание 1.5. Если функция p{t, х) подчинена q(Z), т. е. вы­
полнено условие

tpß<Чо Ч (t) d1 (t), (1.33)
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то теорема 2 остается справедливой и для уравнения
[д? + Д — д (/) — р(Л, х)]и=/(7, х), при малом Т. (1.34)

Замечание 1.6. Пусть функция д (7) + Ь{1) удовлетворяет ус­
ловиям теоремы 2. Для того, чтобы решение вёсовой задачи Дирих­
ле для возмущенного уравнения

“п -г Ди = [д(0 + Ь (7)] и (7, х), д (0) — оо, 7, х) £ 2, (1.35)
Лт н„и — Ф| (х), Нт и = Фа (х) (поточечная сходимость) было един- /-+о /-т-о
ственным необходимо и достаточно, чтобы

Пт 1*/..  .?<*>  „ ехр С- —*£>*  + о.
'-о |/ <7 (7)+6(7) /<7(0 + /<7(0+ 6(О (1.36)

Например, для функций д = 1 4, Ь=—7 ,3, 7 3/1п 7 условие (1.36) 
нарушено, а для функций д = 7՜4, Ь = 7՜3, 7֊3/1п։ 7 выполнено.

Замечание 1.7. Если д (7) ££։[0, 7], то для уравнения (1.1) 
корректна обычная задача Дирихле (без веса).

§ 2. Доказательство теоремы

Доказательство теоремы 1 проводится аналогично доказательству 
соответствующей теоремы из [13] (см. § 5). 

т
I случай: #(х)£ I՜] №. Так как решение и начальной задачи 

7—1

(1.13), (1.14) мы ищем в классе Ст (]0, 7*],  №"), то существует х-пре- 

образование Фурье решения и (7, £)6С"”(]0, 7*],  £։сОтр (/?")). Далее 
из (1.5), (1-6), (1.14) получаем явную формулу для решения

«(*•  *)=  £ Ч»у(6 £»)^(х). (2.1)
7-1

ГП
Если п«±и’, то эта формула имеет смысл (так как Фу (7, ?)£

7=1

£ Ст (]0, 7*],  А), то фу (7, О): Н±’' -*  Н՜“). Непосредственно прове­
ряется, что функция (2.1) удовлетворяет уравнению Ли = 0. Началь­
ные условия (1.14) следуют из операторного тождества

О(и) = О ( V (7, £>) (х)) = я (х). (2.2)
\ .'“1 /

Итак теорема существования в этом случае доказана. 
Единственность решения при фиксир ованной ф. с. р. очевидна.

т
Л случай: £ (х) £ |՜] /7՜“. Покажем, что и в этом случае ре­

шение задачи (1.13), (1.14) опять задается формулой (2.1), имеющей 
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смысл и в этом случае. Начальные условия следуют из тождества 
(2.2). Действие оператора A (t, D) в Н определяется формулой

</(/, D)u, «> --=< и, (2.3)
поэтому для любой функции в силу ?) € Ker L, имеем

=. У <<?,?. (6 D)+£>)<>?’₽/(<» D) Ф/(х),«> =
/_1 ' "о

Гт—2 t _. _
<?Г?У (/, - D) + S Ак (t, - D) д, «Р/f, - и) V > =0,

откуда следует, что Аи = 0. Для доказательства единственности за­
метим, что из предположения и (•, х), Ф(х)^// следует суще- УЧ х-ч
ствование х-преобразований Фурье этих функций и(-, ;), Ф(Е)6 
£Д 1ос(/??) и уравнение £и = 0 эквивалентно уравнению £и = 0, из 
которого следует единственность, ввиду формул (1.5), (1.6).

Доказательство замечания 1.1 Инвариантность операто­
ра О (и) относительно преобразования •? ֊> Ь и (/, *')  -*  Ь (/) и сле­

дует из формулы Оь-Т (Ьи)= О, (и), которая, в свою очередь, следует 
из свойства вронскиана В^(6<Р1,—, Ьът) = Ь'п (/) Й^(<Р1, ■ • -, ч>,п).

Преобразованием т =«>(/), #= 0 при ]0, Г] ф. с. р. ?(£, Е)

преобразуется в ф. с. р. ф(т, Е) =<р (w՜1 (-), Е). Пусть «(:, ?)=иХ 

X (w՜՛ (т), Е). Инвариатность оператора О? (v) следует из соотноше­

ния Of (u) = Oj, (v) (здесь W (ф) = det [д*՜ 1 фЛ*.  /_1).
Доказательство замечания 1.2. Так как ® и ф— ф. с. р.

л
уравнения £и = 0, то существует невырожденная матрица F (Ъ) такая, 
что ф(#, Е) — /'(E)'p(t, Е). Дифференцируя это равенство s —1 раз по 
1у получим систему dj՜1 ф4 = Fkj (Е) dj՜1 (fj, s, к, j= !,-••, т, из кото 
рой получаем явное выражение для матрицы F (;):

/ау(?)=^7?)1Г(<Р1’"’’ Ту՜1’'Рт)' т- <2-4>
Из этой формулы следует аналитичность Л՝(?) при тп>-2 и 

(Я՞)'.
При т = 1 скалярная функция /г(;) находится из соотношения

т=1ка._ *£4.,,, €1о, 7]. 
?(6-0 ч>(т, с)

Если при Е = ?0 аналитичность /7 (?) нарушается, то у (/, ;0) — 0 ДАЯ 
всех £^]0, Т], что невозможно, так как <р (#, Е) — ф. с. р..

Остальная часть замечания 1.2 слудует из формул 
и7(ф) = (ае!/:)- 1Г (ф), 

Оф (п) = (/7) О4,(м),
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§ 3. ВКБ-оценки. Доказательство теоремы 2

Применяя к уравнению (1.1) х-преобразование Фурье 
u (I, ;) = у е~‘х' u(t, х) dx, 

получим вспомогательное обыкновенное дифференциальное уравнение 
с параметром 5:

о«=7(6 а *€]о,  и, од)
<Ж?)=1Ф + д(0, |5|’=е? + -••+<? (3.2)

Пусть функция (2(0 комплекснозначна, дважды непрерывно диф­
ференцируема на ]0, Т\ и удовлетворяет следующим условиям:

<2(0 ¥>0, /С]0, П • (3.3)
существует ветвь корня класса С՛1 (]0, Т]), такая, что

. Ее/(2>0. (3.4) •
Ввведем обозначения

8.(6 7") = 2[—1 + ехр (р(6 Г))].

Мб Т) = 8, (6 Г) + ^(^•[1+Мб7)1, (З.б)

Ф?(0=3 "(Oexpf-5(6 Г)|,

_ J (3,7>
Фа (0 = 3 (f)exp{5(6 Л)-

Хорошо известна следующая (см., например, [12])
Лемма 3.1. В условиях (3.3)—(3.4) и

р(0, ()<«>, Р(6 Т)<^, #£]0, Т[, (3.8)
уравнение ф*  (() = (2 (/) ф имеет решения ф.,г(() такие, что при 
(£]0, Т՝]» /—1, 2 справедливы ВКБ-оценки՛.

Ф/0
Ф>(0 ‘ 1 <3,(6 Г 8,2),

У(2Ф/(0
(-1/ < за (6 ГЗЛ), (3.9)

здесь 8,4 — символ Кронеккера.
Замечание 3.1. Функции ф.д (/), существование которых ут­

верждается в лемме 3.1, линейно независимы, если
֊։-(о!<то. (€10, Г], • . (3.10)
4Q - • |

где постоянная т0 определяется формулой (1.17) с заменой q(t) на 
QW-
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Условия (3.8) леммы 3.1 можно огрубить, потребовав выполнения 
условия (1.16), так как р (0, 0-^ро» р(Л Г) < ро-

Итак, в условиях (1.15) —(1.17) к уравнению

q tt)]«ptt, О = о (3.11)
можно применить лемму 3.1, из которой следует существование ф. с. р. 
{?։• Фа) уравнения (3.11) такой, что имеют место оценки

|?/tt. о 
|ф7и(6 о

(-1)' Г8Л),/=1,2;

(3.12)
здесь в отличие от (3.7), мы используем регуляризованные ВКБ-ре- 
шения уравнения (3.11):

т. ___ ‘ ______________
"Fi0. ։ tt» 0 = Q (*>  0 ехР | ± J V q (s) ds ± J [У q (s) — VQ(s, 5՜)] .

t и
(3.13)

Общее решение уравнения (3.1) можно записать в виде

в tt, 0 - С։ (0 Ф. (6 0 + С։ (?)?»(«, ?) + >(/, ?), (3.14)

! тИ(6 0= ----- 7 I 4,1 ( ։ра^(х’ 0^+фа (6 0|?i/tt,0 <^|.
W («fa, Ф1) L J J J

(3.15)
Из условия (1.18) следует, что

lim р0(Оф?(7, 0 = 1» lim pott) q>°(f, «) = 0 (3.16՝
/-+0 /ч-О

и (ввиду (3.12))
lim Ро (O’Pitt» 0®1» lim Ро (0 Фа tt. 0=0. (3.17)
t-о t—+o ՝ '

Поэтому при условии

/tt,x)g (f)€C([O, Т\, Н3), IF(<p։, ®а) = 1 (3.18)

подставляя (3.14) в краевые условия (1.23), (1.24) формально полу­
чим соотношения

Jim Ио (0 и (t, 0 = С։ (0 = Ф1 (0» 

т
и (Г, ?) = pl (О ֊ J Фа/ (т,;) j <pt (т, е) + сз (0 Та (т, 0 = Ф։(5), 

из ^которых находим функции (Л,-а (5). Подставив полученные форму­
лы в (3.14) и дифференцируя к раз по /, получим (^=0, 1, 2)

л * Г Г
дЧи = 4- дУ+ ֊ ’։т-’л- R» + (Т’ об |'«?а/^֊Ф։) 1, (3.19)

Фа ( 7, «) I V /о и
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где, ввиду (3.15)
I г

у. = 1 т I ’п &5) (т> г) d՜՝+Е) Гd՜ 1 ’ <з-2о>~ (фа. Я»։) L J J . J. • о t

Vu = Q(t. 5) И+ /(6 5).
Перейдем к получению коэрцитивных оценок.
Обозначив

< Е > = 1/1 + Щ , >.о (т, f)=exp 
V Яо

ввиду (1.15), получаем

t

| Kg(s)rfs

max {?о<с>а, <7(ОК 0(6 «)<?(/)<! >’.
■*  _2_ Д. _ L

* 4*я функций / (х), / (х) на пространстве X мы пишем, следуя И. М. Виногра­
дову, / если существует постоянная С>0 такая, что |/ (х)| < С (х, для всех

'2 4 2 ~ 4
Q (t,l)<q (0<?>% fc = 0, 1, 2.

(3.21)

(3.22)

(3.23)
Из ВКБ-юценок (3.12) получаем при 4 = 0, 1, 2

k 1 
к 2 4| *

<#?, (6 ?) « Q2 <р?< ——-exp ( Г(/д ֊ /О) ds\ « . <3.24)
d(t) и J МОо

Далее при f<C't<C Т, 4 = 0, 1, 2 имеем о.ценки 
*

ъ 0 дЧ ш, (6 5) «, (3.25)
yQ(O

а при 0 < " <f t — оценки _ 2_
5)<frp,(6 Я՝ ՝■ (3.26ч

у </(т) '
Далее из .(3.12) имеем ?) = ipj (Г, Е), поэтому

к 1 к__ i_ ’ t
« Q4 (r.H)Q2 4 (6 Qexp Г /0(7) ds« d (t)X

?։ ( ^ 0 Jr* _ 1
X <E >*  я * • (3.27)

Из оценок (3.22)—(3.27) и представления (3.19) получаем при7£]0, Г] 
оценки (4 = 0, 1, 2)

Ил (О $ и « |ф,| • < 5 > « + d1 (0 < $ >‘ |Ф,1 +
(3.28)

+ d (t) Str I/ (t, 5)1 • q (f) + d (t) < 5 >« С-1//"’ s)l dr, 
J /g(x) 
V

из которых применением формулы Планшереля получаем априорные 
оценки
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н! (О [<?? «£-.« р։։’ + </•(/) |Ф^-.+< +

+ </*(*)  Г + ЗГ73«1/(Л х£?՛
Р 1 9 (с) ^’(0

(3.29)«

из которых следует оценка (1.25} и утверждение единственности ре­
шения.

Докажем существование решения задачи (1.1)> (1.23), (1.24). Ив- 
формулы (3.19), применяя обратное преобразование Фурье, получаем 
формальную формулу для решения искомой задачи:

И(/, 5) + Ф| (5)<Р| (*»  ’) Ь
(3.30)- 

т
+ -։’;(';֊)1|ф։(<-) + т.<7-, ։>(' 1՛?,/(՛. |рг-

чЛТ, 5)1 '11 .

и (/, х) = —֊: I е1х-1
(2«)Л3 I

Если Ф1,2^Со*  (Я՞), /(Л х) д (/)£ С([0, Г], Со), то ата формула 
имеет смысл и является решением задачи £(1.1), (1.23), (1.24). Дейст­
вительно, в силу теоремы Пэли—Винера, интегралы в (3.30) сходятся,, 
уравнение (1.1) проверяется {непосредственной подстановкой, а про­
верка начальных условий следует из формулы Планшереля и теоре­
мы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла. Например,

Иш Ц|10 и — Ф|||2= 11т4но и — Ф1Г = 0.

Если же Ф^Н3, Ф2£Н , /9 £ С([0, Г], Н3), то приближая
эти функции Со (Л")-функциями, существование решения искомой за­
дачи получаем предельным переходом в оценке (1.25).

§ 4. Доказательство теоремы 3

Асимптотическое поведение ф. с. р. уравнения

о« = <9(0 4- |;|։) и(6 2) (4.1)-
при больших / описывается следующей леммой (см. [14], с. 450)։

Лемма 4.1. Пусть в уравнении (4.1) |;| > 0 и д({)— вещест­
венная непрерывная функция, определенная при больших t и удов­
летворяющая ус ловию

М< °° (4.2>-
т 

для некоторого 7’> 0. Тогда уравнение (4.1) имеет решения ии(/),. 
Н| (0 такие, что равномерно по |Ц
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lim (u0—ехр.(—#|?|))= lim [u,j (О + |?|exp (— t|s|)] = 0,
(43) 

lim («i —exp (f |?!)]= lim [i4(f)—|։|exp(f|ç|)]==O.

Отметим, что условие (4.2) леммы 4.1 можно ослабить (см. [14]).
В условиях теоремы 3, общее решение уравнения (4.1) (расту­

щее при ; —* оо не быстрее полинома) запишется в виде

I CiOO'HM). *>Т,
где

lim[4-2exp(-f|?|)] = lim['b + 2|?| ехр (- ПЛ)] = О, (4.5)/-♦•о /-*֊оо
а ф։ (/, ?), ?) удовлетворяют оценкам (3.12). Так как решение

и (t, ?) должно быть дважды непрерывно дифференцируемым по t, то 
получаем ֊следующие условия склейки при t = Т:

ct (?) ф. ( т, ?) - С3 (?) <р։ ( Т, ?) = Сз (?) И Т, ?),

С, (?) ( Т, ?) - С2 (?) фit ( Т, ?) = С3 (?) Фг ( Т, ?), (4.6)

с, (?)«?,« (Г, ?)- Са (?)фа</ (Г, ?) = С։ (?)<]>« (Г, ?).

В силу того, что функции ф, ф։, ф։ удовлетворяют уравнению (4.1) и 
чу(Г)^>0, третье из соотношений (4.6) вытекает из первого. Из пер­
вых двух соотношений (4.6) получаем

с, (у _ -*-Т'  С,= С, (У. С,(У = JEIbrlsî. с,(Е).
фф2/ — ']»< Фа (Ф, фа) № (ф, ф։)

(4.7)
Итак, общее решение уравнения (4.1) (С։ (?) мы . заменили на 

<!>,(?)) имеет вид

[ у----- *•<*■  т.>

Sу, 1^(Ф, «Ра)

(4.8)

Перейдем к получению априорных оценок. Оценим вронскиан
(Ф> «Ра) снизу при больших |?|. Выбрав Т достаточно большим, из 

(4.5) имеем
ф(Л?) >ехр(-П?|), -Mf, ?)>|;|ехр(-Н?|), ^[Г, со[. (4.9)
Далее из (3.12)

“ т - J т?з(Г,?)-фИЛ?)>д (Л<^> 2ехр( (4.10)
՝J к ç -H Q/. ' о

-----—— 1 > ( Т ?) (411) ^ЛТ^У^Т,Ц ' 4Q3/a(^^- (4.11)
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Из условия (1.28) следует при |;| > I <7о оценка

поэтому
1Г(ф, Фа)|г-т> «5 (Г, В) е-Г151 /ОЙЛ)' ֊ ( Т, 0 + 1<|

(4.12):

Докажем оценку
I НПФ. «Р։)1 > с> 0, пр» |;| < т, (4.13)՛

где т( — достаточно большая постоянная. При фиксированном ? = 
вронскиан 1Р(ф, ։։)т0, иначе существовало бы Ъ такое, что՛ 
ф (/, ?о) = 6 (?о) Фа (^ М> а эт0 означало бы существование решения 
Ф (6 £)» равного + 0 при / = 4՜ 0 и I = 4՜ <*>  (ф-*0  при ( —► оо ц 
<ра—*4-0  при /-»֊ 0) и поэтому имеющего локальный положительный 
максимум, <что ввиду условия (2(0=Ф«/Ф > 0 невозможно. Тогда 
|^(Ф> Фа)! 0 и в некоторой окрестности ;0, Неравенство | 1Р(ф, <р։)| >>с 
можно ՛ распространить на весь '’компакт Л?| -С1» покрыв его малыми: 
окрестностями, в каждом из которых справедливо это неравенство.

Объединив (4.12) и (4.13), мы получаем
1^(ф,<р։)|>с Г<6>՜- (4.14>,

Аналогично неравенству (4.12) доказываются оценки: 
г

|^(ф,<р,)|,.7«/<?>ехр{ ( (Р Г|5|1» (4.15Х

• о

I (?!»?։)!/- т ՝< ” (4.'6>‘

учетом.՛Дифференцируя решение (4.8) к раз по I, получаем, с 
(4 5), (4.14)—(4.17), (3.24) при & = 0, 1, 2, оценки

*̂и<< и

-1
|ф(01<е> ’ехР(-не|), 1>т.

М*)

(4.18>
Выбрасывая фигурирующие здесь экспоненты,, получаем:
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«2(0\дк, и (/, «)|։ '< |ф(5)1 <*> ’>*€  ]0, »[, (4.19)
откуда и следует оценка (1.30) (интегрированием по ; и применением 
формулы Планшереля).

Окончание доказательства теоремы 3 мы опускаем, так как оно 
аналогично доказательству теоремы 2.

Замечание 4.1. Полученные нами оценки (1.30) грубее обыч­
ных коэрцитивных оценок для эллиптических операторов (в нашей 
оценке (1.30) есть потеря гладкости ֊ по сравнению с обычными 

оценками для классической задачи Дирихле в полупространстве).
Чтобы получить более тонкие оценки, чем (1.30) необходимо за­

менить условие (1.28) более жестким условием

1/?“- Г > с?, г6]0, Г], 0>1. (4.20)-
К 2 Л и <?(*)  о

Тогда из (4.18) получаем при /£]0, оо[, к = 0, 1, 2 оценки

о*  (0^* м « |Ф(0 1<5>“|ехр^---- — 4-ехр(—г|с|)^ , (4.21),

из которых, ввиду формулы

Г « ։ з- .< Г (а) 

о 
получаем

Г4(О|д?и|։Л<|Ф(|)|’<6> ”, (4.22)-

и 
или, интегрированием по ։ и применением формулы Планшереля, по­
лучаем обещанную более тонкую, чем (1.30) оценку

£ I 4 (*)!<#<•£  1 Л«ГФ& (4.23)
,’։+57 о

Доказательство замечания 1.5. Заменив в оценках (1.25 
/(Л х) на /(/, х) + р(£, х)и(/, х) получаем оценку

. Т ।
Е (о и£-«« |ф1£+цф,|’+ , + [л +
*֊° ’ Л } ч с-)

+ эир [ з + 1р«5д- 1^1*

из которой, в условии (1.33), применением леммы Гро нуолла получаем 
оценку (1.25) для уравнения (1.34). ла։-՞1՜*՜'  *՜*֊  .
2-։,, ՛ -
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Теорема единственности для уравнения (1.34) следует из неравен­
ства (1.25), а теорему существования мы докажем методом последо­
вательных приближений:

и х) = £ ип, ии =ши> 
н-0

[<?? + А — <7 (<)] юо = / (6 *)»
Д— <?(/)] ш„ = рш„-1+/(6 х),

.-здесь вспомогательные функции
— шп-г Л = 1> 2’"

удовлетворяют уравнениям
[с*?  4- Д — <7 (01 “л = рил-1

•с нулевыми данными Дирихле (1.23), (1.24).
Из оценок (3.29) при ф։=Фа = 0 имеем

2 I/ ’’аМ-«
Л-0 9з;2

г , 
3 1' (<7 (О о

(4.24)

.а при к = 0 имеем (интегрированием (3.29) при к = 0):

Г Г Г 1/(0 х)Р 1
Ь«о!’^<сГ ||ФХ։ + |Ф^Ч- П7-֊-Л • (4.25)а I. .1 г »и ]

Далее, ввиду (1.33)

ЧоУ Ч .) Уч (Оо 
г . т

< с՞՜’ до՞՜1 Тп -2 у аг < спчпо Г՜1 |՛ Цо£ с1г, (4.26)

о о
1 -я при 1 < ---- сходимость ряда и= У ип следует из оценок

сЧо и

„ . Т

Е е [|Ф,е+|Ф,й+
Л=о *—0 [ I у п (ц) I

х Ё (сЧнТ)". (4.27)
/1—0

Доказательство замечания 1.6-. Если функция д(04"^(/) 
удовлетворяет условиям теоремы 2, то общее решение уравнения 
(1.35) имеет вид осциллирующего интеграла (см. формулу (3.30)):
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u(t, х) = —^- | eui Ф, (?)<?, (t, 5)+(Ф։(«) —
(2«)я J

- (Г, ;) Ф, (?)) ^֊֊ I (4.28)-
(т, oj

где функции ч>|, ?а удовлетворяют оценкам (3.12) с заменой q (') на 
9(0 + 6(/). Обозначив

i t
Р4 (0 = (<7 + Ь) expj | Г9+6 (-)«/-|> (4.29}՝

. т
имеем (см. (3.17)):

Пт р*  = 1> lim|Aj։s = 0, (4.30)՝
t-o t-o

откуда применением теоремы Лебега о предельном переходе под зна­
ком интеграла, получаем начальное условие

Нт (p#(f) u(t, х))=Ф, (х). (4.31)-z-o
Если произвольная функция p(t) такова, что существует предел

Р (О пп------ > то имеет смысл начальное условие
-° МО

11m |р(0 и (t, х)} = Ф։(х), (4.32)-
t+0

причем для единственности решения задачи (1.1), (4.32), т. е. для 
того, чтобы

из lim ри—0 следовало Ф(х) = 0 (4.33)-
(-0

необходимо и достаточно, чтобы

lim-!^-+0. (4.34).
'-»МО

Действительно, это утверждение следует из соотношения

0 = lim pu = (lim рг>и) (11m — ) = Ф (х) lim — • 
z-o t~o \t-o \ib /

В частности, если в качестве р(/) выбрать весовую функцию
I г‘ _

Ро = 9 (Оехр 1 }z<7(s)</s невозмущенного уравнения utt ±^u = q (t) и, 
т

то условие (4.34) принимает вид (1.36).
В качестве примера, иллюстрирующего теорему 2, приведем ре­

шение краевой задачи

м« + ихх = Ч (0 и» 0 < Z < Т, 0<х<^/, д(Э)=эо, (4.35 )
и(0,- /) = u(it, t) = 0 (4.36)

Ио ° <Т> =^а х [°’ Zb
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| /

МО — q (О ехР | V я (о ds- 
’ г

Методом разделения перемннных находим решение

и (t, х)= J [at t»A (t) + bk wk (01 sin kx
*-i

краевой задачи (4.35), (4.36). Здесь vk, wA(/) —линейно независимые 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений

Vя (0 4֊ qk v (О = 0, qk (0 s Я (О + .
В условиях ВКБ-леммы (см. [14], с. 450):

_ 1 _ 1 т

<7(0>0, q(f)£ С1 [0, Г], q (я П՛ J V Я («) ds=<*>,
о

имеем 
t

®*(0=[l+ ei (0]<?Г^хр j yrqk(s)ds, 11m «ДО«О, / = 1. 2, 

т
Г ____ г

Wk U)=[l+ea(f)]<7* exp J У qk (s) ds + j (V Я — Vqk) ds j> • 

t и

.Нетрудно показать, что при фиксированных к
limHv.=0, lim (w. -j*) = l. 
«-о t-o

Выбирая решения '_vk, wk так, чтобы vk ( Т) = 1, wk ( Т) =0, из началь­
ных условий

найдем обычным способом коэффициенты ак, Ьк,՝ Отметим, что ввиду 
«^(0) = °° решение п (7, х) при /->0 будет неограниченным.

•Институт математики
АН Армянское ССР Поступила 19.XII.1985

%. Ռ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Կոշու կշոայիՅ և Դիրիխլեի խնդիրների մասին եզրին եզակիություն ու­
՛նեցող մասնակի ածանցյալներով հավասարումների համար (ամփոփում)

Վերնագրոսէ նշված հավասարումների համար կշռային Կոշոլ տվյալներով խնդրի համար ա- 
ոյացուցվում են Կոշի-Կովալևսկայայի տիպի թեորեւէներւ

էլիպտական հավասարման համար ապացուցվում է կշռային Դիրիխլեի խնդրի միարժեք լու- 
ծելիությունը և կոէռցիտիվ դեահատականներըւ լ

G . R. OGANESIAN. Weighted Cauchy and Dirichlet probems for. the 
singular differential equations (summary)

In tbe paper versions of Cauchy—Kovalevskaya theorem for weighted initial 
-value problems are proved.
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For elliptic equation ult 4- Au - q (t) u, q (-[- 0)= oo in the domain 0 t < T, 

jcQR" the correctness of Dirichlet problem lim {p. (f) и (t, x)) = Ф։ (x), u(T, x) = 
(-0

I

Ф _. (x), H q1'4 (t) exp | f^q (s) dt is proved.
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