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Введение0.1. М. М. Джрбашян для произвольного ограниченного континуума А со связным дополнением и произвольного параметра з(0ввел систему рациональных функций {Л/* ч(г)}о (см. [1—Заданная система обобщает систему полиномов Фабера в том смысле, что полюсы функций вместо бесконечности расположены назаданной последовательности [««*)",  лежащей в смежной с К компоненте С(-) оз, и если, в частности, все точки ш*(Л  = О, 1, —) сосредоточены в бесконечности, то указанная система обращается в систему полиномов Фабера.Функции (г) (п =0, 1,-• ■; 0-С«-С1) определяются следующим образом.Рассматривается ортонормированная на окружности |ш| = 1 система рациональных функций Такенака—Мальмквиста]То («)=(1-№)։/։/(1֊^ю).՞ 1 ай — w |а*|П —— — (« = 2,3,-. (I- N8)1*1 — a„ Wгде ։*  = 1 /Ф(«>*)  (к = 0, !,-••), ш = Ф(г)—функция, конформно отображающая б*՜ ’ на область и удовлетворяющая условиям нормировки ф(со)=оо, Ф'(со)>0. Тогда функция есть суммаглавных частей и постоянных слагаемых в лорановском разложении функции [Ф (г)] |Ф' (г)]*  в окрестности точек [«*};}.В работах [1 — 3] исследованы вопросы разложения аналитических функций в ряд по системе (Л/* 5'(*)  )о°° в том случае, когда К есть замыкание односвязной жордановой области со спрямляемой границей Г и [Ф'(С)]4-1/2^£։(Г).Дано интегральное представление ։ÇG<+>, 2« i J հ — z 4ги определена система функций (zr)}”/#>(_-)= [Ф'(г)]՛՜' [Ф(х)Г։ ^քՓ՜1^)], z£G(+>, которая биортогональна с (z))o° в следующем смысле: Д-724
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("М'|(0М)'։(С)Л = 1°> *’ (к, у-о. ։.•■•)՛•
3 1։, к-1,Введены довольно общие классы Кг'} (С(+)), голоморфных в С(+! функций, представимых в виде интеграла типа Коши

/(,) = ֊!_ х€С(+>, (я(9[Ф'(!;)]։'2^ ^£։(Г))„2՜ ։ 3 ՝, — 2 
ги доказано, что если

у (1 - М) = у (1 - |Ф (ш4)Г։) = 4-00, 
Л-0 *-ото функция /(г) £ ^,(^(+>) допускает абсолютно и равномерно сходящееся внутри области Сн} разложение
/ (г) = Ё ск М? (г) ( у К|*<  4- со) , (0.1),

*֊•0 X*-о  /
где

сл = сд(^) = [* ?С) Л1։)(С) Л(Л = 0, гВ работах [1—3] подробно исследован также случай, когда
у (1 ֊ |<х*1 ) = У (1 - |Ф Ь) )-։) < 4- со. (0.2)’
А-0 »-ОПри условии (0.2) установлено следующее представление ядра Коши:.

У (г) /??’ (С)4-

, [Ф'(С)]1՜*  С Д]ф(ч)1[ф'«՛ 2^ В [Ф (С)] з (т< - г) [Ф (’,) —Ф (т։)] 
Гдля г£С( + ), б(_) и почти всех х£Г(В(«д)—произведение Бляшке- для круга |«у| < 1 с последовательностью нулей {яА|~). Это привело к эффективному определению разности между функцией /(г^Л-г’ X (С ‘ ) и ее разложением в ряд по системе (г)|”. Отсюда, в качестве непосредственного следствия, была выявлена полная характеристика и структурное представление класса (С(+)) функций,, при условии (0.2) допускающих разложение в абсолютно и равномерно сходящийся ряд вида (0.1). В [1—3] доказано, что (С(+)), совпадает с классом функций, аналитических в отдельности в каждой из областей (7^+), С<-)\ {ш*)о՜  и являющихся в известном смысле „аналитическими продолжениями“ друг друга через общую границу Г э- тих областей; установлено совпадение этих классов с классом функций, представимых внутри этих областей абсолютно и равномерно- сходящимся рядом вида (0.1).



О замыкании функций 587Исследованию вопросов разложения аналитических функций в ряды по системам рациональных функций Фабера—Джрбашяна [АЛ" («))“ посвящен ряд работ других авторов (см. [4—9] и [10], гл. VH1).Отметим, что в работе Г. Ц. Тумаркина [4], посвященной вопросам разложений в ряды по сисиеме (ж)]о , анонсирована также теорема 12, в которой утверждается следующее. Если область С/+) такова, что интеграл типа Коши каждой функции из L2 (Г) принадлежит классу Ег, то для функции f (г), представимой таким интегралом, разложение по системе 1Л4'Л,(г)1о сходится к нему по метрике А. (Г).0.2. В работах автора [11, 12] были установлены критерии базис- ности систем простейших рациональных дробей в их замыканиях в /<;[А1 (Кр< + со, —1<^ш<р—1, ДсС—угловая область с вершиной в нуле). В работе Ш. А. Григорян [13] были установлены критерии базисности в своих замыканиях некоторых неполных в //£[△] (1 < 4֊ со) систем рациональных функций—аналогов введенных вработе М. М. Джрбашяна [14] систем рациональных функций (*)1Г Выяснилось, что отмеченные системы не могут быть базисами пространства //^[Д], более того, их неполнота в Нр [Д] недостаточна для базисности.Естественно возникает задача построения базисных в Н"р [Д] систем рациональных функций.Пусть [ÄjtJi сС\А—произвольная последовательность. В настоящей работе строятся системы рациональных функций (/?fc(z)}“, полюсы которых расположены на последовательности ().*} “. Это аналоги- систем Фабера--Джрбашяна [Af* J> (z)JJ".Приведен'критерий полноты систем {/?*(z)}i°  вя;[д] (i<p< + ~ 
— 1<ш<^р— 1), в случае неполноты дана полная внутренняя характеристика их за мыканий и выявлены структурные свойства принадле жащих этим замыканиям функций. Установлено, что системы [/?*  (z)]~ являются базисами (при р = 2—базисами Рисса) в своих замыканиях в Ншр[А] как в случае их полноты в /ГДД], так и в случае неполноты.§ 1. Обозначения и предварительные сведения1.1. (а) Для значений р £ (1/2, 4֊ оо), 9£R = (—оо, -j- оо) обозначим через Д = До(р) = [z=/=0:|Argz— в| < ir/(2p)|, (1.1) л* =д,. (р*)  (1/р + 1/р*  = 2, 9*= е -1֊ к),взаимно-дополнительные угловые области (Д*  = С\Д), пусть дД (или, <?Д*>  — их общая граница, пробегаемая в направлении положительного • обхода Д (или Л*  соответственно). Биссектрису области Д, с выбранным на ней на правлокеы Есзрастания |з|=т, сбозначим через 7о:
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588 В. М. Мартиросян1։ = Д։(4-ос») = {х=ге'։:г>0). (1.2)(б) Всюду в данной работе полагаем (разумеется, если особо не оговорено противное), что р и ш—вещественные параметры, удовлетворяющие условиям 1 < р < 4֊ со, — 1 < «» < р — 1, (1.3)а параметры <? и ш определяются из равенств1/р+ 1/9 = 1, ««> = (1 — ч)ш- (1.4)Обозначим через £р[дД] (=класс измеримых на функций с конечной нормой
В/; <*4. » = В/; <4.«.={ У КГ' • П-5>

*Еслн ГСС—одномерное множество, то запись „С С Г п. в.“ означает почти, 
всюду на Г по линехноб мере Лебега.

адАналогично определяются классы £р [R], Ер [70], Е“р [Я+] и нормы В «, > Г; -Мр. и, В „, где я+ = (о, + оо).Эти же обозначения будем применять для соответсвующих банаховых пространств.Наконец, обозначим через Лр[Д] класс голоморфных в Д функций, имеющих конечную норму
+ - 1/рВ/։ ДЬ. «.= ®исР ] У 1/(ге‘т)Р’ г“ • (1.6)оОтметим, что функции из классов //“ [Д] (— 1 < <о < 1) впервые рассматривались М. М. Джрбашяном [15 —17]; в его совместной с А. Е. Аветисяном работе [18] были установлены параметрические представления этих классов (см. также [17], гл. VII).1.2. Классы //р[Д] являются естественными обобщениями известных классов Нр в полуплоскости и обладают многими аналогичными свойствами. В частности, имеет место следующее предложение (см. [17], теорему 7.5, и [13, 12]).Теорема А. Если /£//р[Д], то справедливы устверж дения՝..Г. Существуют некасательные граничные значения /(^), С

п. в.*,  причем / (С) £ Ер [<7Д ] и
+ Г '(։±2^Нт |/ (ге‘ )—/(ге ' > г" <1г = 0.

чр-»»/(2р) 3 
о2’. Имеет место интегральная формула1 Г2тт I 3 С — г 0,*£Д*.  ՝. “



О замыкании функций 5893°. Для любого значения То (О <С ?о < ~/2?))тах [|/(ге,р)|] = о (г-(։+«>։/р։ при г-*֊  -|- О, г -֊*  4֊ со. 
!♦֊ Ч

* Всюду в данной работе выбираются главные ветви рассматриваемых многоз
начных функций.

Справедливы также следующие утверждения (см. [13, 12]).Лемма А. Если {^Нр[б\ и g^Hq\Ь],mo у/(С)я(С)л=о. адЛемма Б. Нр |Д] с нормой |-; дДЦ^ ш является замкнутым 
подпространством банахова пространства Е“Р [<?△], причем

т՝1р№ <Ч,.’ ¥/ен;[д].Таким образом, Нр [△] отождествляется с определенным подпространством из Ар[<?Д], а именно, с подпространством граничных՜ функций представителей класса /7р[Д]. Более того, нормы Ц- ; 1?Д|| и [•; Д||р ш порождают в Нр [Д] одну и ту же топологию. Под сходимостью в 7Ур[Д] мы будем подразумевать сходимость в этой тополо
гии. Лемма 1.1. Если то справедлива оценка|/(г)| < »/; <Н. ™ И"։։+",л’ |соз [Р(<₽ ֊ в)]}՜’*,  (1.7>
где г Д, <р = Аг?г (<р — &| < п/(2р)).Доказательство. Полагая / (г) ф 0, рассмотрим голоморфную в полуплоскости Д (1) = (ш : Ее ш 0] функцию*Г(ш) = р->/р цеи ц,։/р) ш(1+">-г)/(РР).Легко проверить, что Г£Нр[Ь (1)] и [I/7; дб (1)|р 0=Ц/; дД0р> _ . Поэтому, если В (из)—сходящееся произведение Бляшке нулей функции Г, то функция б — {Р/В}р'2 принадлежит 77з [Д(1)] и Цб; <?Д (1)|]2. о = ЦТ7; ^△(1)|р֊о։ Представим функцию б в виде интеграла Коши по ее граничным значениям (см. теорему А) и воспользуемся неравенством Коши—Буняковского; будем иметь

1/։ ч«> т/2

юм < —) [ ((՛ |2« I □ I и 1ф-«1Чи вычислив последний интеграл, получим|б(ш)] < (4к)~’/2|б; дб (1)Ва, 0 |ш|-1 2 (соз(аг2 ш)-! 2.Отсюда последовательно возвращаясь к'функции / и переменной г=е/в иР/р, придем к оценке (1.7).



590 В. М. МартиросянСледствие 1.1. Если последовательность [/п}Г функций 
из Нр[Д] сходится в этом пространстве к функции /, то она 
сходится к / также равномерно на любом компакте Кс&.Имеет место также следующая теорема (см. [19], стр. 176, и [13, 12]).Теорема Б. Если [«М] и1 Г ^д,2к I } г, — г 1/~ (г), г £ Д*  

вь

История вопроса о системе {Ф* (։»))] подробно изложена в работе [20].

то справедливы утверждения:
г.2°. Имеют место оценкиГ 5 <?Д|Л А И; <4. «• • »/’’• <4. » < А V» д\. « -

константа А £ К+ зависит только от р и и>.3°' Выполняется равенство

п. в.1.3 Известно, что система рациональных функций [Ф(а>)|(1  С <х< + со): **
ф* («) = 1/^—-— П ' *6՜« (1-8)

у тс Уортонормальиа на вещественной оси:
+« . 'У Ф/(х) Фт (х) бх—ь/т (у, т^ 1, х), (1.9)-  ООгде {нл}] (1т 0)—произвольная последовательность комплексныхчисел из полуплоскости 1т ад > 0*.  .Здесь Зут—символ Кронекера, а запись х при х<^4-со означает, что к = 1, • • •, х, а при х = + со —что к = 1, 2, • • •.В той же работе [21] было установлено следующее важное для наших целей представление ядра Коши.Теорема В. Для любых значений ш и г- и для любого п£1, х

„-77.1֊—. = £ флй ф. м + ^У• а-։»)2гсг(С —ад) л-| 2кг (ч —ад)
/ п __ \I Вп (ш) = |-| (ш — [1л)/(ш —И*)  I • \ *-! • /1.4 . Пусть X—банахово, а X  — его сопряженное пространство. Системы и {х| ” сХ^ называются биортонормированными,**если х*(х т) =3„т (л, Ш = 1, 2, ֊ • ■ ). ‘



О замыкании функций 591Система {х4}“ С-Х называется базисом пространства X, если каждый влемент х £ X разлагается единственным образом в ряд 00
х = £ скх» 

4-1сходящийся по норме пространства X.Теорема Г. ([22]). Для того, чтобы система была ба
зисом пространства X, необходимо и достаточно выполнение сле
дующих трех условий: а) {хд}*  полна в X; б) (х*]*  имеет биор- 
тонормированную с ней систему {х^”; в) существует константа С>0 такая, что для любого х^Х, и х‘к(х) хк <С|х| (п =1, 2,- • •).Базис !х։)]° гильбертова пространства Н называется базисом Рисса, если существует ограниченный обратимый ленейный оператор 
А : Н — Н, переводящий 1x^,1" в ортонормированный базис пространства Н. Следующее утверждение содержится в общей теореме Н. К. Бари [23, 24] (см. также [25], стр.,374—375).Теорема Д. Следующие утверждения эквивалентны:1°. [х4'“- -базис Рисса гильбертова пространства Н.2°. Система {л*} “ полна в Н и существуют константы Си Сз(>0) такие, что для любого натурального п и для любых ком
плексных чисел •[!, • • -, 

* ։ » п Ил ‘2 л
С1 Ё 1т*1 2 < Ё 1*  Хк < с2 Ё |т*| 8. 

1 »֊-1§ 2. Системы рациональных функций, порожденные угловыми областями2.1 (а) Пусть Л = {).]  (1 <х< 4֊ со) — произвольная конечная или бесконечная последовательность комплексных чисел из угловой области Д = До (р) (1/2 < р < -|- ос, б £ R).**
Конформное отображение ш = »(г) области Д на нижную полуплоскость: ш=ф(г) = — г (е г)Р, х£Д, (2.1}

— *переводит последовательность |).*}^  в {р,|*  (1т р-д<^0), причемЛ С(2.2)(Запись к^ 1, х при х < ос означает & = !,•••, х, а при х = 4- со — -Л = 1, 2, - ).С последовательностью {|\}' ассоциируем систему рациональных функций (Ф»(ш)}*,  ортонормальную на R (см. (1.8) —(1.9)):
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592 В. М. МартиросянФ4 (w) = 1 / lm !>*____1____П ^֊^-֊ ’ к (2.3)
' т. ®֊1\ У», w-!»yJ Ф; (х)”фт (х) rfx = 8/m (j, m 6 1, x). (2.4)• - OBДалее, положимv = (p — ш — I)/p (!</>< + со, —l<w<p — 1) (2.5)и рассмотрим систему функций {Gk(z)}[, гдеСл(г)=Ф»(?(х))(е֊'։х)’, к£~*. (2.6)Очевидно, что функция Gt(z) мероморфна в А и !>֊/}*  —последовательность ее полюсов из А, с учетом кратностей. Обозначим через 

Rk(z) сумму главных частей лорановских разложений функции G*.(z)  в окрестностях всех ее отличных друг от друга полюсов [)•/}?.Таким образом, 7?*(z) —это рациональная функция с полюсами, лежащими во всех отличных друг от друга точках z = области А, причем с теми же главными частями, что и у функции G*  (z).По аналогии с предложенной в работах [1—3] терминологии, назовем систему рациональных функций (/?»(z)*  системой функций, 
порожденной угловой областью А*  и последовательностью чисел- {V/JCA.Заметим, что функции /?*( z)(ä: = 1, 2,•••) определяются посредством приема, аналогичного тому, который был применен при опре, делении функций Фабера—Джрбашяна Л/»’1 (z) (см. Введение).Отметим, что когда 9 = — "/2, ?=1и ш = 0, область Д = Дв(р) есть нижняя полуплоскость Imz<;0, последовательность [>•*}?  совпадает с последовательностью ’* = 0. Поэтому, как лекго видеть>в этом случае 7?» (z) = Ф* (z), k^l, х.(б) Заметим, что функция Rt (z) голоморфна в замкнутой угловой области А  и при z —» со имеет порядок О (z| ) равномерно по Arge, поэтому * {адс/^[л*]. (2.7)Лемма 2.1. При всех х^(г) = — ГФ.*<? (’))(«~Л 2£Д* (2.8)2« ։ J С — z

di.’Доказательство. Очевидно, что функция G*(z) — /?t (z) голоморфна в А, причем в силу (2.3), (2.1) и (2.6) она имеет порядок О(|гГ~’) + О(|г|-1), при z —zo, и порядок О(|z|’) 4֊ О(1), при z-*0,  равномерно по Argz. ПоэтомуGt֊/?*6^M-  (2-9)



О замыкании функций 593Отсюда и из (2.7), в силу теоремы А, для всех z £ Дв будем иметь
2« I J С — z 2“ i J ■, — z

дк*  о Д*Из этих тождеств ввиду (2.6) получаем утверждение леммы.(в) Рассмотрим теперь систему функций {xJj,  голоморфных в Д:*А (г) = Ф*  (<?(?)) ?'(*)  (е՜***)՜ ’, Л£1, * (2.10)(полагаем Ф*  (ш) — Ф*  (ш)). Ввиду (2.1) и (2.3) функция Z,(z) имеет порядок O(!z|՜՝-1), при z — оо, и порядок O(|z|₽՜’՜1), при z ֊> 0, равномерно по Argz, и поэтому{X*)' c#7 (AJ (1/р 4-1/? = 1, “ = (1 ֊9) <“)• (2.11)Лемма 2.2 Системы {£*]J  u {Z4)J биортогональны в следую
щем смысле: f R] (С) хт (С) Л = ZJm (j, т 6 ITT). (2.12)

ад*Доказательство. По лемме А из (2.9) и (2.11) следуют равенства f !Gy(Q-/?/(O}x„.G)<Ä=o,
ад*а ввиду (2.6), (2.10) и- (2.4) имеемJ Gj (Q xm (Q л = J Ф/ (я» (Q) ф; (<р (О) т' (С) Л = ал*  ал*+ -= Фу (х) Ф- (х) dx = Zjm.V — соИз этих равенств, очевидно, следует (2.12).(г) Следуя М. М. Джрбашяну (см. [26, 27]), обозначим через s(«t61,  х) кратность появления числа X  в совокупности (Xj,•••,/.).* * *Наряду с рассмотрим систему простейших рациональных дробей {rt}p положив (s4֊֊l)! _____

-п- • «■ <2-։з>
(«—*»)Для произвольного значения п £ 1, * обозначим через sp и sp{rjj линейные оболочки систем [Ä*]]  и (гА)՞ соответственно.Лемма 2.3. Для всех п £ 1, хsp [Ä*]J  = sp (г(2.14)



594 В. М. Мартиросяг.Доказательство. При любом к £ 1, п обозначим через {я,}™*  совокупность попарно различных чисел, из которых составлена последовательность (К/)*,  а через д, (к) обозначим кратность появления числа г1 в этой последовательности. Тогда легко видеть, что для членов Х;(1 -<Л), равных я,, соответствующая кратность принимает последовательно значения от 1 до <?((к), и поэтомуг (т - 1)1 [<4 <*>{г, (г)}‘ = и Ь-------- 73Г ՛ (2-15)
С другой стороны, полюсы функции б*  расположены в точках я = г1 (1 -< / < тк) и главная часть ее лорановского разложения в окрестности точки я = я։ имеет вид

а„ (я,). £*(я;  я,) = _ =7 (ат (я,) * 0 при /п=<7/(/:)). (2.16)
т>=1 2/)Поскольку по определению имеем**(-’)= £?»(« *,),  (2.17)гато, в силу (2.15) и (2.16), ясно, что эр {/?*}|С:зр  [гА}£.Однако, зр{гд)у—это п-мерное линейное пространство, а в силу (2.12) система 1^*1՞  линейно независима. Значит, (Я*)՞ —базис п-мер- ного линейного пространства ер [гл|՞, что и доказывает (2.14).Следствие 2.1. При х=-|֊оо линейные оболочки систем 

| /?*) “ и {гА}“ совпадают.2.2. Пусть теперь Л = (Х*}*(1  •< + со) — конечная последовательность чисел из Д, а В» (г)—конечное произведение Бляшке для угловой области Д:
в. (я) = п ( (*  е д. е ю. (2-18)М (е֊'։я)Ч(е֊,9М₽Обозначим через /7^[Д*;  Л] класс функций g, голоморфных в Д*  и таких, чтоП 2) —— I Л(С) ^ = 0, 2(Д*.  (2.19)2՜ ։ 3 С — я ал*Лемма 2.4. Если + °°» тозр{/г*}1  = зр!гьк=л;[д*;  Л]. (2.20)Доказательство. Функция гк(я) голоморфна в Д*  и имеет порядок О(|я|-1) при я->-со, поэтому [А*].  Кроме того, в точке я = Х*  гк(г) имеет полюс порядка 8Д, а В։ (я)— нуль порядка Значит, фчнкция гк {г) ВК (я) голоморфна в Д. Она непрерывна в Д и



О замыкании функции 595при z— со (г£Д) имеет порядок O(|zpJ) равномерно по Argz. Поэ-тому гк £ Нр [ Д], и по теореме А
*—°> *€ д*-

Следовательно, гАС/Т^[Д*;  А], так что зр {^^/^[Д*;  Л]. Рассуждая после этого, как при доказательстве теоремы 7 из работы [12], получим второе из равенств (2.20), после чего остается сослаться на лемму 2.3.Следствие 2.2. Если х<^-|-со, то Я;[Д*;  Л] является 
г.-мерным подпространством из /7“[Д*].Используя леммы 2.2 и 2.4, получаем такжеСледствие 2.3. При х <-|- оо система рациональных функ
ций {А1*)]  является базисом ^-мерного линейного пространства 
Нр[б*;  Л] и каждый его элемент § единственным образом пред
ставим в виде?(*)=£  с* (л), где ск = с^^ = [ £ (С) X*  (С) <Л. (2.21)

1 ч/

§ 3. Замыкание системы | Л]Г  в Нр [△]* *3.1 . Пусть Л= ().}  Г—последовательность чисел из Д = Де (р), а |7?)Г —система рациональных функций, порожденная угловой областью Д  и этой последовательностью. Напомним, что (/?) ” с^р[Д]  (см. (2.7)), и докажем утверждение.
** * * *Теорема 3.1. Для полноты системы (Я*]Г  в //р[Д*]  необхо

димо и достаточно условие£ (И-М’Т1 /?е(е-''ХА)₽= + оо. (3.1)
1=1Доказательство. Для полноты системы |г։]“ в //р[Д*]  необходимо и достаточно условие (3.1) (см. [12], теорему 6), так что, по следствию 2.1, теорема верна.3.2 (а) Исследуем замыкание линейной оболочки (или кратко—замыкание) системы в Нр [Л]  в случае ее неполноты, т. е. когда*Ё (1 + |Х*|2р)_1 /?е(е֊л Мр<+ ОО. (3.2)
4-1При отображении ш = Ф (г) области Д на правую полуплоскость Д (1):

ш = Ф (г) = (е 11 г)р, г£Д, (3.3)Л = |Х*} ” переходит в последовательность ? = (?*} “ чисел из полуплоскости Д (1), где ₽* = (е-'«Мр(Л = 1, 2,-..), (3.4)и в силу (3.2) для нее выполняется условие Бляшке2 (1 + |Р*Р)՜'  /?е ₽*<+«>.  (3.2х)
4-1



596 В. М. МартиросянПоэтому в полуплоскости Л (1) сходится произведение Бляшке (см., напр., [28]): (3.5)
Следовательно, произведение Бляшке для угловой области Д:Д , (3 6)Д, (е֊'» я)" + (е֊л 1 ֊ (в՜'“ >.*) ’"сходится в Л, и ввиду ГЗ.З)—(3.6)

В(г) = В^г(г); ₽), я£Д. (3.7)Более того, в силу известных свойств произведения Бляшке (см., напр., [28]), имеем|В(я)|<1(я £Л); |В(0| = 1(С6^п. в.); В^к -1) ().*)  = О (Л = 1, 2,---).(3.8)(б) При условии (3.2) обозначим через Нр [Д;  Л] класс функций у, голоморфных в угловой области Д  и удовлетворяющих условиям: **ПябЯДД*];  2)֊— С ?<С)2?(С) ^ = о, я£д*.  (3.9)
I J С. — г 

дд-Нетрудно проверить, что {rt|“ с.Нр [Д*;  Л], (см. [12]), и поэт ому в силу следствия 2.1 имеем: при условии (3.2)Л]..։ (3.10)Теорема 3.2. При условии (3.2) замыкание системы {#»)“ 
в АДД*]  совпадает с классом А£[А*;  Л].՛Доказательство. При условии (3.2) замыкание системы ЫГ в [л*1  совпадает с Ар[Д*;  А] (см. [12], теорему 7), так что по следствию 2.1 теорема верна.Следствие 3.1. При условии (3.2) //р[Д*;  Л] с нормой. 5-;âAjp>0, 
является замкнутым подпространством из Нр [А*].(в) Исследуем свойства функций класса Нр [А;  Л].*Теорема 3.3 При условии (3.2) Ар [А*;  А] совпадает с клас
сом функций g, заданных на множестве CIE, где имеет
меру нуль и определяется по функции g, и удовлетворяющих ус
ловиям: .. '1) g голоморфна в А  и принадлежит Ар[Д];* *2) g мероморфна в А и gB принадлежит А£[Д];3) справедливы равенстваlim £(я)=#(С) = lim g(z), ч£дД*\Е,  (3.11)

дЭх—: a’Sa-’î
где написанные пределы понимаются в смысле некасательного 
стремления z к граничной точке С изнутри областей А и А*  со
ответственно.



О замыкании функций 597Доказательство. Если функция g удовлетворяет условиям 1)—3), то из теоремы А сразу следует, что Л].Обратно, пусть g£Hp[b*l  Л]. Тогда g£ Л/^[Д*],  и поэтому существуют некасательные граничные значенияlim g(z) = g(t), С^с?Д*\£ ։,причем jE’jCO’A*  имеет меру нуль и g (С) £ £“[<)Д*]  (см. теорему А). Отсюда, в силу второго из условий (3.9), на основании теоремы Б заключаем, что положив
g(z)B(z) = -^ f g(;)g(:) Л, z^b, 2^ i J C — z aiбудем иметь Поэтому существует пределlim g(z) = HQ. С6<?Д*\£„  дэ«-:где Е2а.дЬ*  имеет меру нуль. Следовательно, можем доопределить функцию g и считать ее заданной всюду на С\£, где Е = £, (J Е3, причем ясно, что будут также выполнены условия 1)—3).В силу доказанной теоремы функции класса //р[Д*;  Л] допускают мероморфное „продолжение“ из области Л*  в Д в том смысле, что выполняются равенства (3.11). В дополнение к этому обозначим через Л замыкание множества точек последовательности (X*} “ и докажем следующее предложение.Теорема 3.4. При условии (3.2) справедливы утверждения:1°. Функции класса Нр[Ь*-,  Л] допускают аналитическое про

должение в каждую компоненту открытого множества $С\Л.2°. Если последовательность а//р[Д*;  Л] сходится по 
норме fl-; дД*Цр.  к функции g, то она сходится к g также рав
номерно на любом компакте Л*с:С\Л.Доказательство. Произведение (3.5) равномерно сходится на любом компакте К՝, лежащем в полуплоскости A(l):Rew^-0. и не пересекающемся с замыканием ? множества точек последовательности IP*}*  (см., напр., [28], гл. 4 и 8). Значит на Х։ оно непрерывно и =/= 0, поэтомуmin ||B(w; Ч)[: wC/Q = C,>0. (3.12)Для окружности C/?(z„) радиуса £ (0< £ < 4-co) с центром в точке z0, не содержащем точек множества Л, положимС» (zn) = Cr (z„) П Д, Cr (zo) = Cr (z0) f| Д*.Отображение (3.3) переводит Д в Д(1), при этом дуга Cr (z„) переходит в некоторый компакт Kt, не содержащий точек множества 8. Отсюда в силу (3.7) и (3.12) получаем оценкуmax ||£(z)|-1 :z£ C#(z0)] = Ca < + co, (3.12՜) 



598 В. М. Мартиросянгде С, зависит только от Л, R и zu.Далее, пусть Q— линейная комбинация функций системыТогда £/£[△], значит, по лемме 1.1, имеемIQU)|<(p4-i)|Q; <?д*ц/,.ш|^Гп+"')'р ;cos[p*(?-e*)]}- 1"’, (Злз>. при zGA*,  ч> = Argz (|q> — 6*|  < «/(2р*));
Q(z)<(р + 1)IQ; дД%<в|В(г)Г’|гГ0+'")"> |соз[р(ч>-е)]}-^, (3.13'>- пригни <р = Argz(|4> —0|<я,(2р)).Рассмотрим замкнутый круг U (г; z.>) радиуса г (0 <G г <G + сю) с центром в точке zn, лежащий в С\Л, и выберем число 7?^.» г таким, чтобы круг U (R; z0) также лежал в С\Л. Ясно, что Q голоморфна в U (R; z0) и граница C/?(zft) этого круга составлена из дуг C*(z fl) и 
Cr (z0). Функцию Q представим в круге U (г; zj интегралом Коши по окружности Cr (zd) и оценим ее, используя неравенства (3.12'),. (3.13), (3.13'). При z^ U (г; z0) будем иметь:IQ(z) < ~ | f + f ! ֊^L иq < |q. алг, и, (з.14)2к( J J 1 |С —z| К—г

(То) (То)где C3£R+—константа, не зависящая от z и Q.Если g G Нр [Л*;  А], то по теореме 3.2 существует последовательность |<?„!Г линейных комбинаций функций системы. (Л*}Г,  сходящаяся к g в Нр [Д*].  Тогдаlira |Q„ — Qm; дь*\р,  ш -֊ О, 
п. т-*-  + —причем в силу (3.14) для всех п > 1 и т >• 1 имеем

:Qn (ж) ֊ Qm (z)l < -^֊ BQn - Q„; <?Д*Ь,  ., z G Th (r; z0).A.— гСледовательно, последовательность ]Qn)” сходится равномерно в любом круге U (г: z0)czC\A и определяет .аналитическое продолжение- функции g на кнмпонентах открытого множества С\Л. Этим утверждение Г доказано.С другой стороны, заменив в (3.14) Q на Qn и устремив п—Ч-«՝,. для произвольной функции А] получимk (z)| < |g; <?A*k  ., z G lT(r, x0)t
—rПоэтому для любого n > 1 будем иметь1ял («) — g («)1 < llg„ — g> дл*Ь, «, ж GT (г; з0). к-ГОтсюда следует утверждение 2°, Теорема доказана.Когда последовательность [Х>}з° не имеет конечных предельных точек, функции класса /7р[Д*;  А] обладают особенно наглядной струк*  



О замыкании функций 599турой. Именно, справедлива непосредственно следующая из теорем 3.3 и 3.4Теорема 3.5. Еслиlina /.*  = со, V |>.*| 2р Re (е~11> )-*) ₽ < + со, (3.15)
*-+- *=1

то /7£[Д*;  Л] есть класс функций g, мероморфных на всей ком
плексной плоскоси С и таких, что1) 2) (3.16)(в) Исследуем теперь особенности функций из/7р[Д*;  Л]. Заметим сначала, что в силу теоремы 3.2 полюсы функций класса //£[Д*;  Л] расположены на последовательности |л*|Г.Далее, пусть {zz}7—совокупность попарно различных чисел, из которых составлена последовательность {/.*}?  (эта совокупность бесконечна в силу (3.2)). Обозначим через J(zt) номера членов /■*,  равных zt (в силу (3.2) J(z^ °г')» и докажем теорему.Теорема 3.6. Пусть (3.2) имеет место и g£.Hp[k*;  Л]. Т ог- 

лаг. 1°. Если g не имеет полюсов в Д, то g = 0.2°. Если g имеет в Д конечное число полюсов, располо женных 
в точках т), то g—рациональная функция и

E (3.17)
7-1 *£>  )3°. Если g имеет в Д бесконечное число полюсов, расположен

ных в точках z = 2, •••), mo эта функция принадлежит

замыканию в /7р[Д*]  системы (зл8>Доказтельство. 1°. Поскольку g5£/7p[A] и g не имеет полюсов в Д, то g €;A/p[A]; кроме того, g £ /7р[Д*].  По теореме. А бу*  дем иметь _J_ ди д*.2к i J С — z йдтак что в силу теоремы Б g—тождественно нулевая функция.2°. Пусть 5(j) —конечное произведение Бляшке для области Д с
тнулями в точках z = '/.t, k£ U J ), 5(2) = 5,'5(i), где В—произведе- y-l 1ние (3 6). Поскольку g5£/7J,“[A] и g не имеет полюсов в нулях произведения 5(2), то g5(i) £ ЕГр [Д]. Кроме того, g £ Нр [Д*].  Отсюда на основании леммы 2.4 получаем (3.17).



600 В. М. МартиросянАналогично доказывается утверждение 3°. Только здесь нужно через B(i) обозначить произведение с нулями в точках z= ).*,  ££ U X 
>-։ Xj(z,p, и вместо леммы 2.4 воспользоваться теоремой 3.2.Теорема 3.7. При условии (3.2) каждая функция g из клас

са /7р[Д*;  Л] аналитична вне замыкания множества своих полю
сов и не имеет изолированных особенностей на <?Д*.Доказательство. В силу утверждений 1° и 2° теоремы 3.6 достаточно рассмотреть случай, когда функция g имеет в Д бесконечное число полюсов, расположенных в точках z = zz (/=1, 2, •••).Обозначим через Аг подпоследовательность тех членов из {'•*)։ “„ ••номера которых принадлежат множеству индексов U J (г,). По тео- ремам3.6 (3°) и 3.2 имеем: g Ак], так что в силу теоремы 3.4 (1°) функция g аналитична в С\Лг, причем Ag = [х, }£,։. Остается заметить, что все предельные точки множества Лг лежат на. С»Д*. В теоремах 5.6 и 5.7, очевидно, содержится полная информация о расположении особенннстей функций класса Нр[Д*;  Л].Примечания. Классы HS = H'.j [Дж/2(1); А] были введены М. М. Джрбашяном [26, 27] в связи с вопросами выявления внутренней характеризации замыканий неполных систем рациональных дробей и обобщенных систем Мюнца-Саса. В дальнейшем, при различных предположениях относительно параметров р, ш и р, классы Нр[Д*;  Л] рассматривались в ряде работ (см. [11—13, 29—32]).Утверждения теорем 3.4 (1°) и 3.5 для специального случая, когда р = 2, <о = О и р = 1 были установлены отличными от предложенных в данной работе способами М. М. Джрбашяном [27] и В. X. Мусояном [32]. Следует, однако, отметить, что доказательство указанных утвеждений в [27] опиралось на возможности представления соответствующего произведения Бляшке в виде отношения двух целых функций, а в [32] существенно использовалась гильбертова структура пространства Hf-{)>k], Поэтому предложенные в [27], [32] способы доказательства указанных утверждений неприемлемы для рассмотренного нами более общего случая.

§ 4. Разложения в ряды по системе {^*]i՞Пусть, как и в предыдущем параграфе, А = {!*] “—последовательность чисел из Д = Д։(р), а {£*} “—система рациональных функций, порожденная угловой областью Д*  и этой последовательностью.Наряду с {/?*]f  рассмотрим систему функций {xj” ^-Hq [Д], которая՜ в следующем смысле:
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г;л| (у, /п = 1, 2,-), (4.1)

биортогенальна с системой (Я*,' “ (см. (2.10) —(2.12)).С каждой функцией [оА*],  очевидно, ассоциируется рядЕс* (/)с* (/) = ) /(с> х*(У  *•  (4.2)'
дь-С целью исследования вопросов сходимости таких рядов на пространстве £р[^*]  определим последовательность линейных операторов (5Я (г; /)}“, положив для любого /^£р|(?Д*]& /) = £ (/) (г) (и = 1, 2, • • •), (4.3).

к-1и предварительно докажем следующее предложение.Лемма 4.1. 1°. Для любой функции /£ £р [<?Д#] имеем|5Я (С; У); <П. . < ВУ; дД „ (п = 1, 2, • . •), (4.4) .
константа В£И.|. зависит только от р и ш.2". Если !։»•••» Тя—произвольные комплексные числа и

Рп,{г)= £ 7*/?*(*).  (4.5)՛
к-1

то при значениях р = 2 и —1<^ш<^1 выполняются оценки2 |7*1 ։<р^; <)Д*Р 2>О,<(С/Р) £ |та|\ (4.6).
к —1 к-1

константа С£К+ зависит только от и>.Доказательство. 1°. Рассмотрим фунициюГ(х) = (гх)-’/?/(е'։(«)1/₽), п. в. (4.7).Легко видеть, что Г; Щр.о = Р։’Ч/; дД*Ь..,  (4.8)причем ввиду (2.1) и (2.10) справедливы равенства
4-ОСС*(У)  = <(Г), с;(Е) = у Г(х) ФГйГ<7х, (к = 1,2, • •). (4.9) 
— ввОтсюда в силу (4.3) и (2.8) имеем! С 2<(/։)ф*(<р(С))(е-'ЧГ

]֊-----
34*Следовательно, по теореме Б

!5Я (С; /); <?дЧ, « V с;(Г) Ф*( Т (9) (е֊« О’; <?д*ь,  а„ 
4—14-574 



602 В. М. Мартиросянконстанта А £ И+ зависит только от р и ш. Однако,||£ <(^)ФА(<рС))(е-'’С)’; С»ДТ =I* “I \р, *>= Р-1//|£с;(/)Ф*( х); R! , 
.*-1  ]₽. ои поэтому, если обозначим5Л(«о; Г) = £ с^(Г) Ф*(и>)  (л = 1, 2, ■ • •), (4.10)то при всех л > 1 будем иметьО֊՝?« (С; /); < А Р֊՝'р |$; (х; ГУ, Мр. о. (4.11)Воспользуемся формулой представления ядра Коши (см. теорему В): для любых значений го и С и для любого л 15֊у------- - £ ФЙЧ ф. («> + (ц|) (4.12)

2к/((, — то) к-1 2кг(,— то)

( ВЛ(го) = П (ш — Н*)/(ш —!А*>)  • < *=1 /Положим в этом представлении С = х, умножим обе его части на 
Г(х) и проинтегрируем; ввиду (4.9) и (4.10) при 1тто>0 получим__1_ С _СС£Еб/х = 5;(ш. /Г) +Вп(ги) С Р(х) _^х_2«։ 3 х-« 2кг 3 Вп(х) х — го

— оз — »Тогда, по теореме Б, справедливы оценки1)5« (х; В); Н|р. о-САр7; К|,_ 0 (л = 1, 2,-), (4.13)константа зависит только от р. Отсюда на основании (4.11)и (4.8) приходим к оценкам (4.4) с константой В — А А{.2°. Заметим, что полагая у ш+1 =•••= уЛ = 0 при п^>т, можем написать
пР"> СО = Ё 1*  Рк (п т)>

А—1причем в силу (4.1)ъ= I Рл.(С)х.(:)Л(АбГ^). ЙА*Поэтому 5Л (г; Рт) = Рт (г) (л > т). (4.14)С другой стороны, поскольку {Ф*]1° —ортонормированная в [R] система (см. (2.4)), то из (4.8) и (4.9) по неравенству Бесселя будем иметь 2 К (/)1։= 2 К (Р)|։ < Г; о “ р!/! (4-15)
л-1 А-1



О з&мыхании функций 603для любого £2 [о*Л*];  в частности (4.16)*  А — 1Далее, по равенству Парсеваля из (4.10) имеемВ5Их; Г); £ |<(^)|։ (п = 1, 2,...),
*֊)поэтому в силу (4.11) и (4.9) для любого /£ £з [<М*]|5иС; /); (Л’/р) £ |сД/)Р(л = 1, 2,--),

4-։константа Д£К+ зависит только от ш. В частности, ввиду (4.14)
Р»; £ |ьР,

4-1 и учитывая также (4.16), получим (4.6).Теорема 4.1 Если последовательность Л = {*4} “ удовлетво-֊ 
ряет условию (3.1):

£ (1 + М2р)՜’ 7?е(е֊'в МР = + <», 
4-1

то система (2?4)Г является базисом пространства //Р[Д*]  и лю
бая функция Н"р [А*]  разлагается в ряд/ (г) - £ с4 (/) /?4 (я), с4 (/) = С /(С) у. * (С) Л, (4.17)

4-1 и
дд։

сходящийся к ( по норме []•; а, а также равномерно на лю
бом компакте Кеб*.Доказательство. В силу леммы 4.1 (1°) и теоремы 3.1 из теоремы Г следует, что {7?4)5°—базис [Д*],  так что в силу (4.1) /'разлагается в ряд (4.17), сходящийся в НР[Д*].  Остается использовать следствие 1.1.Аналогично, с использованием теорем 3.2 и 3.4 доказываетсяТеорема 4.2 Если последовательность Л = [ХА]“ удовлетво
ряет условию (3.2):

ДСНМ*) ”’ /ге(е-'в).4)₽<+оо,

то система {^4}“ является базисом пространства Нр [Д*;  Л] и- 
любая функция 8 £ Нр [Д*;  Л] разлагается в рядЯ (*)  = £ ск (д') Ек (я), ск (г) = С (Г.) ук (С) Л, (4.18) 

4-1 J
сходящийся к 8 по норме [•; дд*) р. И, а также равномерно на лю
бом компакте /СсСхЛ.



604 В. М. МартиросянЗаметим теперь, что при значениях —1 <[ ш ՀԼ1, ճ.շ[ժձ*] ր и при условии (3.2)— Hj [Д*;  Л]—гильбертовы пространства со скалярным произведением
(/,?) = р(С)1КС)|г.1-|<Л!. 

ժձ-Теорема 4.3. При условии (3.1) система {л*] “ является ба
зисом Рисса гильбертова пространства Н1‘ [Д*]  (— 1 <Հ °։ Հ 1), и лю
бая функция разлагается в ряд (4.17), безусловно схо
дящийся к / по норме []•; ժձ*յյ,  и, а также равномерно и абсолютно 
на любом компакте АГсД*.Доказательство. В силу леммы 4.1 (2°) и теоремы 3.1, на основании теоремы Д получаем, что система является базисом Рисса, а значит, и безусловным базисом пространства //շ’ [А*].  Поэтому ряд (4.17) при любой перестановке сходится к / по норме 
|-; ժձ*(շ.օ,  а также равномерно на любом компакте АсД*  (см. следствие 1.1). Из безусловной сходимости ряда вытекает ее абсолютная ■сходимость.Аналогично доказываетсяТеорема 4.4. При условии (3.2) система {£*] “ является ба
зисом Рисса гильбертова пространства //֊Г[Д*;  Л] ( —1<ш<1) и 
любая функция Л) разлагается в ряд (4.18), безуслов
но сходящийся к g по норме Ц-; ժձ*քշ.  и, а также равномерно и аб
солютно на любом компакте КсС\А՛В заключение отметим, что результаты данной работы и работ автора [11], [12], [30] распространяются на случай ма!кенхауптовых весов общего вида.
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Վ. 1Г. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ. Ռացիոնալ ֆունկցիաների որոշ համակարգերի փակույթի ու թագիսությահ 
մասին [ամփոփում)

Աշխա տանքոլմ կառուցվել են ռացիոնալ ֆունկցիաների համակարգեր, որոնք բագիս են 
իրենց փակոլլթներոլմ Լ Մ ոտավորությո ւնր իրականացվում Է անկյունային տիրույթներում Հարգ՚րի 
դասի տիպի /լասերում լ Բերվել կ այդ համակարգերի լրիվության հայս/անիշյր, իսկ նրանց ոչ 

1րիվ /իեձ/ւս դեպքում տրվել Հ փակույթների բնութագրումըւ

V. M; MARTIROSIAN. On the cloture and baelttiy of certain tysteme of rational 
function» (summary)

In the paper systems of rational functions are constructed which form basis 
in their closures. The approximation is in Hardy type spaces in angular domains.
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