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ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

В статье исследуется начально-краевая задача для одного класса бес­
конечномерных параболических операторов высокого порядка с неоднород­
ными данными в цилиндрической области, основанием которой является 
С£-многоо6разие с краем. Настоящая статья является продолжением 
исследований автора, посвященным изучению краевых задач на гильберто­
вых многообразиях с краем, изложенных в работах [1]—[3]. В связи с 
втим. здесь будут лишь вкратце описаны классы символов рассматривае­
мых операторов и соответствующие функциональные пространства.

Пусть М—С£-многообразие с краем дМ (определение см. [1]). В 
цилиндрической области 2+ = М X /?+=[# £ R1, Г>0) рассмотрим 
параболический оператор вида

Р(х’ ’’ £)=2в'(х)Л(х. *>■£)’ П)
\ И / у—О \ /

с главной частью

def
где А (х, Е, X) = А (х, Е) + X — эллиптический символ второго поряд­
ка, принадлежащий классу Е (М) ([3]).

Операторы Pj՜ имеют следующий вид:

где символы Pj (х, Е, X) имеют локальные представления вида

На самом деле можно рассмотреть главный символ брлее общего вида, а именно

-• 1 / д ~ \тк 1Р°~п(^ + Л‘к’ 2 т^т' 
л-1 \ 01 / "1

при этом все .результаты сохраняются, технически лишь несколько усложняются дока­
зательства утверждении.
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Коэффициенты ау(х), с£л(х)— бесконечно гладкие функции, за­
данные на М и принадлежащие пространству СЬ‘ (М).

На боковой поверхности 2+=дМ^В+ рассматриваются опера­
торы

Я (*'»«» /х', ?, (4)
՝ 01' «—»а ՝ (п /

где

а символы N/, »(х', ։, X) имеют локальные представления вида

Nt, *(х, Г, X) = (2 Ь$к (х') е։ + 6(Д(х') + XУУ՜*. 
\։-1 /

Предполагается, что символы В/ (х', $, X) принадлежат простран՜ 
ству В (дМ) (определение си. [3]) граничных символов и их поряд­

ки — ord Bj = п/<^2 т, j—l, 2,• • •. rn.
Рассмотрим следующую смешанную задачу:

р(х. 5, ֊^а(х, t) = f(x, t}, (х, 0€2г, (5)

й- = g,(x'- 0» j= 1. rn, (6)

$1 -?4W, х^М, k=0^=l. (7)
Gt 1л=о

BJ х', ; — ) и

Очевидно, что для разрешимости задачи (5)—(7) необходимо, чтобы 
правые части уравнений на гиперплоскости ^ = 0 удовлетворяли определен­
ным условиям согласованности. Приведем достаточное условие согласован­
ности, которое будет считаться выполненным при изучении разрешимости 
сформулированной выше смешанной задачи.

С этой целью введем функциональные пространства Л.СЦМ, у) и 
ЛСЬ°(М,у) (ср. [2]).

Пусть функция Л(0» тождественно равная нулю при ( < 0, удовле- 
творянт условию (R1), Обозначим ее преобразование Лапла­
са через 

«■
Л (X) = Л (*) = 1՝ «֊« А (0 Л,

6
где ХССТ={Х£С, Ее)>Т|.

Пространство Л.СЦМ, у) состоит из функций А(х, X), удовле­
творяющих следующим условиям:

а) при любом ХО£СТ А (х. Х^) £ С£° (Л/),
в) она аналитична по X со значениями в С1У(М) и стремится к 

нулю при X-»- оо в Ст,
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Пространство АСЬ°(М, у), по определению, есть подпростран­
ство Л.СЬ(М, у), 'определенное условием •։ ; ■ “ • ՛

| |а + г։|т ЦЛ (х, о + н)|с (М) Л < К < + оо,

■V
где К > 0 — постоянная, не зависящая от ст.

Аналогично вводится пространство АСЦдМ, 7) (см. [2]).
Условие согласованности. Существует ֊функция и„(х, О,. 

определенная на Я+, такая, что
■а) ее преобразование Лапласа

Ио(х, >>) = Л/.ли0(х» ОС ЬСЦМ, ч), (8)
в)

■ ■■““ .՛ *֊°-*֊У ՝ . (9)

с) положим *1- ■
Pu0(x, f)=/o(x, O (х, f)£S2+, (10)

• Bj ив a^ g0-(x', t), ;=1, 2,---. т. (11)

Требуется, чтобы после продолжения функций /—/0 и ё,—нулем 
при / < 0 их преобразования Лапласа по I удовлетворяли условиям:

7-7о = А/^(/-/о)6ЛС1".(М,7), . (12)՛

L-3 = A^(?/-^)eACL°(dAf,7). (13

Это условие означает, что «исправленные» правые части (после вычи* 
тания «о из и) были бы согласованы с нулем.’ 1

Замечание. Необходимость согласованности правых частей для 
разрешимости задачи очевидна, поскольку, если и — решение Задачи (5)— 
(7), то в условии согласованности можно положить и» = и.

Основной результат работы будет основан на теореме о разрешимости 
соответствующей смешанной параболической задачи с однородными данны­
ми; доказанной в [3] (см. также [2]). Приведем ее формулировку. = •

Теорема А. ([3], гл. III, теорема 2.1). Пусть символы операторов

Р и В/ принадлежат, соответственно, классам Е (М) и В (^М) и ло­
кально удовлетворяют условию типа Лопатинского:

deth°«(x',-z — • Г, 1 W-T =/=0 
И \ dxt ! Ц/, t=i

при любых а таких, что 'Ja П<77И == 0 (67« — координатное покрытие 
многообразия М) и x'£’Z։(6A) (fZc) — система локальных карт),.

jg' |-j-|7.|-0, xv /•) |*-1 — базис в пространстве устойчивых
ешений уравнения *
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Ро. « (0, х', — i ֊^— • V, X) и = 0,

a Efj. * — слагаемые представления главного символа оператора В/.

Пусть, далее, f—A,/£ЛCL9 (М, 7), gj £ ACLa(dM, 7)—-произволь­
но заданные функции, а число 7 достаточно велико. Тогда задача 
(5)—(7) с ®д(х)=0, к = 0, т— 1 однозначно разрешима, при этом 

___।
для обратного оператора ал задачи имеет место априорная оценка

к’ЧЛ ip--, L)l fkJcceAf,. (14)
1 к(Л) \ j-1

где — постоянная, не зависящая от /, gl։•••» gn, а е^>0— не­
которое число.

Основной результат настоящей статьи содержится в следующей тео­
реме.

Теорема. Пусть операторы Р и Bj удовлетворяют условиям, теоре­
мы А и выполнено условие согласованности. Тогда при достаточно больших 
у задача (5)—(7) однозначно разрешима в пространстве ACL(M, у) при

любых правых частях f, gJ։ <fk, для которых f ACL (М, 7), g.£ 
£ ACL (ОМ, 7), <?„(zCL°(M).

Имеет место оценка

(.И) ■+' Д fcjlc(dM) + Д ^С(.И)’

■где К> 0 — константа, не зависящая от f, g,-, ?ft.
Доказательство. Пусть uQ—функция, фигурирующая в условии 

согласованности. Докажем сначала существование решения. С этой целью 
рассмотрим следующую параболическую задачу:

Bjv .
%

. о, ;=t 2, т,

= 0, Zr = O, I,---, т-1, х£М.tit* 1-0

Поскольку / — ЛС£°(М, 7), 3}-ё°^АСТа (ОМ, 7), то по тео­
реме А эта задача имеет единственное решение. Обозначим через 
ы = и0+и- Тогда очевидно, что функция и(х, 0 является решением 
исходной задачи и существование решения доказано.

Единственность решения будет следовать из априорной оценки. Докд- 
жем ее. Легко видеть, что по заданным фо(л),..., Фт (х), фигурирующим, 
в условии теоремы, можно построить функцию и,(х, Г), заданную на й+ и 
удовлетворяющую условиям
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-**(*)» * = °- т՜1’ Х^М' (9'>
дг ։-о

при этом щ^АСЦМ, 7).
Действительно, в качестве и» можно взять

«1(х> 0 =2 4-<?*(*)• 
к —о <։

Отсюда очевидным образом получим оценку

Ис(,м) < £0^*к<Л)’ ^15^՛

где /к։^>0 — постоянная, не зависящая от ?0, ?1։ •••, ։?т_г
Заметим, далее, что функция и0(х, () удовлетворяет условиям

(9) и м0£ АСА {М, у). Отсюда следует, что

д (цх-ир)| =о, А = 0, I, --, ш—1, 
Л и-о

то есть Л/_х (и։—н0) € ЛСА°(Л/, 7). Рассмотрим

Р(и1 — и0) и В, (их—и^ . , у = 1, т.

В силу предложения 1.1 главы III [3] А/.* Р '.и!֊ и0) € ЛС£° (М, 7) и՛ 

Л/-»* В}(иг— и0)£ЛСВ°(дМ, 7).
Таким образом, не нарушая условий согласованности, можно в них за­

менить функцию и0 на и„ при этом для функции и, (в отличие от ий) имеет­
ся оценка вида (15).

Пусть теперь н(х, /)— какое-либо решение задачи (5)—(7). Тогда 
функция и—и, удовлетворяет однородным начальным условиям

0*(и — их)
(П‘

= 0, к = 0,- т—1, х М
Л-0 

и, следовательно, и — а։£АС£°(Л1, 7).
Применяя к ней теорему А, получим, что при достаточно больших у 

однозначно разрешима задача

Р(н —и։)=/ —/։, (х, 0€2+.

В; (и — И։) — о], ] = 1, 2,- • -, т,

дк(и— и,) I 
Ь-о

где введены следующие обозначения: Д= Ри1г В/и1=§г/. Теперь, в 
силу оценки (14), имеем

Iй ~ ы1к՛ (М1 /ЛсглпН" У ~ • (16У



Общая начально-краевая задача 509

Учитывая ограниченность операторов Р и В,- в соответствующих про­
странствах (см. [3], теоремы 3.1 и 4.1), получаем следующую оценку:

|Л| .* Ри^с (И) + У} ||Л| В; и, , |с (д И) = 
У “7“

(17).
= И1А?(Л) 2 ^Яс(а.и) ^։1в11с(Л)»

г-1 * — 
где К, > 0 — постоянная, не зависящая от и,.

Пользуясь теперь неравенствами <(15), (16), для решения задачи 
(5)—(7) получаем оценку

Мс (М) “ М1Ис (.И) ‘Ь 1|И1^С (.И>

/!•(,«)+ £ к;-^с(йм) +Д Ыс (Ж)) •

Из последнего неравенства, а также оценок (17) и (15), окончательно 
получаем

И4.- мп ** (М) "Ь И/Лс(М) + 2 Ис (алп "Ь X кЯс ом)

+ 2՝։Ч.-(И) )< Л=(Йсм0 + £ Й>а.И) + У ЯтЛ(.И)) > (18)' 
* -О \ *-П /

где К.„ > 0 — константа, не зависящая от [, и фь
Из (18) очевидным образом следует единственность решения. Теоре­

ма доказана.
Замечание. В ходе доказательства теоремы, на самом де­

ле, был получен эффективный критерий согласованности. Он заклю­

чается в следующем: по начальным значениям СА°(Л/), к=0, т —1 

строим их продолжение а0(х, I) в 2+, и0£^СЬ(М, 1) описанным в 
теореме способом. Условия (12), (13) для этого продолжения и будет 
критерием согласованности. 
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