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* Точные формулировки приведены ниже (теоремы 1 и 2).

Голоморфная в единичном круге В функция I называется внут­
ренней, если |/| 1 всюду и |Кт /(гч)| = 1 почти всюду на единичной

г-*1

окружности Т. Если функция / непрерывна вплоть до границы круга 
В, то (как хорошо известно) / есть конечное произведение Бляшке, 
тч е.

где $ £ Т, ау£В. В этом случае легко показать, что card (7 '(С)) — п 
для всех С£Т (п^>1). Таким образом, кратность каждого граничного 
значения конечного произведения Бляшке / равна п (п > 1). В этой 
работе мы введем понятие кратности граничного значения для произ­
вольной внутренней функции. Мы увидим, что если внутренняя функ­
ция / не является конечным произведением Бляшке, т. е. имеет осо­
бенности на окружности Т, то каждое значение С, С£Т, функция / 
принимает (в некотором смысле) счетное или континуальное число 
раз. Хорошо известно, что в этом случае функция / почти каждое 
значение w, ш^В, принимает счетное число раз (см., например, [1]). 
Оказывается, что аналогичным свойством*)  для своих граничных зна­
чений функция / обладает, только если её производная Г имеет ко­
нечные угловые граничные значения почти всюду на окружности Т.

Аппарат, который мы используем для введения понятия кратности 
граничного значения внутренней функции, оказывается полезным и з дру­
гих вопросах граничного поведения внутренних функций. Так, например, 
с его помощью мы доказываем, что для любой внутренней функции / кри­
вая {/ (г£)} не может «сильно» касаться*  окружности Т. 

л<г<1
На протяжении всей статьи буква / будет обозначать аналити­

ческую в единичном круге В функцию такую, что /(В)с:В. Гранич­
ные значения функции /, которые существуют почти всюду на Т в 
силу теоремы П. Фату (см., например, [1] или [2]J, мы будем обозна - 
чать той же буквой /. С каждым числом а £ Т евг^ем конечную положи­
тельную борелевскую меру *։,  (см., например, [3], стр. 270) на окруж­
ности Т, однозначно определяемую равенством
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Яе а +
а-/(г)

֊6՝. (С) (д£В). 
- — г

Ясно, что отображение а -*  -« действует непрерывно из окружности 
Т в пространство всех конечных борелевских*  мер М(Т), снабжён­
ное топологией о(Л/(Т), С(Т)), где С (Т)—пространство всех непре­
рывных на окружности Т функций. Каждая мера та обладает лебе- 
говским разложением

В дальнейшем каждую комплексную меру р € М (Т) будем считать пополненной.

"а = О« + Аа ГП,

где а«—сингулярная мера, Ло £ £։ = £1(Т), а т—нормированная мера 
а -}- /

Лебега на Т. Легко видеть, что А« = Яе------- почти всюду на Т. По­
сс — 1

ложим 2 = {С£Т : |/(С)| = 1}. Множество V определяется с точностью 
до множества нулевой меры (тоб 0). Символом 1е будем обозначать 
характеристическую функцию множества Е. ®

Пользуясь случаем, автор выражает благодарность С. В. Хрущеву за 
полезные обсуждения.

1. Все основные результаты статьи основаны на следующем простом 
утверждении.

Предложение 1. Равенства

т = у*«  бт (а), (1)

т

1։ ■ т = | ов (1т (сс) (2)

т
имеют место в следующем слабом смысле: если ]— суммируемая 
по мере Лебега т функция, то она же суммируема по мерам оа> 
■св при почти всех а £ Т и

/ бт

(1')

(2')
X т т , -

Доказательство. Легко проверить следующее равенство

г՜" бт (г), п > 1

г՜"

Кел+Л(о_)_, „_0.
Теперь ясно, что

г՜" бъ г п бт (г) (1՞)
т
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для всех п>0. Поскольку гп — г~л всюду на Т, равенство (1") име­
ет место для всех целых л. Отсюда вытекает равенство (!') для всех 
/£С(Т). Теорема Лебега о предельном переходе под знаком инте­
грала позволяет распространить равенство (1՜) на все ограниченные 
борелевские функции. Чтобы доказать равенство (1՜) в полном объё­
ме, осталось проверить, что если Е—измеримое по Лебегу множест­
во, £сТ, тЕ = 0, то множество Е измеримо по мере и т։£=0 
при почти всех а£Т. Для этого рассмотрим борелевское множество 

£ такое, что £о£ и /пЕ = 0. Тогда равенство (Г) для функции 1-
Е

влечёт: ■։„(£)= О при почти всех а£Т, откуда ^„£=0 при почти 
всех а£Т. Докажем теперь ргненстЕО (2')- Имеем

<1 <1т (а) = у ( 4т ~~ У ( ~

— | / с/т — у / ^Ке —<1т (а) с/т — /с/т. 

х
2. Сделаем несколько замечаний по поводу случая, когда /— 

внутренняя функция, 1 (0) = 0. В этом случае а„ = т։ —вероятностная 
мера при всех а £ Т. Рассмотрим оператор Т : Л1 — А1

(Т7)(»)= ( /</’»•

Ясно, что Т—абсолютное сжатие, т. е. оператор Т является сжатием 
в пространствах Л1 и £“, а значит, и во всех пространствах £р с р£ 
СI1՛ °°Ь

Пусть Г—наименьшая а-алгебра’ измеримых по Лебегу подмно­
жеств окружности Т (содержащая все множества нулевой меры Лебе­
га), относительно которой измерима функция I. Отметим, что (Т() (/) 
есть условное математическое ожидание случайной величины £х 
относительно о-алгебры Е, т. е.

(Т/)(1)4т = /с/т
А А

для любого Р-измеримого множества Д.
Оператор Т переводит тригонометрические полиномы степени не 

выше п в тригонометрические полиномы степени не выше л. Следо­
вательно, оператор Т действует во всяком пространстве функций, 
допускающем описание в терминах скорости приближения в £р - мет­
рике (1 -С р + со) тригонометрическими многочленами степени не 
выше л. В частности, 7'(В!рр)сВрР (р > 1, д>0,5_>0). Здесь В'рр 
обозначает класс О. В. Бесова (см., например, [4]).

Кроме того, оператор Т рациональные функции с полюсами в 

гВ(соотв., в С\ — переводит в рациональные функции с полюсами 
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в t-D^cootb., в С\—DJ при всех г С (О, 1).

Отметим еще, что оператор Т коммутирует с проектором М. 
Рисса. Отсюда и из включений TL^czL™, TCczC вытекает, что 
Т(ВМО)^ВМО, T(VMO)aVMO. Здесь ВМО (соотв. VMO) обозна­
чает пространство всех функций с ограниченным (исчезающим) сред­
ним колебанием. Точное определение пространств ВМО и VMO тоже 
можно найти в обзоре [4].

3. Пусть С£Т и г С (0,1). Обозначим через Г (С, г) внутренность 
выпуклой оболочки точки С и круга rD, а через К (С, г)—открытый 
круг радиуса г, касающийся окружности Т в точке С.

Пусть /—отображение из круга D в хаусдорфово пространство 
X. Говорят, что отображение f имеет угловой предел х(^Х в точке 
С^Т, если lina/| Г (С, г)=х для всех r£(0. 1). В этом случае мы бу­

дем писать Г—lim/=x. Хорошо известная теорема П. Фату (см. [1J 

и [2]) утверждает, что любая ограниченная аналитическая в D функ­
ция имеет угловые пределы почти всюду на Т. Мы покажем, что для 
аналитических в D функций / таких, что /(D)cD, имеет место более 
сильное утверждение. Обозначим через В замкнутый единичный круг 
(В = D), снабженный следующей усиленной топологией U. Множество 
Uс.В назовем открытым (uCU), если пересечение U П D открыто в 
обычном смысле и для любой точки С С Т П U найдется число г С (0, 1) 
такое, что К (С, г) с: U. Будем говорить, что комплексное число а. яв­
ляется сильным угловым пределом функции /:D->D в точке С СТ, 

если Г—lim /=«, где /—функция /, рассматриваемая как отображе- 
С

ние из D в В. В этом случае будем писать /» (С) — а. Отметим, что 
если «СТ, то равенство /, (С) —« равносильно равенству

Г—Jim Re -f- со.
с а —/

Ясно, что если функция f непрерывна, то функция измерима по Борелю 
и, следовательно, определена на борелевском множестве.

4. Теорема 1. Функция I  определена почти всюду на окруж­
ности Т.

*

Прежде чем доказывать теорему, введем несколько обозначений и до­
кажем некоторые вспомогательные утверждения. Положим E = Z՜1 (Т), 
£"։=/. 1 («). Множества Е и ЕЛ—боролевские, поскольку функция /*  
измерима по Борелю.

Нам понадобится следующая хорошо известная лемма, которую мы 
приводим без доказательства.

Лемма 1. Пусть и — интеграл Пуассона положительной меры 
“С^(Т). Тогда ее сингулярная часть сосредоточена на множестве

{’СТ : Г —lim и= + со).
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Следствие 1. v*  (TX/fi) — 0 при всех а£Т.
Следствие 2. Пусть А—измеримое по Лебегу, подмножест­

во окружности Т. Тогда т£\Л)=О в том и только в.том слу­
чае, когда оа(Д)=за(Т) (или, что то же самое, сга(4.1ГД.)е=։.(Т))՛ 
при почти всех а £ Т.

■Доказательство. Достаточно воспользоваться, предложением 1 
и следствием 1.

Доказательство теоремы 1. Достаточно воспользоваться 
следствиями 1 и 2.

Предложение 2. Пусть I—измеримая функция, совпадающая 
i I - **

почти всюду на окружности Т с /функцией I, т. е. /(Z) =lim/(К) при. 
' • ՝ ' „ ' • ' г-*1—

почти всех , £Т. Тогда аа (/ (а)) = аа(Т) при почти всех а Т.

Д оказательство. Из следствия 1 вытекает равенство =

хгаз0 (Т) при всех а £ Т. Поэтому в силу следствия 2

' ' 'р.а֊’^։ = ов(Т) (3).

при почти всех Если |//<1 <за-почти всюду, то равенство (3) 

влечет а<! (Z ;'(a))°i(T).-Осталось заметить, что |/| 1 оа-почти
всюду при почт» всех я£Т в силу следствия 2.

С каждой мёрой! р. £ М (Т) свяжем мощность Ф(р), определенную- 
равенством

Ф (н)i = min {Card (Д): |р| (Т\А) = 0}.
> ՝> -г L . •••• ■'

Другими словами, Ф (Ji;—мощность континуума, если мера ц не являет­
ся дискретной; й Ф( ц)։ есть’мощность множества нагрузок меры ц, если 
мера ц дискретна. Из предложения 2 сразу вытекает следующее

Следствие. В условиях предложения 2

Ф(ов)< Card (?’(։)) (4)‘

при почти всех ® Т- .
Нетрудно показать, что функцию I можно выбрать так, чтобы 

неравенство (4) превратилось в равенство сразу при всех а £ Т. В 
дальнейшем Ф(за) будем называть кратностью значения а функции 1.

5. С каждой функцией / свяжем ее угловую производную DL 
множество всех точек С £ Т таких, что

если предел существует и С £2° 

противном случае.

Известно, что
(D/)C) = r-l։m-1-^<

t 1 — z

Для этЬго обозначим 
Jim /(rQ £ T

через 2,

lim
Z(rX)r . .

т 30, В
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при всех С£Т. Кроме того, если (£)/) (£)< + со, то Г—Нт——г- = 
1 .. 1 ы

= (О]) (С). Все эти утверждения об угловой производной можно найти
в монографии [5].

Положим Е' = {»£ Т : (£)/) (С) <2 + со}. , . .
Предложение 3. Е'с:Е.
Доказательство. Пусть Положим .а == 11т/(г^).. 

т-»1—
Проверим, .что /*(С) = я,- т. е. ՝ . »

Г-Нш Ее 1 ~*՜-?  /(г) = 4֊ °о. ’ " Г • А
: • • 1 — а / (х) » л

Имеем - • • .

Re 1±»ВД = i-ma • 2g-w ,՛ ,
1-а/(г) |1—a/(z)|2 |з — а|2 (D/) (С)

при z-> С (г£Г(С, г)).
П ре д л о ж е н и ё 4. Если С^£՜, то

14(С)-«1։ ֊.г’ 4(0 ¥=« '
J |с — Сг .. «у՛.

------1 ֊г - . 4(С)=^а ,* л > '•’ = ։8 .
«.({С}) 

а < —--------------- .*> .1
(D7) (•',) = С = + °0 и. Я» (■ {С}) тпО ПДО} 

v п М

(^)(0 =

при веере а £ Т., , •

Если же ^Е, то

всех а £ Т. \ •
Доказательство. Из определение।меры т։ вытекает равенство

которое сраЭу дает первое утверждение. Докажем теперь второе утвержде­

ние. Предположим, что +'°о. Тогда в силу (5) существует

число,М такое, что ; - > 

1^.17(гС)|» <

։• ’ *= . .. . , .
при . всех r£(0, 1). Следовательно

(DI) (С) = lim —---- KILl.1 ]im SUp
■ ■ ։ r-.i- 1 — г 1 г-։-

Предположим теперь, что ({С}) I 
. ■ 11и ЛНМДР.

. 1 • •' . 1 ,t . j

0. Тогда. <. . •;

.qn

(1
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Следовательно

(£>/) (С) = 11Ш —------------<֊ lim sup —------------ <

<< 2 lim sup 
r-l-

l«-W)|g___
(1 —r)(l—|/ (r')P)

и мы снова получаем противоречие с предположением Г-.~Е.
Следствие 1. Е' [} Е, — {г, Т: ал ({С}) > 0} при всех а £ Т.
Следствие 2. Кратность значения а £ Т функции I не бо­

лее, чем счетна тогда и только тогда, когда з։ (£') == о, (Т).
Следствие 3. Пусть (н„)я ։ —суммируемая последователь­

ность положительных чисел, для которой У, р-У2 = + Тогда су- 

ществует внутренняя функция I такая, что мера имеет вид 
= 3 ря 8;я, где ъ,—Ъ-мера, сосредоточенная в точке С, 'п 'к 

Л>1 
при п =/= к, а все остальные меры а։(а=£1) непрерывны.

Доказательство. Рассмотрим покрытие окружности Т пос­
ледовательностью дуг {ДЛ}Л>1 , имеющее бесконечную кратность в 
каждой точке (£Ти такое, что т (Д„) = р-^2. Пусть С„—середина
дуги Ая. При этом легко добиться, чтобы при п =г к. Поло­

жим )! = У, о п. Ясно, ЧТО -р- 
л>1 Ьл

Г Г/-П. ТТ гкает, что I ---------—= + со при всех ,•֊ I. Нужная нам функция I
3 к —V 

однозначно определяется равенством

1
— U2 4 ՝ если ; £ Дя. Отсюда выте՜

1 + / (г)
1 -/(*)

Функцию 1 будем называть счетнократной., если почти каждое ее 
значение а £ Т имеет не болев/ чем счетную кратность, т. е. если ме­
ра о։ дискретна при почти всех а£Т. Функцию 1 будем называть. 
континуумкратной, если почти каждое значение а£Т имеет конти­
нуальную кратность, т. е. если мера а, имеет ненулевую непрерывную 
часть при почти всех а £ Т.

Теорема 2. Функция 1 счетнократна в том и только в 
том случае, когда DI 4֊ со почти всюду на 3.

Доказательство. В силу следствия 2 леммы I DI < -J- ао 
почти всюду на У в том и только в том случае, когда са(Е') = ал (Т) 
при почти всех а £ Т. Последнее согласно следствию 2 предложения 
4 означает, что функция I счетнократна.

Отметил։, что DI выражается явным образом через параметры внешне- 
внутренней факторизации функции I (см. [6]). Таким образом, свойство 
счетнократности функции I тоже явно выражается через эти параметры.

Теорема 3. Если DI = 4֊ со почти всюду на некоторой от­
крытой дуге △, Д<=3 (mod 0), А 0, то функция 1 континиум- 
кратна.
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Доказательство- Если с, (Д) = 0 при некотором а£Т, то 
% (Д) = 0, поскольку Дс^Р (mod 0), Поэтому в этом случае функция 
а + I . .------- (а значит, и функция J) допускает аналитическое продолжение 
а — /
через дугу Д и мы приходим к противоречию с условием DI = + со 
почти всюду на Д. Следовательно, °«.(Д)}>0 при всех а £ Т. Из ус­
ловий теоремы вытекает, что а. (Р'ПД) = 0 при почти всех а^Т, от­
куда =»(£') < °. (Т)'чаа (Д) < оо (Т) при почти всех а£Т.

6. Остановимся теперь более подробно на случае, когда /—внут­
ренняя функция, т. е. У. = Т (mod 0).

Предложение 5. Если кратность одного значения внутренней 
функции 1 конечна, то 1 — конечное произведение Бляшке.

Доказательство. Если кратность значения а конечна, то 
a -j- ] .
------- —рациональная функ ция, т. е. /—конечное произведение Бляшке.

Следствие. Пусть / — измеримая функция, совпадающая 
почти всюду на окружности Т с внутренней, функцией I. Тогда 
если I не является конечным произведением Бляшке, то множест-

во 1 (а) бесконечно при почти всех а £ Т.
Следующее предложение показывает, что теорема 3 перестает быть 

справедливой даже для внутренних функций I, если предположить только, 
что т ]С £ Т : (/.)!) (С) = н- со] > 0.

Предложение 6. Существует внутренняя функция I, не являю­
щаяся счетнократной, у которой каждое значение а £ Р имеет счетную 
кратность для некоторой открытой дуги РсТ, Р 0. В част­
ности, функция 1 не явлется ни счетнократной, ни континуум 
кратной.

Набросок доказательства. Возьмех։ замкнутое нигде не плотное мно­
жество РсТ положительной меры с системой дополнителных интер 
валов {Д7}.ег, обладающей следующим свойством*:  множество {С £ Г:

* Такое множество Р ветрудво выбрать среди множеств лютеровского типа.

:Д75С} бесконечно для всех С СР, где Д7—дуга с той же серединой, 
что и Д7, но имеющая длину (т(Д7)):'3. Рассмотрим функцию ф С Л1/з
(Т) такую, что ?^>0, supp i Дт и <Р > с(/п(Д7))4/3. Здесь 

л-,.
^-Д7 обозначает дугу с той же серединой, что и Д7, но вдвое мень­

шей длины. Легко проверить, что

[ Т?'(С) = + оо

6—602



-498 А. Б. Александров

для всех ; £ F. Положим

•/ H '»I 
h

Л (*)  = (W— dm® (z£D), 
J — 2 

4т
(*)  = f ? (9 ֊ dm (').

тег J » — z 
T

Ясно, что функции / и /7 принадлежат диск-алгебре, поскольку ф £ 
€Л։/з՛ Аппроксимируя функцию ®1 линейными комбинациями о-мер, 
найдем дискретную положительную меру рт с конечным числом нагру­
зок такую, что supp — Др “pjj < f <р dm, Г (?) для՜,

J дт * I’ Ч

всех 5 (: F
и

/ (Q <6т
J С + г; 1 
4т . . ,

для всех и всех г£(0, 1), где {ет]т6Г —суммируемое семейство 
положительных чисел. Рассмотрим меру р’ = У р. Она обладает՜՜ слё- 

тег ՛
дующими свойствами:

.... .) 1-ït£L = + «, 

• т
для всех ÊÇF,

-:,.6) Г^ГО_< + оо,
f

если и р ({£)| = 0,
... • ' Ù» .'.и .

в) vrai sup f 4 </р(С) <Ч-оо.
J C — ?

L i • r

.'Рассмотрим .внутреннюю функцию I, определенную: равенством

л. . . 1 +7(*) = - Г,

т <
■Эта՜*  функция обладает всеми нужными нам свойст вами.

7. Остановимся более подробно на֊случае счетнократной вну^ренгфй 
■функции. Отметим, что такие функции представляют интерес также в свя- 
зи с теоремой Д. Кларка (см. [7] и [3]), из которой вытекает следующее 
утверждение.

Если I — счетнократная внутренняя функция, то пространство 
К/ = На$1Н֊ имеет ортогональный базис, состоящий из воспроизво­
дящих ядер \к/ (г, ).):).(дсТ}, где к/(г, /.) = —----^2

О _л
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Таким образом, теорема 2 дает много примеров внутренних фикций I, об­
ладающих этим свойством. Однако, в силу следствия 3 предложения 4 и 
той же теоремы Д. Кларка она не дает всех таких примеров.

Пусть Нр обозначает обычный класс Харди (см., например, [2]). 
Обозначим через Нр' “ пространство всех функций f £ Нр'2 таких, что 
т Т : |/(С)| > >4} = О(Д ₽). Символом Нр' будем обозначать прос­
транство всех ” таких, что т К £ Т : |/(С)| > А] — о (А~р (Д—►

Теорема 4. Пусть [ая1я>1—последовательность точек еди­
ничного круга D такая, что X (1 — |ап1)П2< + <». Тогда произве- 

»>1
дение Бляшке, построенное по последовательности нулей. [ая)я. j 
счетнократно и b'^hI12-.

Доказательство. Из результатов работы [6] следует, что до­

статочно доказать, что (DB) (С) = 2 ——2°՞ ■ £ Lu2’ , т. е. т {; £ Т : 
п>111 — а„С|

: (DB) (С) > А] =о (Д՜2'2) (А -> + со). Известно, что пространство 
/.,՛/*՛  является 1/2-выпуклым (см. [8J и [9]). Отсюда сразу вытекает, 
что DB^Li]" , поскольку !' =—-I -С С и 2(1— |а |)1/2<'+со.

' /I I 4,0

Отметим, что близкие к теореме 4 результаты имеются в работах 
[6], [10], [11].

Следствие (П. Ахерн—Д. Кларк [12]). В условиях теоремы 4 

функция —=^- является произведением Бляшке при всех a£D.

Доказательство. П усть I = exp F= ехр ~~г —
т

сингулярный сомножитель функции------ =Д- • Тогда из теоремы 4 и
1 — аВ

результатов работы [б] вытекает, что Г £ Но'2' Следовательно, F' £ 
£ Но1՜' • Отсюда получаем, что F^H\' * (простое доказательство 

этого факта можно извлечь из [13], стр. 55—56), a тогда ра=0 (см. 
[14]*или  [13]) и мы приходим к противоречию.

Теорема 5. Пусть (гп}я>։—последовательность точек про­
межутка [0, 1) такая, что 2(1—гп) + со и 2(1—гд)1/2=-}-оо;

, л > 1 , л > 1
F —замкнутое подмножество окружности Т. Тогда существует 
произведение Бляшке В с последовательностью нулей [а„|я>1: 
('ая| = гя) такое, что F— [С£Т : (ZZS) (С) = + со).

Доказательство. Пусть сначала F=0. Нетрудно построить, 
последовательность точек ол}я>1 множества Fh строго возрастающую, 
последовательность натуральных чисел {n^]^ так, чтобы
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л=п и 2)(С», (1-г4)1/2), 
] 1 Аг—п у_14-1

где п = 0, £>(С, а) = Т : |? — С| < а}. Положим ап = гп
Ясно, что Т7—множество всех предельных точек последовательности 
[ая}„.֊г Поэтому (7)В) (С) < 4- оо, если Сё՜/7. Заметим, что если

€£>(<«, (1-г„) )• то

=4֊ ее.если
Если Р = 0, то

----- > 1. Отсюда вытекает, что (£)/?)(£)!ая я

возьмем последовательность положительных чи-

сел (М„>1 такую, что X ~у 
'• 1 1П

0. Тогда в качестве а,

можно взять гя е ".
8. Пусть конечная борелевская мера на окружности Т. По-

ложим

Нр =
( )^)1/Р » если р-дискретна

-ст

4- оо, в противном случае.

С каждой внутренней функцией 1 свяжем функцию Фр, определенную 
формулой Фр (а) = Ца<Лр.

Теорема 6. Пусть I—внутренняя функция, 0 < р < 1. 
Тогда Г ^Н1~р в том и только в том случае, когда ФР^ЬР, при 
этом = |]Фр1^р.

Доказательство. Можно считать, что /—счетнократна. Из­
вестно (см. [б]), что 1' £ р в том и только в том случае, когда 
П1£1}-р. Из предложения 1 вытекает следующее равенство:

| т'-^т = Щ /),_₽ (“)•

В силу предложения 4

I (Р/)1՜' <*>«  “ £ ((£>/) (С))-" 
и ли-’

•если мера яа-дискретна. Из этих двух равенств получаем:

Замечание. Доказательство теоремы показывает, что если /(0)—0, 
•то Т((П1у-р) = ФРР.

Следствие. Пусть I- внутренняя функция. Если! р > 
то Фр + оо почти всюду на Т.

Следующее утверждение „почти обращает“ это следствие при 
1

■Р- ~2 •
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Теорема?. £ми Ф։,-2 (а) < 4-= при некотором а СТ, то 
и, следовательно, в силу теоремы б Фр < 4՛ 03 почти 
т \ 1всюду на 1 при всех р — •

Доказательство. Имеем

₽е ~7г;= Г R«—<'’•£) (*б  о), 
»֊/(*)  3 ч — г

откуда
Г (.)= С —^--</зв С) (г 6 О).

» Л (С — г)8
Отсюда вытекает, что

(дух?) <4 Г ^Ц1֊($ет).
3 ь —«I

Осталось заметить, что функция, стоящая в правой части неравенст­
ва, принадлежит пространству /,։/” °° (см. [8] и [9]).

9. В заключение рассмотрим класс всех внутренних функций I 
таких, что £>/= 4՜ оо почти всюду на Т. Мы увидим, что такие внут­
ренние функции устроены в некотором смысле так же, как и много­
мерные внутренние функции.

Измеримые функции Д и Д, заданные, соответственно, на веро­
ятностных пространствах (хп Нх)» (х։՛ 1‘») будем называть эквивалент­
ными, если существует изоморфизм (гаос! 0) <р первого вероятностного 
пространства на второе такой, что Доф — Д почти всюду.

Рассмотрим функцию зх:ТхТ -♦ Т, гх (Сх, С։) =
Теорема 8. Внутренняя функция I эквивалентна функции гх в 

том и только в том случае, когда I (0) = 0 и О1 — 4՜ ос п.в. на Т.
Доказательство. Внутренняя функция I является эндоморфиз­

мом (т. е. сохраняет меру) тогда и только тогда, когда /(0) = 0. Из ре­
зультатов работы В. А. Рохлина [15] вытекает, что гомоморфизм I экви­
валентен гомоморфизму 21 в том и только в том случае, когда мера 
ов является непрерывной при почти всех а£Т, т. е. когда £)/=4-°° 
почти всюду на Т в силу предложения 4 и следствия 2 леммы 1.

С каждой голоморфной функцией I, |/! <[ 1. в полидиске (или ша­
ре) можно аналогично связать семейства мер {“»Д6Т и {з,/^. Напри-

1. о а֊Ь/(гх) , , „мер, можно положить Ит Ке ---------------(в слабой топологии прос-а-1(гх) Н
транства мер на торе (сфере)), а в качестве зв взять сингулярную 
часть меры "в. При этом будет иметь место естественный аналог 
предложения 1.

Предложение 5. В многомерном случае все меры та (а значит, 
и ов) непрерывны.

Доказательство. Ясно, что

|а+ /(2) 0/ 1 \
,а - / (г) \1 — р (г) /

(6)
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где р— функционал Минковского полидиска (шара). С другой стороны,, 
если бы ({»})> 0 при некотором С, то

а + /(Х) .. с _ с }
а-ЦЛ) (1-г)" (1֊р(гС)/

где d—комплексная размерность области задания функции /. Осталось 
заметить, что оценки (6) и (7) противоречат друг другу, если d>1.

Используя предложение 5, аналогично теореме 8 можно доказать сле­
дующее утверждение.

Теорема 9. Пусть I — внутренняя функция в полидиске (м4и ша­
ре) комплексной размерности d~^2. Тогда функция I эквивалентна функ­
ции z։ в то.м и только в том случае, когда 7(0) = 0.

Замечание. Теорема 9 имеет место не только для полидиска и 
шара, но и для любой области Զ, Զ =7= D, являющейся конечным декарто­
вым произведением классических областей. Все необходимые сведения о 
классических областях можно найти в [16].
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Ա. Р. ԱԼԵՔՍԱՆԴՐՈՎ. Ներքին ֆունկցիաների եզրային արժեքների պստիկությանը (ամփոփում )'

Աշխատանքում ներմուծված Լ ներքին ֆունկցիաների եզրային արժեքների պատիկսւթյան*  
հասկացո/թյո/նր/ Ցույց է տրվում, որ Հլյաշկեի վերջավոր արտադրյալից տարրեր միջին ֆունկ­
ցիան րնդունում է կամայական 2 £ |а| ֊■=• 1 արժեք կամ հաշվելի, կամ էլ կոնտինուալ ան­
դամ/ Եզրային արժեքների պատիկության հասկացության ներմուծման համար գործածվող ապա­
րատը օգտակար է նաև լինում ներքին ֆունկցիաների եզրային վարքի ուրիշ հարցերում։

A. B. ALEKSANDROV. Multiplicity of boundary values of inner functions 
(summary)

A concept of multiplicity of boundary values is introduced for inner functi­
ons. It is proved that every value a С C, Ja|=l, of an inner function has countable or 
continual multiplicity. The technique used to define the notion of multiplicity admits 
an application to some other problems concerning the boundary behaviour of inner՛ 
^unctions.
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