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Введение

В настоящей статье установлены канонические факторизации широ­
ких классов мероморфных в полуплоскости функций, характеристики Цуд­
зи которых могут иметь степенной рост. Для изъяснения сути работы не­
обходим краткий обзор ряда известных результатов, часть которых лежит 
•в ее основе.

1. Условие ограниченности характеристической функции Неванлинны 
T(r, ք) (0 < г < 1) для мероморфной в круге D = [z : [z| < 1| функции 
I (z) определяет класс N Неванлинны функций ограниченного вида в кру­
ге. Как хорошо известно, Неванлинна [1] установил параметрическое 
представление класса N, записывающееся в виде произведения дроби двух 
функций Бляшке и экспоненты от интеграла Шварца с мерой ограничен­
ной вариации.

Б. Я. Левиным [2] (см. также [3], гл. IV, § 2), при решении задач 
единственности аналитических в полуплоскости функций, был установлен 
аналог формулы Иенсена-Неванлинны для полуплоскости.

Цудзи [4] получил сферический аналог формулы Б. Я. Лезина и, вве­
дя соответствующие сферические характеристики для полуплоскости, уста­
новил аналоги первой и второй основных теорем теории распределения 
значений для функций, мероморфных в полуплоскости. При этом, для ха­
рактеристик, порождающихся самой формулой Б. Я. Левина, которые так­
же принято называть характеристиками Цудзи, справедливы аналогичные 
результаты [5] (гл. I, § 5). Указанные два типа характеристик Цудзи 
имеют эквивалентный рост. В работе [4] Цудзи также доказал, что если 
для мероморфной в замкнутой полуплоскости функции ограничена его ха­
рактеристика, то она ограниченного вида, т. е. представляется в в>иде част­
ного от двух аналитических и ограниченных в полуплоскости функций.

По сути дела, более подробный результат о классах аналитических в 
полуплоскости функций, для которых ограничена характеристика Цудзи, 
был получен значительно ранее В. И. Крыловым [6]. Им были установ­
лены параметрические представления классов N и Nm аналитических в 
>верхней полуплоскости функций, для которых, соответственно.

+ - +-
sup I log+]/(x-Hi/)|rfA-< -ь со, или sup hlogl/(x + iy)|'rfx<4-oo.
у>0 J у>0 J

(1)
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После отображения W = iz՜' класс N В. И. Крылова переходит в класс 
аналитических в правой полуплоскости функций, для которых ограничен 
специальный случай характеристики роста Цудзи, когда интеграл взят по 
всей касательной к мнимой оси окружности. При этом, классы N и Ыш— 
суть строгие подмножества класса функций ограниченного вида в верхней 
полуплоскости. Следует отметить, однако, что характеристические функ­
ции как таковые В. И. Крыловым не были рассмотрены.

2. Результат Неванлинны о параметрическом представлении класса 
N мероморфных функций ограниченного вида в единичном круге D нашел 
существенное развитие в работах М. М. Джрбашяна [7], [8], [9]. В своей 
ранней работе [7] (см. также [8] — суть ее развернутое изложение) 
М. М. Джрбашян установил канонические факторизации новых, широких 
клссов 7V«(—4՜ <») мероморфных в круге [функций, для кото­
рых^ характертстика Неванлинны может иметь степенной рост. Класс 
7Vâj(——это множество тех мероморфных в круге D 
функций / (z), для которых

1
j’d-r)* Т(г, /)</г<+оо. ( 2

о
В основе настоящей статьи лежат сформулированные в приведенных 

ниже теоремах I и II результаты работы [7] М. М. Джрбашяна.
Теорема I. 1°. Пусть CÇD — любая точка. Тогда при лю­

бом а (— 1 < а < 4՜'°°) функция

Л . гч I о t ni — f Г dt | ,Аа (z, Qsexp {— (z, Q) = exp< — l ֊-----֊֊ (3)
I J (1— Z4 t) t )

M*
аналитична в D и имеет нуль, притом первого порядки, только в точке 
z = С.

2°. Пусть / (z) £ Na (— 1 < « < 4՜ °о) (/(z) ^0) —любая функция,, 
а [ар.| и (6,1—ее нули и полюсы, отличные от г=0. Тогда

f J (1 - IT)BI logI/ (С)| | da (С) <4-00

' D
(rfa(C) — элемент площади), и, одновременно, вместе с рядами.

Е(1-|а,1)2+։, 2(1֊ма+в 
р »

равномерно сходятся бесконечные произведения

«а (г, (а11)) = П Аа (z, аД (z, |6, ]) = П Л, (z, b,)'. 
и »

Отметим, что эти произведения при натуральйых значениях а были 
позже рассмотрены также Цудзи [Ю} (гл. V). Далее, при а = 0 произ­
ведение %, по существу, переходит в произведение Бляшке.

Теорема II. Любая функция f (z)Ç7V«(—4՜°°) допу­
скает факторизацию вида
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*‘а * I Vч / /

х ехр| 2^^ |՜ [ (1 -14«)« С)1; н< I,
I г- л и (! — «։•) 1о

(4)

где С, — первый ненулевой коэффициент разложения Лорана функ­
ции /(г) в окрестности начала координат, а Ка — константа, за­
висящая лишь от а и ). (причем Кл = 1 при Х = 0).

Как нетрудно заметить, а определении класса (—1 < а < + «?)
заложена структура оператора дробного интегрирования Римана-Лиувил­
ля. Как хорошо известно, в дальнейшем, с усовершенствованием методов 
исследования и с применением этого оператора М. М. Джрбашяном [9] 
(гл. IX) была построена новая, более совершенная теория параметрических 
представлений несколько инь;х классов Л, (—1 < а < + оо) мероморф­
ных в круге функций, для которых ограничена новая характеристическая 
функция сложной структуры. Однако ранние результаты М. М. Джрбашя- 
на остаются ценными и актуальными в силу их простоты в приложениях. 
В связи с этим следует отметить работы Ф. А. Шамояна [11], [12], где 
сначала установлены параметрические представления для классов 
М' (—1 < а < + °о), а затем найдены их существенные приложения в 
описании идеалов алгебр аналитических в круге функций с ограничением 
на рост вблизи границы круга.

3. Рассматривая задачи представимости мероморфных в полуплоско­
сти функций, совершенно естественно, как и в круге, дать возможность 
функции- для более быстрого роста и, тем самым, рассматривать по воз­
можности более широкие классы мероморфных функций.

В работе автора [13] были установлены зависящие от непрерывного 
параметра а(—1 < а <2 + ос) семейства формул типа Карлемана и 
Б. Я. Левина, введены семейства характеристик типа характеристик Не- 
ванлинны для угла и характеристик Цудзи. Эти результаты позволили 
там же получить новые факторизации для аналитических в замкнутой по­
луплоскости функций любого конечного порядка, а также параметриче­
ские представления, новых классов, типа В. И. Крылова, функций, аналити­
ческих в полуплоскости. Построение этой теории существенным образом 
опиралось на свойства оператора интегродифференцирования Вейля, а так­
же на свойства исследованных автором [14], [15] произведений типа 
Бляшке для полуплоскости.

Данная статья посвящена установлению полуплоскостных аналогов 
ранних результатов М. М. Джрбашяна [7] и связанных с ними результа­
тов Ф. А. Шамояна [11]. Следует отметить, что, не совпадая с классами 
функций из [13], рассмотренные в статье классы мероморфных функций 
обладают существенно более простой структурой.

В §§ 1, 2 на основе теоремы II, посредством применения специально­
го метода отображения с последующим предельным переходом, получены 
зависящие от непрерывного параметра а(1 а <■ + оо) семейства фор­
мул типа Б. Я.Левина (теорема 1.1) и характеристик типа Цудзи (п. 1.4). 
Затем, тем же путем установлены канонические факторизации для классов 
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типа В. И. Крылова мероморфных в полуплоскости функций, для которых 
характеристика Цудзи может иметь степенной рост (теорема 2.2). В полу­
ченных канонических факторизациях участвуют рассмотренные автором 
совместно с Г. В. Микаеляном [16] произведения типа Бляшке для полу­
плоскости.

Следует отметить, что аналогичный метод отображения с последую­
щим предельным переходом был применен также в недавней работе [17] 
М. М. Джрбашяна и А. Э. Джрбашяна, где были установлены интеграль­
ные представления аналитических в верхней полуплоскости 0<+> функций,- 
принадлежащих Ьр (б(+), у*<1х<1у) ( — 1 < а <С 4՜ ос, 1 р 4-оо).

В § 3 установлены полуплоскостные аналоги результатов работы [11] 
Ф. А. Шамояна. В частности, установлены (в лемме 3.1) оценкч типа 
Цудзи (см. [10], теорему У.25) для произведений типа Бляшке из [16]. 
Леммы § 3 вместе с теоремой 2.2 дают возможность установить в конце 
статьи теорему 3.1 завершенного характера — о параметрических пред­
ставлениях рассмотренных в § 2 классов мероморфных в полуплоскости 
функций.

§ 1. Формулы типа Б. Я. Левина и характеристики типа Цудзи

1.1. Пусть функция Л (ш) мероморфна в нижней полуплоскости 
= (ш: 1т ш 01 и ПРИ любом р£(—оо, 0) в полуплоскости 

Ср-) = (то :1т ш < р| содержится не более чем конечное число ее ну­
лей Оц и полюсов 6,. Будем полагать, что р£ (— ՝■», 0) фиксировано 
и R тах ||1т а։,|, |1т6,|). Отображение г = =

=(ш—/р)//?4-г՜ переводит круг |ш4-г (R—р)| R в единичный. С другой
стороны, в этом круге содержится не более чем конечное число нулей и по­
люсов функции /•'(ш), и они могут лежать лишь выше ее центра. Поэтому 
функция

/(г) (ш); г = (ш — гр)//? 4՜ г'
мероморфна в замкнутом единичном круге и имеет там не более чем 
конечное число нулей а(1 = (аи. — гр)/R+i и полюсов 6, = (6, — г'р)//?4-г', 
которые могут лежать в верхней полуплоскости.

Для функции /(г), очевидно, справедлива формула (4) теоремы II 
при любом а/>—1. Причем в ней, как легко заметить, 1=0, ЛГ։ = 1, 
а Сх = Со=/(О). Заменим в этой формуле а на а — 1 и вернемся к 
функции /г(ш). Тогда, ввиду того, что при О(/?, р) = {«>: |ш4-г(^— 
— Р)| /?1 имеем

_1£гЛ’б1о, 1].
R । R /?’

(1-1)

приходим к представлению вида
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IogF(w) =

Im Z — р|’—1 logl Гр|
Л(С)-

z(w— C —2 ip)

— log FC— i(R — p)); w^O(F, p), .0 < i < 4- co. (1.2)

Для дальнейших целей важна также следующая формула, 'непосред­
ственно вытекающая из (3):

2а( 0, s-ip , Д 2, + ՞ .. .------ 4՜ г I — —пт *m s — рR J /?’+“ 1
т«

— |Imj 
Rо

֊֊(2/?-1)'+։|Im s -рГ+<7. (s, Р, /?); 0 < т< + оэ. (1.3)

1-2. Для установления формулы типа Б. Я. Левина необходимы сле­
дующие предварительные леммы.

Лемма 1.1. Пусть »(Z)^-O— измеримая функция на оси 
0 < Z < 4֊ оо. Тогда при любом а (1 + оо) имеет место равен­
ство 

+■« +-
J Z*՜’ Ч> (i)df = sup (Z — е)“՜1 <р (Z) Л. 

о «

Доказательство. Во-первых, очевидно, что правая часть требуе­
мого равенства не больше, чем его левая часть. Во-вторых, как нетрудно 
убедиться, для любой последовательности еп 4 0 правый интеграл, моно­
тонно возрастая, стремится к левому.

Лемма 1.2. Пусть ф(С)— измеримая функция в полуплоско­
сти G^~) (— оо < р 0) и при данном л (1 а < 4- оо)

| ,1m С — р|* 1 ф (С) с/з (< ).
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Доказательство. Введем в рассмотрение функцию

Я«.Р(С, Я) =

|С֊/р|2 V-1
2 Я Нт С — р| /

— 1 при Z £ 0(Я, р)’

— 1 при 0(Я, р).

Тогда, очевидно, утверждение леммы будет эквивалентно соотношению

л11т_ J J Я«, „ (С, Я) |lm С - рГ՜1 ф (’) do (С) = 0. (1.4)

Для доказательства этого соотношения заметим, что \Р„. р (Z, Я)|-С1 
при C£Gp-). С другой стороны, для любого фиксированного C^G^֊> 
имеем limP«. Р(ч, Я)=0. Поэтому, в силу теоремы Лебега, при 

/?-+•
R -» 4- оо стремится к нулю' интеграл в (1.4), и лемма доказана.

Теорема 1.1. Пусть Я(ш) — мероморфная в нижней полу­
плоскости Gt->= (w : Im w 0| функция, имеющая при любом 
р£ (—оо, 0) не более чем конечное число нулей ал и полюсов Ь? в 
полуплоскости Gj-) = {w : Im w <Ср}- Далее, пусть при данном 
а (1 < а < ос) выполнено условие

J j liraТ՜1 Ilog|FC)| !</<»(■:)< 4- СО. (1.5)

<А֊>

Тогда при любом р£ (—оо, 0) справедлива формула

°= ֊ j JИга с - f-Г11 Ogi F (Q| da{\) -

S |Im a;t — p|l+։ + ֊4֊ S |1т*,֊рГ։-

-2՜“ lira ?+e log |/=(—ft)b (1.6)

где последний предел существует и конечен.
Доказательство. В силу леммы 1.1, (1.5) обеспечивает выпол­

нение условий леммы 1.2 для функции ф (Q = log F(Q'. Следовательно» 
при Я —» 4֊ оо интеграл в формуле (1.2) с ш = — /(Я— р) стремится 
к интегралу формулы (1.6). Теперь заметим, что как очевидно из 
(1.3), при любых фиксированных р<^0 и s~Gp 1 имеем lira/« (s, р, Я)= 

= (14-®)-1. Поэтому, ввиду конечности сумм в формуле (1.2) (с 
w = — /(Я —р)), предельный переход Я-» 4՜ 00 преобразует их к 
суммам (1.6). Существование и конечность последнего предела обеспечи­

вается существованием и конечностью остальных пределов.
1.3. В теореме этого пункта приведен специальный случай формулы 

Б. Я. Левина. Ее утверждение нетрудно получить из теоремы XX работы 
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В. И. Крылова [6] при помощи предельного перехода. Затем приведены 
соответствующие характеристики Цудзи.

Теорема 1.2. Пусть функция F (ы) мероморфна в полупло­
скости G(a (ajL|cG(_) и [6,(СС! ‘—соответственно нули и по­
люсы этой функции. Тогда, если при любом р < 0 в полуплоскости 
Gp՜) лежит не более чем конечное число точек Ь,, и Ф(и)=/(ш + 
4֊ /р) С Nm, то справедлива формула

£ |Im ал — р|— V |1т6,— р| =

+ ->
= 77- flog Г(и-|-/р)|</«-----lim Hog F (—ft)|(— oo <p<0), (1.7)

2 r. J 2 +-
—— M 

где последний предел существует и конечен.
Предположим теперь, что п (/, F) — количество полюсов функ­

ции F(w), лежащих в полуплоскости <7/-) и рассмотрим функции
р

N(P,F)= J] Цт6,֊р/= ('(p-/)rii(f, /), 

\60‘՜’
(1.8) 

р
N(p, /:-1)= X |1шан—Р!= I (Р — *) (t, F՜1), 

а ео(՜“) Г Р

m (р» F±‘) = i- I log* |F(u 4֊ ip)ku, (1.9)
2« j

— О»

L (p.F±J) = m (P, /±’) + N (p, /±J). (1.10)

Заметим, что эти функции являются инверсиями специального случая ха­
рактеристик Цудзи, рассмотренных в [5] (гл.. I, § 5). При этом, формула 
Б. Я. Левина (1.7) переходит в соотношение равновесия вида

L (р, F) = L(p, f_1) + Cr (- оо<р<0). (1.11)

1.4. В этом пункте из формул (1.6) типа Б. Я. Левина будет выведено 
зависящее от непрерывного параметра а(1^ а < -}- оо) семейство харак­
теристик типа Цудзи. Для этого сначала заметим, что

J J |1т ; — рГ՜1 log |F (С)| da (С) = a [m, (р, Л) — m„ (р, /)“')],

где функции ша — суть усреднения характеристик Цудзи (1.9):

р
(Р» F±l) = Up — f)“՜1 m (/, F±J) dt.
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Далее, легко видеть, что
р

£ |Im6,-p.1+*^ F).
Mo։,՜’ л.

Поэтому, интегрированием по частям получаем

— у |Im6, —p|1+’ = «N.(p, Л),
1 + “ ь ֊о<-’

V- р 
где 

р
N« (р, F) = ֊^֊ f (Р - О’՜’ N (/. F) dt.

1 + « J

Аналогично, для нулей функции P('dü) имеем

— у Itao.-h'^œaN.fp, F՜’)- 
1+• V»;-’

В силу введенных обозначений формула (1.6) запишется в виде

m։(p, F) + N։(?,F) = m.(p,F-1) + N։(p, К՝)+С.(П (р<0), 

где C<i(F)Ç;(—°о, + со)—постоянная, или, что то же самое, в виде 
соотношения равновесия

L«(p, F)t=U(p, F-1)+C,(F)(-oo<p<0), (1.12)

где Le — характеристики типа Цудзи, являющиеся их усреднениями — 
/ о

L«(P, М‘) = |(p-O“"1[m(t/;±1) + —- N(^±։)]<«- (ЫЗ)
J 1 пг а

— »
1.5. Общеизвестно, что для любой функции f (z) 0, со, мероморф-՝

ной в единичном круге, имеет место соотношение равновесия вида 
T(r, f)= T(r, (0<Zr<Z !)• гДе F— характеристика Неван

линны. В силу этого соотношения условие (2), определяющее классы 
TV, М. М. Джрбашяна, эквивалентно условию

1
J (1-г)*[Г(г,/)4- 7’(г.Л1)]‘/г<+«>; -l<a<+œ, 

f о
или, если 0 < к <'֊4֊ оо, условию sup [Л (г,/) 4֊ Га (г,/-1)] 4֊ <»,

0<г<1
где Г» — характеристика типа Неванлинны следующего вида — 

. г •
* T.(r,f) = ^(r-i)՝T(t,f)dt. 

о
Однако ясно, что не для всех функций, мероморфных в полуплоско­

сти О выполнено соотношение равновесия (1.10) между характеристи­
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ками Цудзи. Поэтому прямыми аналогами классов Л՛’ <М. М. Джрбашяна 
следует считать классы мероморфных в G{_) функций F{w), для которых

О
J |/|*՜’ [L (t, F) 4֊ L(t, + оо; 0 <а< 4- ос. (1.14)

—- ав

Отметим, что при 1^ а < 4֊ оо, в силу леммы 1.1, это условие эквива­
лентно условию

sup [L.(р, F)4-Le(p, ^~')]< •+ Ос’ 
- «■'р' о

Нетрудно убедиться также в том, что (1.14) одновременно эквивалентно 
условиям теоремы 1.1, при выполнении которых справедливы формулы ти­
па Б. Я. Левина (1.6), а также соотношения равновесия (1.12) для вновь 
введенных характеристик типа Цудзи.

§ 2. Канонические факторизации классов мероморфных 
и полуплоскости функции

. В этом параграфе путем последовательных предельных переходов 
/?|оонр!0в формуле (1.2) будут установлены канонические фактори­
зации новых, широких классов типа В. И. Крылова функций, мероморф­
ных в полуплоскости.

Определение 1. Будем говорить, что мероморфная в нижней 
полуплоскости G^՜’ функция /г(ш) принадлежит классу N™p(0<^a< 

4֊ со, 0 < ? < 1 +- а), если

,-՛ ul«-։
j —^) + L(6 F-,)]tf/<4-°0. (2.1)

ев

Очевидны включения

N^EN:p,(0<«<4-«>, о 14-а). (2.2)

N“f> Е. N?+s, ₽+г (0<а<4- СО, 0 < 14- а, 0<?<4-оо). (2.2՜)

Следует особо отметить, что предельные переходы /?|ооцр10в 
формуле (1.2) оправданы, в частности, как мы убедимся ниже, для функ­
ций классов N™0, являющихся, как было отмечено выше, естественными 
аналогами классов Л’ М. М. Джрбашяна. Однако, при этом возникают 
существенные затруднения в случае, когда 0 < а < 1. Оказалось одна­
ко, что легче установить канонические факторизации непосредственно для 
функций из наиболее широких классов N" ։+в (0 <^а < 4՜ оо). г >

2.1. Для дальнейшего изложения необходима следующая . ,
Лемма 2.1. Пусть F(w) £ N“ р(0 <С “ + °°> 0-^ ß <1 + “)• То­

гда нули |ац]сС(-) и полюсы \b,\czG''՜^ этой функции таковы, что

J]|lm аИ11+’ < 4՜ °°» У, |1ш 4 °0- (2-3)
и •
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Одновременно

f f TTv-^ie>1о*> Г(Г’։| I d3(:) < + °°- <2 4)
J J 1 + |Im ',|®
о(--։

Доказательство. Сходимость интеграла (2.4) непосредствен­
но следует из (2.1). Для доказательства сходимости сумм (2.3) заметим, 
что, как также непосредственно следует из (2.1)

о
fJÜXL-Na <+<*>. (2.5)
J 1 + К.— Ou

Сходимость одного из этих интегралов обеспечивает сходимость первой из 
сумм (2.3), а сходимость другого—сходимость второй суммы. Докажем, 
например, сходимость первой суммы. Во-первых, если бы при некотором 
р0 < 0 в G1̂ 1 содержалось бесконечное число нулей ctp. функции F(w), 
то для любого / (ро/2 <С 0) имели бы

N (/, Л՜1) = X (Um а„| - X ([Im ал| - |fo|/2) >

> S ('1таи1-|р0|/2)> х (,Ро1֊'Ро1/2)=+оо.

Это противоречит (2.5). Тем самым, max [|Im a.JJ =т0 + ос, и, как
р

нетрудно убедиться

Г >!“(1 + а) (l + mglHSIIrn«/*“.
1 + |e| P-

2.2. В этом пункте путем предельного перехода R ] оо в формуле (1.2) 
для функций классов N"1+1I устанавливается семейство формул, являю­
щихся естественными аналогами формул типа Иенсена-Неванлинны для 
•круга, открытых в ранней работе М. М. Джрбашяна [7] (см. также [8]). 
Как в установленном в этом пункте семействе формул, так и в установлен­
ных затем канонических факторизациях классов N” ? участвуют (произве­
дения типа Бляшке для полуплоскости, рассмотренные в работе [16]. 
Элементарные факторы этих произведений имеют вид

2 |1тС1
а» (w, С) = ехр{— f ' ‘ (2,6)

( J [t 4-։ (w J
о

Отметим, что при любых фиксированных C£G(֊) и а(—1*Са<С՜*՜ °0) 
функция аДш, С) аналитична в G(-) и имеет нуль, притом первого 
порядка, только в точке w = G При этом, условие сходимости произ­
ведения

Z?» (w, [ад*]) зз П tu (w, wt) (Jw*)cG(-\ —1 <C”i-°0) (2.7)
k
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имеет вид
S |Imto*|t+‘<+co. (2.8)

Докажем еще две предварительные леммы.
Лемма 2.2. Пусть w и $—фиксированные точки из Gp՜' (р<0)- 

Тогда при любом а(—1 <а< 4֊ °°) справедливо соотношение

lira 2» (——— + i, ----- — +Л = — log а, (w — гр, s—гр). (2.9)
/?-+- \ R R /

Доказательство. Пусть z, ч £ G(՜’ — любые фиксированные, 
а Л>0 настолько большое, что |«+гЛ|<^/? и |С 4֊ г7?| R. Тогда 
по (3)

£
R

'______(1-0-

Л—
\ C 4- iR

dt 
t

Воспользуемся теперь равенством (1.1) и после замены переменной инте­
грирования г = R (1 — /) убедимся в том, что

2 Ит С|

lim 2, (— 4- i, 
\ R R

•t’rfr

о
Ввиду (2.6), это соотношение после замены г = ш— гр, С = 8 — гр пе­
реходит в утверждение леммы.

Лемма 2.3. Пусть F(w)^Na7i+« (1 -С« < 
бых р<0 и w £ Gp-) справедливо соотношение

+ J \ 2Л|1шС—p|
O(ff.p)

|ImC-Pl-Tog |F (C)|

при лю-

Л(0 =

К

IT«, r_ 1Qg|^(C)l
[i(w —С-2гр)]

л (С). (2.10)

Доказательство. 
С, R), полагая

Введем в рассмотрение функцию Ч'«.р(ш,

г/гцтС—р1
w — ", — 2 гр) —

։+«
ф;.р(щ՛, :,/?) =

R
1

[г՜(«г — С — 2 гр)]'
при O(R, р),
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*«. P(w, С, /?) = ֊ —------- 1 . -j.- при l£O(R, P).
[։(w - , — 2zp)J

Очевидно, что (2.10) равносильно соотношению

Jim J J Ч\. p(w, С, /?) Jim С — р|’-։ bg |/'(С)| do (Q = 0, (2.11)

С целью доказательства последнего оценим функцию W«. р(т7, С, R)t_ 
полагая, что Л^>2|ш— zp|։/|Im w — р|, а точка w£Gj֊) фиксирована^ 
Если С£О(/?, р), то, очевидно

|4r0.p(w, С, /?)|<|(w -zp)- (С-։р)Г‘1+։Ч Ц-

(w — zp) (С — zp)
(w — zp) — (C— zp)

Однако Im(w —zp)<0 и Im(C — zp) <0. Поэтому, как легко видеть,.

(ц> — zp) (С—Zp)

(w — zp) — (С — Zp)

1 1 _1^/r 1 Г* / *
----------= <_ ( Im--------- 1 <_ — 
w—zp C—zp \ w—zp/ 2

Далее, так как |(w — z'p) — (C—zp)| .> | Im w— pi 4՜ ilm r,—?|, то ввиду 
включения (1.1) при фиксированных р<0и w £ Gp֊), любых 7?> 
>2|и>— z"p|։/|Imw — р| и r,£O(R, р) справедлива оценка

|4\P(w, С, /?)|< ________ 1 4- 21+*________
(,Im w — р| 4՜ [Im С — р|)1+в

Нетрудно заметить, что в силу определения функции !?<,, Р(ш, С, R) 
эта оценка сохраняет силу и в случае, когда С £ Ср՜ ։\О(7?,. р). Вос­
пользовавшись теперь неравенствами

1
(а 4֊ 6)’“

1 max [1, а—11+“1} 
аИ-«4- &։+»^ 1 -J- »>։+• (а, b>0; l<œ<4-œ),

1 1 4- (1 + g)1+.‘
l-b(.t—а)1*“ 1 4֊ х1+“

(0< a х 1<а<^+=с)»

окончательно приходим к оценке

.Ч'а, (W, С, Л)| <
c.,p(w)[i + (i+|p|)1^]

1 4- |lm С|1+*

где С։, р (w) = (1 4-2^*“) max[l, |lm w — р|_(1+в)).
В силу последней оценки, сходимости интеграла (2.4) (с ®=1-4-а)< 

и леммы 1.1, подынтегральная функция в (2.11) имеет не зависящую 
от R > 2 |и> — z^l’/JIm W — р| суммируемую мажоранту. С другой сторо­
ны, ясно, что lim Ч'в|Р(и>, С, /?) = 0 при любых фиксированных р<,0՛ 

г /?-»т00
и w, C£Gj֊). Поэтому, в силу теоремы Лебега справедливо соотно­
шение (2.11), и, тем самым, лемма доказана.



Парлыетричесхие представления классов функций 463

Теорема 2.1. Пусть F (w) £ N՞i+« (1 а < 4֊ оо). Тогда при 
любом р *4.0 справедливо представление

°₽՜’

+ X loga, (w — zp, ал — zp) — S loga« (w — zp, 6, —zp) —

— log[ lim F(—z?)J; w £ Glp-), (2.12)
(-+-

где [a.x) и [Z>,|—суть нули и функции F(w), а предел в скобках 
существует, конечен и не равен нулю.

Доказательство очевидным образом следует из формулы (1.2) 
и соотношений (2.9), (2.10).

Для доказательства основной теоремы параграфа необходимы еще три 
леммы.

Лемма 2.4. Пусть последовательность |w4)c:G<_) при дан­
ном а(—1<։< + °°) удовлетворяет условию (2.8). Тогда при лю­
бом w С G՛՜’, не принадлежащем отрезкам lk = (w : Re w = Re w x, 
Im w4 < Im w < 0] (£^>1) справедливо соотношение

lim S logcu (w— zp, w*— zp) = У logaa (w, шД (2.11)
—° .4eo<֊’

Доказательство^ Предположим сначала, что Imw< — 4/n0, 
где т0— тах Im w4|. Очевидно

■С У |loga,(w — zp, wk — zp) — logaa(w, wa)| 4֊

4՜ S Ilog ал (w, w*)| = 5X + 5։.
f Im e4<0

В силу сходимости последнего ряда (см. [16], теорему 1.2) для любо­
го е > 0 существует такое р, < 0, что

52<е/2, при р1’\р < 0.

Оценим теперь сумму 5,, заметив, .что ввиду (2.6)
2 |1т п>л|

5, < V (' --------—------------
1т^Р 3 1՜ 4г I (ш— ТО.)|1 + “

2(|1ш ш4|-1Р|)

(2.14)

При этом, здесь — ш*| — т > т0, так как |w — Г т0, а 
0 т С 2 /Пр. Воспользовавшись этим, получим
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21 + ։ ( V .1 |1+»
-у-:—;—гт; { 2, |lmw.| —( 1 [ Im m^<p

К (HmwJ-lpl)11’
Im w*<p

Однако, при выполнении условия (2.8), как нетрудно убедиться

lim £ (|Im wj — (pj)1 h°= Ц|1тш4|1+“. 
p-»—о i® w^<p *

К тому же пределу стремится и первое слагаемое в фигурных скобках.
Поэтому существует такое ра<СО, что при р»<^р <0. Отсюда,

и из (2.14) следует соотношение (2.13) для любого w £ G<-,։ такого, 
что Im w С—4т0. Заметим теперь, что’если последовательность |w*J 
конечна, то соотношение (2.13) справедливо для всех ™еа.(->\ии*) 

к
Следователяно, это соотношение справедливо вне множества U {/а) и; 

к.
в случае бесконечной последовательности {w4}.

Лемма 2.5. Пусть F (ш) С N7 цо (1 < “< + Тогда

lim f I jim С — p|“ ՝՛ 
f—о J J

°Г

log|f(C)|
|Z(w —C—2zp)]l+t

(2.15)'

O<->

Доказательство вполне аналогично доказательству леммы 2.3.
Лемма 2.6. Пусть последовательность (w4|cGl-> удовлетво­

ряет условию (2.8) при данном а. (— 1 < а < + оо). Тогда функция

logB7 (w, {».}) = — J J [t + z(w— wJ]1+T • (2.16)»

о

при любом фиксированном w \ таком, что Imw^ — 4zn0 (m0= 
= max |1, maxjlmwj}), непрерывна по параметру 7 на отрезке 

k
a, ~г °°).

Д оказа тель ство. Ясно, что каждое слагаемое ряда (2.16) обла­
дает требуемым свойством. Поэтому для доказательства леммы достаточно 
убедиться в абсолютной и равномерной сходимости этого ряда в любом 

сегменте [а, Р]<= [ х, + <»). С этой целью предположим, что [а, [3]<—лю­
бой такой сегмент и 7 £ [а, р]— любая точка. Тогда очевидно, 
т -|- i(w — w։)|l+ï>- mi+։, и, следовательно, при 0 <JIm wJ < 1/2

2j+։
J b + ,■ (w -.jf < 

0
2.4. Докажем основную теорему параграфа о канонических фактори­

зациях функций классов N” 3 (0 + °0, 0 < ₽ < 1 + я).
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Теорема 2.2. Пусть Æ(w) Ç NJT1+« (0 а + со). Тогда спра- 
ведлив» представление

Г(ш) = Ср В։ (w, {ар.})
Ä(w, (6,))

X

X exp | — e 2 I f |Im СГ՜1 do (C)} ; w £ Gt-։, (2.17>
I « ■՛ J (w — Q I

o<֊5
где В„ — сходящиеся произведения типа Бляшке, составленные по 
нулям и полюсам функции /■(«»), а Сг=1։т[/7(—г7)]~։. При это м,.

этот предел существует, конечен и не равен нулю. 
Доказательство удобно провести в два этапа.
а) Пусть 1 а < -j-oo. Тогда к представлению (2.17) приходим 

предельным переходом р f 0 в формуле (2.12), в силу соотношений (2.15), 
(2.13) и единственности аналитической функции.

б) Пусть 0 < а < + 1. Тогда, ввиду (2.2'), F(w) £ N“i+T при лю­
бом 7 а. Следовательно, для этой функции справедливо представ­
ление (2.17) при i = Зафиксируем теперь любое w£Gt-) такое, 
что lmw<—4 тпх (m^ max {|Im аи|, |Im6»!}). Тогда правая часть (2.17) 

Р-. ’
(с а = 7 1) тождественная [постоянная по 7. С другой стороны, в
силу леммы 2.6, ее сомножители — непрерывные по 7 («-С 7 < + °э) 
функции. Поэтому справедлива формула (2.17).

Замена ние 1. В силу включения (2.2), факторизацию вида (2.17) 
допускает любая функция из N"ß (0<^а<^4֊оо, 0<С?^С1 + а)«

Замечание 2. Как нетрудно заметить, примененное в пункте б) 
доказательства теоремы 2.2 рассуждение дает возможность распростра­
нить на случай 0 < р < 1 также формулу (2.12) теоремы 2.1.

2.5. Установим оценку для экспоненциального множителя в (2.17).
Лемма 2.7. Пусть *F (ш) £ N™ 3 (0 < а <' 4- <х>, 0 •< ß 1 + а).. 

Тогда при любом w £ G՝-) справедлива оценка 

а 2°

о։-)

_Log|fG)|
[/(w-Ol1 d° (С)

<х2«+Р-Ч 1 + |Im Шр Г Г Ilm:»-1
« {Imw|l+“ JJ 1-Hlmср 

o<~)

|log!FQ||rf3(C). (2.18) ■

Доказательство. Пусть w,-C£G( \ Тогда, очевидно, |и>—
|Im w I -J- Jim C|. Следовательно, воспользовавшись неравенствами 

a + b > a (1 + 6)/(l + a) (a, b > 0), 1 < (1 + x)?/(l + x») 4 2?՜1 (x > 0, 
ß > 0), получим

____ 1_ <2l₽-։i 1 + lIm ml3 1 .
|w — C|։+e jim wJ1՜1՜“ 1 -J- J InKp

Отсюда непосредственно следует оценка (2.18).
4—602
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Замечание. Если последовательность 1 удовлетво­
ряет условию (2.8) при некотором а (— 1 < 4- со), то, как нетруд­
но убедиться, при 1т то < — 5 тах |1т то ,| справедлива оценка

|1о21Ва(то, (тод1)||< ֊ ^Цтто^' ПттоГ1՜’. (2.19) 
1 + * )

Отсюда, из (1.18) и факторизации (2.17) следует, что для любого 
/■(то) £ <0 < а < -|- оо, 0 < 0 < 1 а) имеем Пт /?(—й) = ± 1.

Тем самым, при 0 ^0 <1 4՜ ’ равняется I или —1 множитель Ср ка­
нонической факторизации (2.17).

2.6. Условие (2.1), при выполнении которого мероморфная в ’ 
функция У7(то) принадлежит классу (0<а< 4- оо, О<0-<1 4֊ а ), 
накладывает ограничение как на характеристику роста Ь (/, Р) этой 
функции, так и на характеристику ее убывания Е (/, Г՜1), В отличие 
от этого, в данном пункте рассмотрены классы аналитических в С(~* 
функций, в определении которых накладываются ограничения лишь на ха­
рактеристику роста.

Определение 2. Будем говорить, что аналитическая в полупло­
скости С(-) функция Р (то) принадлежит классу (0 <а 4՜ 00 )> 
если при либом [> 0

зир |1о8|Г(и4֊ г&)| 4՜ оо,
«<р Л 

— ао 

и, одновременно
0 0 ! +«■

[ г ,14; Ь («, л У 1ог+ Ки + Й)1 </и < 4- °о.

—.130 — “

Поскольку ДЛЯ любой функции /Г(ш)^Н։) (О<я < 4֊ оо), я силу 
теоремы .1.2 имеет место формула Б. Я. Левина (1.7), и, следовательно, 

.соотношение равновесия (1.11), то очевидно включение

ы,т։+а(0<я<оо).

< Следовательно, для функций из вновь введенных классов справедливы 
утверждения.леммы 2.1, а также каноническая факторизация теоремы 2.2.

§ 3. Параметрические представления классов Ы՞?

В этом параграфе исследуются вопросы принадлежности сомножите- 
. лей канонической факторизации (2-17) классам 14" Д0<а<4՜ 
0^0^14՜ а), на основе чего удается установить параметрические 
представления этих классов в случае, когда 0 5^ 0 < а.

3.1. Докажем сначала оценку, нужную для дальнейшего изложения.
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Лемма 3.1. Пусть последовательность {tüj,} cz (7(—) такова, что 
при данном я(—1<«<-гоо) выполнено условие (2.8). Тогда спра­
ведлива оценка

, ։ Ilm wJ,+* t .
log|B«(w, {wj)| < С, v ------- =ГПТ«; w՝- G ’» (3-0

» [to — wtl

где С, £ (0, 4֊ <х՝) — постоянная, зависящая лишь от г.
Доказательство. Легко заметить, что для установления оцен­

ки (3.1) достаточно доказать справедливость такой оценки для одного 
фактора произведения 5а. С этой целью предположим, что С = 5 + Й) £ 
£ G1՜1—любое и рассмотрим в отдельности два случая.

а) Пусть 2 |rj/,w —С| > 1/5. Воспользуемся рекуррентной форму­
лой

I р 1 / 2rn \«-Д+’։a. (w, С) = а0-р (w, С) ехр £ —Ц- (-Ц-) (3.2)

(где р^О целое и р—1<^։-<р). Отметим, что эту формулу легко- 
получить из (2.6) интегрированием по частям, и она по существу при­
ведена в [16]. Из (3.2) следует, что при целых а = р>0

Однако в рассматриваемом случае

Пусть теперь а (—1 < а < 4՜ °°) не целое. Тогда из (3.2) следует 
оценка

\1+«
— тп) ’ (3.4)-

где В=а — р£ (—1, 0). Оценим теперь 1о£ (а, (то, С)|. Для этого про­
изведем замену переменной интегрирования ? —т//(ш— С) в (2.6) и, 
воспользовавшись тем, что при' 1га то \ и ₽е ш = $ имеем г (то —ч) = 
— 1т ш 4- т] > 0, в силу единственности аналитической функции получим

Д 1в1

1ог |аг (ш, С)| = - Ие 1т> •
о

Если 2|ч)|/|ш — С|-С3, то, очевидно

|1ог| а. (ш, С)| I < х ах = С5 < 4- ос. (3.5) ■
и |1 — лг|о
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Если же 2 |т)|/|«>—С| > 3, то опять по единственности аналитической 
функции приходим к неравенству

? 141

1ох|аг (и», С)|-< Сг — Ке I

з ,4=4.

֊1

1—— 1

— С|. Поэтому |1 + И > 2, и

1 \։+։='1___ 1_ 1+«
соз 1

4
Следовательно

։ 14/

1о£ |а< (ш, г.
4

з
Отсюда и из (3.5) следует, что в рассматриваемом случае

1од|об(ш։ С)| < С*. А это, в свою очередь, вместе с (3.4) и (3.3) при
водит к оценке
1о£|а« (ш, С)| < Са(~^=7 

\ — Ч
£ 
5

+ «>). (3.6)

б) Пусть 2 И1/|ш — С|-С 1/5. Тогда нетрудно видеть, что

I т֊( 

1 ш— ч

2 _ 1 4 г; 1т ш и 2 |1т ю| 2|7|| 
|ш—Т| |ш- С|

Поэтому

И>—ч

1 2|1тш|
Т 1«>—XI

1
5 к |ш-՜

14
25՛

и, следовательно, при любом х £ [0, 1]

•ш
10 и> — С

2М 
и-С|

У14 1.1Ш —С
ч 5 5 2

Воспользовавшись этим, получаем, что при любом а (—1<^а

Отсюда и из (3.6) следует оценка

; -1<а

где С։ £ (0, 4֊ со) — постоянная, зависящая 
оценке (3.1) леммы не представляет труда.

3.2. В этом пункте наряду с исследованием 
произведений Ва классам дается полная

лишь от а. Переход же к

вопроса о принадлежности 
характеристика плотности

■нулей и полюсов функций этих классов. Для этих целей необходима сле­
дующая предварительная
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Лемма 3.2. Пусть последовательность (w4|cG(_) такова, 
что при данном ։ (0 <Г -4- со) ■ выполнено условие (2.8). Тогда 
для произведения В, (w, 'w k\) справедливо соотношение равновесия

L (р, В,) = L (р, В՜1); ֊ оо с р < 0. (3.7)

Доказательство. Сначала убедимся в том, что при любом р<0 
а* *

sup I ilogl В „(и + iv, |w4|), | </«<+ со. (3.8)
р<р J

• —w
Для этого зафиксировав р 0, выберем натуральное Nf 1 так, что­
бы im «»J <|р|/2 при k~^N? + 1. Очевидно

/"₽ " \
|log| B„(w, {w4})| I < ( 2 4- )|l°z|a։(w. w4)|. (3.9)

\*-i *-wp+i/

Если к Nf֊r 1, то при v < p имеем и -t- iv — wk\ |v| +1 Im w*|> 
> 2 |Im wj -I- pl,'2. Поэтому, ввиду (2.6)

+ ••
j |l°g a.(u + iv, w4)| I du -C 

— ••

s 2l+a .] |1+« f du
l+a|Imw*1 J [|a+f(|v|+|lmt»4|)| —2|Jm w4(]l+<՛ 

— aw

Оценивая последний интеграл отдельно при |ы| 2> 2 |р| и |и < 2 |р| при. 
ходим к неравенству

logi a a (и + iv, w4)|

Пусть теперь v<p и к(1 Nf) фиксировано. Тогда,обозна­
чив т0= шах jim wJ, будем иметь

(3.10)

du -<

2 |1/п w. I 
г* *

log|a« (и 4- iv, wt)| du j du | 
[u|>4.7>, - 0

du 71+ /»• (3.11)

Однако, как нетрудно убедиться

Т^т0'° 
a(l+a)

(3.12)
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С другой стороны, /2 = ЧГ.։ *(и) — непрерывная по «£(— со, 0) функ­
ция. Причем, в силу (2.19), 1։ш ’Га,*(и)=0. Поэтому шах X 

- --- - *
X тах Чг«.*(и)< -Ь со. Отсюда, из (3.11), (3.12), (3.10) и (3.9) еле-

дует соотношение (3.8). Остается заметить, что в силу (3.8) функция 
Ва удовлетворяет условиям теоремы 1.2 и, тем самым, для нее спра­
ведливы формулы (1.7) и соотношение равновесия (1.11), которое, в силу 
оценки (2.19), запишется в виде (3.7).

Лемма 3.3 Пусть [то*|сС( ։—произвольная последователь 
ность. Тогда

1е. Если при некотором а (0 а < со) выполнено условие 
(2.8), то при любом имеем В,, (то, [то*])с М™о.

2°. Если при некотором а(0<^а<^-|-со)

то при любом Р>0 имеем Ва(хи, [то*)) £ Ы՞ ₽ .
Доказательство. I3. Пусть а0> « любое. Тогда, в силу (3.2)1

(3.13)

где, как нетрудно видеть,

Сdx
1^. к (3.13')

_< [(f + |1ш то*|)։+ х։] 2 

а (0, -)- со) —постоянная. Поэтому

к (I) dt — С2 |Im то*|՛
О

где С2£ (0, -f- со) также постоянная. Следовдтельно

г,՛
о

• Отсюда и из (3.7) очевидно, что, 5<>։(то, (то*))£М"с..
2°. Пусть любое. Тогда, в силу (3.1) и (3.13)—(3.13')

+ ~ a_J . +~
f —е L (- 6 Ä) dt < СаС. S jlm то*)1+* ( 2.°՜’ 7—i^----
J1+? * 1 J + WJ)
О о
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Далее, оценивая подынтегральную функцию последнего интеграла от­
дельно для 0 <t<Z 1 и 1<^/<^ + so, приходим к неравенству

* ••
jlh,в.>л<с.с, S I» + у+ 

и
которое вместе с (3.7) обеспечивает включение В* (w, (w4j) р.

Замечание. Утверждение 1° доказанной леммы вместе с леммой 
2.1 устанавливают, что полной характеристикой плотности нулей и полю­
сов функций классов Nj”,p (О <С ։ <Z 4՜ 00, О -С ? ՝С 1 + а) является ус­
ловие (2.3).

Лемма 3.4. При любом а(0<^а < + ао) можно подобрать пос­
ледовательность {«>*}“ с G(->, удовлетворяющую условию (2.8), та­

кую, чтобы В,(w, |wA}j°) 4 N™ 1+а.
Доказательство. Пусть последовательность (о>։ )®= [—frjtif 

(О < гА < г) лежит на мнимой оси и такова, что одновременно

у rl ։< + со, но у rl+։log — =. + о?.
*=1 а—1 Гк

Введем в рассмотрение функцию

Ge(e,)s (w=reil’ <0<°)- .

Поскольку в силу рекуррентной формулы (3.2)

g„ («»> »*) =

ТО

log !#„'.(/■€'•, — ։>t)|

a<4-\(W’Wk) ( 1 / 2r*
—;— = exp (------- 1 -----------a. (w, wk) 11 + a — rk

2- r»- co, [(1 + a) »rets ( r ‘

Поэтому справедливо также представление

,u. Г W1+,cos I (1 + c)»rctg( .r°°^ ) I
1o։|G.<r.")|=^— ------------- ' \±"’l+U‘<hn(O,

1+y,

гдев(<)—количество тех чисел гк, для которых — гк<^£ (—1, 0). 
Заметим теперь, что

cos (14 г cos 6 
rlsin 6| 4՜ |f[

1 о । к к—— при 0 4----- < ------------ -]/ 2 2 ^4 (1+а)

Следовательно, как нетрудно убедиться
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1ш С1-։ 1ог+ |(7. (С)| (С) >

о<֊)
*/« <։+•)

2* „ Г

б

о ,.

—1

где Са = чпп

-«/4 а+«>

к 1-1
СО 5---------------4(1+«) I

. Как нетрудно проверить, отсюда

следует, что
о

т.С [и1+“1ог—Л(0 =
4(1+«)2 3 И |<| '

Тем самым (7։ (то) £ X՞' н», и так как в силу утверждения 1° леммы 
з.з д.+1(«, |№к]։-)£№,+в, то в. (то, {«л-йх^«.

3.3. Перейдем к доказательству основной теоремы параграфа о пара­
метрических представлениях классов М” р.

Теорема 3.1. Класс X™ ?(0<^а < + оо, 0-<£<«) совпадает 
с множеством функций, допускающих при каком-либо а0^>а пред­
ставление вида

&.(то, (6,])
X

(1М).

О<->

где В*—сходящиеся произведения типа Бляшке с нулями в точ­
ках каких-либо последовательностей {аи}, |6,|а:(2(~\ подчиненных 
условию (2.3). С= ±1, а р(С) = ра,(')—комплексная функция ограни­
ченной вариации на каждом компакте из (л~\ подчиненная усло­
вию

ИжК?г1"“0|<+”- <ЗЛ5)-

О՝՜՜)

Доказательство. Пусть / (то) £М՞ р(0<^а<^ + оо, 0-<р<а). 
Тогда, в силу 2.1, нули (вр.) и полюсы (6,} этой функции подчинены 
условию (2.3). Одновременно, сходится интеграл (2.4). Далее, ввиду 
включений (2.2) — (2.2'), Х"₽ с Ы"1+։ С («0 ^>«), и поэтому, 
учитывая теорему 2.2 и замечание к лемме 2.7, приходим к заключе­
нию, что Р (то) допускает представление (3.14) —(3.15), каково бы ни 
было «0>®> причем с </р(С) = 1о£ |/г(СУ <Лз (С).

Докажем теперь обратную часть теоремы. Для чего, во-первых 
заметим, что в силу утверждения 1° леммы 3.3 классу Х™р принад­
лежат произведения типа Бляшке Вл факторизации (3.14). Поэтому 
достаточно убедиться в том, что также
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где

Ф(ю) е= ехр

Загасав неравенство

|1т ш|*-1
1 4֊ Пт

1о£+ |?(ю)| </а(п՛) <

(3.16)

։> «о>
о(-)

О’
(' Г |1т ш I1՜1
} 3 1 + |1т и»Р 
о(->

(ш)
№-^|'+а-‘

(3.17)

(3.17')

Для оценки последнего интеграла заметим, что при любом а > 0 имеем

. Далее, при а >1, как нетрудно убедиться

Г՜ сП
+ <")(/ +а)4

и, одновременно.

Поэтому, при а > 1 имеем

У(3> «о. Р. «) ______ ?о______
(« —Р)(»о—а + Р)

Р, 01^(01,

а

о

Л а

В силу непрерывности функции % (а)=} («, ։0, ?, а) на (О, 
последней оценки и из (3.18) заключаем, что

1+аЗ
(3.19)

где Са^(0, + °°)— постоянная.
Вернемся к доказательству включения (3.16), или, что то же самое, 

доказательству ограниченности правой части (3.17). Очевидно, что если 
С = Е + п) (т)<^0), то в силу последней оценки

ч < с.
где Са£(0, + оо) — постоянная. Поэтому при некоторой постоянной 
С։6(О, + °о) будем иметь
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Г Г limer֊1 
JJ î-i-M 
о< ->

(՝)|<4-°°-

3.4. Покажем, что классы (0<а< 4- оо) при а<Р<1Н-а 
не имеют параметрических представлений вида (3.14) — (3.15). С этой 
целью для любых таких а, 8 и любого а0^>« рассмотрим меру

14-е2
dtd rilr- = z + fy, 2—Г(«о)

Г(“о+^2)Г(1

Очевидно, что эта мера удовлетворяет условию (3.15). Докажем, что не­
смотря на это

Лю) = ехР(^ С Г (3.20)
I « Зи [Нш— С)] )

О<->

отметив, что интеграл в экспоненте абсолютно и равномерно сходится 
внутри б(՜’ , и тем самым, функция

Г( ч_ао2°։ Г 1՛ |1тч|"’-։ ...С(и) =------------ —---------------=-^^(4)

г. JJ[^(w — С)] 
о<֊< • •

аналитична в С(՜’.

Как нетрудно видеть 

_ 9«. +".
р * /..(ш-й)Л, (3.21}

о 
где 

+ **
/а, (» ---  Н) = Г -------------------------.--------------------------- 1

] [1-|(и,-:7)-е]|։+в’(1 + 52) 
— ао

Последний интеграл вычисляется стандартными методами теории вы­
четов. А именно, обозначив ш — Н = $ (։ £ 6՛՜'), будем иметь

Л‘(s) = I '[/(7^7)Г чн?) 

— «о
ФЛ (л) dx,

где функция Фл(г) = |[z (s — д)]|+’’ (1 4-а։)|՜’аналитична в плоскости z՜ 
с разрезом по лучу {z : Re z — Re s, Itn z < Im s}c G1 1 и имеет прос­
тые полюсы в точках z=±z. Далее, вычислив интеграл от этой 
функции по контуру Г* =- j/?е‘։ î 0 6 ■< г] U (— R, R\ и устремив
R -» + оо, получаем

(s) = « (1 + is)՜1՜"’.

Подставим это последнее выражение в (3.21) и, воспользовавшись об­
щеизвестной формулой для бэта-функции Эйлера, получим
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С (ш) = (14- г»)

Следовательно, при и> — и + IV Հ С՛1 имеемԼ2-1

/(») = ехр ((1 4-гЪ) I 
и 9_րւ’

1оя|Г(ш)| =|14- ։»| 2 соз [Л — Цг-^^агс!« ( " -
I \ Հ / X. 1 -Ւ |«| .

При этом, поскольку 1/2<1-(3 — а)/2 < 1, то 1оу |/?(ад)|^>0. Поэто­
му, как нетрудно убедиться, для любого £ < О

Լ(ՀՈ =

и, тем самым, выполнено (3.20).
Таким образом, построен контрпример, показывающий, что клас- 

■сы (0 4՜ °=) в случае, когда а<3<14-։не имеют пара­
метрического представления вида (3.14)—(3.15), которое, как было уста­
новлено в теореме 3.1, имеет место, когда 0 Р < а. Случай Р = а оста­
ется открытым. Однако автор предполагает, что и в этом случае вопрос 
должен иметь отрицательный ответ.
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Ա. 1Г. ՋՐՐԱՇՅԱՆ. Ցուձիի անսահմանափակ բնութագրիչ ուննգոգ մերոմորֆ ֆունկցիաներիղասերի պսւրամետրական ներկայացումներ ( ամփոփում )

Հոդվածում Մ. Մ, Ջրրաշյանի 194$ թ. հայտնի արդյունքների [9] հիման վրա և արտա- 
սլ ատ կեր մանր հաջորդող սահմանային անցման հատուկ մեթոդի կիրաոման միջոցով ստացված 
են Բ. Ցա, Լևինի տիպի նոր բանաձևեր և Ցուձիի տիպի նոր բնութագրիչներ։

նույն ճանապարհով ստացված է վերը նշվածների հետ ասոցացված հետևյալ արդյունքը՝ 
Հյ^ = (է2>:1ա ա 0} կիսահարթ ութ յո լնում մ երոմորֆ ֆունկցիաների Վ. Ի, Կոիլովի տիպի Իէ™ թ (0 ® 4՜ °°’ ® ՜’՜ Տ) դասերի կանոնական ֆակտորիզացիաները։ Պետք է նշել,

որ եթե /"(օ) (0< ® < 4՜ 00. 0< 1 ո) ւ -^րա րևեոներն են,
.ապա այդ ֆունկցիայի

Ն(է,Բ) = ^- [ 10г+|/Ч« + Ю|</н+ Տ (|1тМ֊1*1) (<<0) 

2 7Ս յ 1т

Ցուձիի բնութագրիդ, րնղ՚անրապես ասած/ կարող է ւինեչ անսահմանափակ, քանի Ոք իքՀ1 ^-ը 
սահմանված է որպես ^-ում մերոմորֆ այն ֆունկցիաների դասը, որոնց համար
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со.

(0 < а < 4-00) ղասերի 
պարամետրական ներկայացումներ։

համար, այն դեպքում, երր 0<^ < X, ստացված են նաև 
Իսկ 1 3 < 14" ® հեպքի համար կառուցված է կոնտ- 

րօրինակ, որը ցույց է տալիս, որ այդ դասերը նույնատիպ պարամետր ական ներկայացում
չունեն։

A. M. DJRBASHIAN. Parmetrtcal representations of tome classes 
of meromorphic function* with unbounded Tsuji characteristics (summary)

On the basis of M. M. Djrbashian’s results ne v E. t. l<\in t)[c fciirulae ar ■ 
found and Tsuji type characteristics introduced.

Also the canonical factorizations of V. I. Krilov type classes 3 (0<^։<4-°°, 
0 < fl < 1 4֊ a) of meromorphic functions F (w) in the lower half-plane G^՜1 are found 

They have unbounded Tsuji characteristics of the form

L(6F)=f log+|F(u + ft)|rfu+ S (|1тМ-И) (/ <0)

— «В
((6,)<=G<֊> are the poles of F (w) numbered according to their multiplicity). Note 
that the classes are the sets of those functions F (w) meromorphic in G'—\ for՜ 

which

J iTjf[L(6 ° + L(*’ 
— eo

In the case (3 = 0 this condition coincides with the condition of boundedness of Tsuji 
type characteristics.

In the case 0 : fi < a the parametrical representations of the classes N'՞ - (0< 
a <4֊ co) are established. For Ж p an example is constructed which show

that in this case these classes do not allow parametrical representations of the same 
type.
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