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После введения Л. Хёрмандером понятия гипоэллиптичности диффе­
ренциального оператора усилия многих математиков были направлены к 
изучению поведения решений гипоэллиптических уравнений. Были полу­
чены как внутренние оценки для решений того или иного класса гипо­
эллиптических (и, в частности, эллиптических) уравнений, так и оценки 
вблизи границы изучаемой области. Часть этих результатов была подыто­
жена в книгах [1]—[3]. В дальнейшем Я. С. Бугровым в [4] был по­
строен пример негипоэллиптического уравнения, решения которого оказа­
лись бесконечно дифференцируемыми, как только они суммируемы с квад­
ратом вместе с некоторыми (вполне определенными) их частными произ­
водными. Далее В. И. Буренков в £5] нашел необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы решения, вообще говоря, негипоэллиптического 
уравнения Р (О) и = 0, удовлетворяющие определенным условиям, были 
бесконечно дифференцируемыми. Эти условия носят алгебраический ха­
рактер и, если оператор Р (В) является гипоэллиптическим, совпадают с 
известными алгебраическими условиями гипоэллиптичности, найденными 
Л. Хёрмандером.

Общая закономерность, наблюдающаяся в алгебраических условиях 
гипоэллиптичности и условиях на поведение дифференциальных многочле­
нов для того, чтобы соответствующие решения дифференциального уравне­
ния были гладкими, побудили нас в работе [6] ввести понятие носителя 
гипоэллиптичности и числа гипоэллиптичности для линейных дифферен­
циальных операторов с постоянными коэффициентами. Оказалось, что эта 
численная характеристика делит дифференциальные операторы на разные 
классы. При этом разделении гиперболические по Л. Гордингу (и, тем са­
мым, гиперболические по И. Г. Петровскому) и гипоэллиптические по 
Л. Хёрмандеру операторы занимают крайние позиции. В [6] было дока­
зано, что для гиперболического оператора Р (/?) = Р (В1г.... /)п) носитель 
гипоэллиптичности есть пустое множество, в то время как для гипоэллип­
тических операторов Р (В) носитель гипоэллиптичности совпадает с мно­
жеством л}. Там же изучены носители (и числа) гипоэллиптичности 
некоторых классов обсбщенно-однородных операторов и доказаны некото­
рые групповые свойства носителя гипоэллиптичности.

Настоящая работа является продолжением заметки [6]. Здесь мы 
описываем классы общих дифференциальных операторов с одинаковыми 
носителями гипоэллиптичности, находим алгебраические ограничения на 
те «младшие члены» .добавление которых к данному оператору не меняет
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его носители гипоэллиптичности и, опираясь на эти результыта и на резуль­
таты работы [6], получаем внутренние оценки для решений уравнения 
Р (Д) и = 0 с данным носителем гипоэллиптичности оператора Р (Д). 
Результаты последнего пункта дополняют соответствующие результаты 
Л. Хёрмандера, В. И. Буренкова и других авторов.

По поводу определений и обозначений, используемых в настоящей ра­
боте, мы отсылаем читателя к [6]. Здесь мы будем в полной мере пользо­
ваться терминологией [6], в отдельных случаях не упоминая об этом.

§ 1. Носители гнповллнптичности общих днффереиицальиых 
операторов

Прежде чем перейти к нахождению носителя (и числа) гипоэллиптич­
ности общих дифференциальных операторов с постоянными коэффициен­
тами, докажем несколько вспомогательных предложений, являющихся 
обобщениями лемм 3 и 4 работы [7].

Лемма 1.1. Пусть а, Ь, с, (1, е—неотрицательные числа. Для того, 
чтобы при произвольном у £ ’[0, 1]

-----—— --------+• 0 при х -+ со (1.1) хс-уа + х‘ ' '

необходимо и достаточно, чтобы для любого числа 6^0

а — шах (е, с — о</]. (1*2)
Доказательство. Докажем необходимость условия (12). Пусть, 

наоборот, при выполнении соотношения (1.1), условие (1.2) нарушается. 
Это значит, что для некоторого 0

а — ь0Ь > шах (е, с — 30е/). (1.3)
Пусть у — х_,։, тогда из условия (1.3) следует, что при всех х > 1 

хауь = ха~»8» 1_,
хс-у“ + х' хс~а ^ + Xе 2 ’

что противоречит (1.1) и доказывает необходимость условия (12).
Достаточность. Пусть при выполнении условия (1.2) сущест­

вует последовательность пар [ху, 1/у), х) —» со, у.[0, 1] и число х О 
такие, что для всех ] = 1, 2,—

+ х‘) > х, (1.4)

Изучим в отдельности следующие два возможных случая:

1) у1~о(ху!‘) для любого & О,
2) существуют числа <$о 0, о0 0 и подпоследова­

тельность последовательности {х/։ (которую также обозначим че­
рез |ху, Уу|) такие, что

во-х^ < у, < »1 Ху-’>, у=1, 2,-

Если в случае 1) Ь = 0, то из (12) следует, что 
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а <С«пах {е, с — dty для всех 5 > 0, т. е. a <Z max {е, с] при d = 0 и 
а < е при </=А 0, поэтому х“/(хс}-у*. 4֊ хр — О при j -» оо, что про­
тиворечит (1.4). Если же 6 =/= О, то при ь=а!Ь имеем = о (xjalb), 
J 00

+ х' " ’

что противоречит (1.4).
Случай 2). Очевидно, что в этом случае разность 6, — б0 можно счи­

тать меньше любого наперед заданного числа 2е > 0, т. е. существует 
число 6։ = бг (е) 0 такое, что при /' = 1, 2,...

«»oxj^+'J < у, < ’гх;'5*-•». (1.5)

Выберем число е > 0 так, чтобы вместе с условием (1.2) выполнялось еще 
условие

а — (о։ — в) Ь < max {в, с — (о։ 4՜ е) </}•

Из этого условия и неравенства (1.5) получаем, что при j—»-оо 

что противоречит (1.4) и доказывает лемму 1.1.
Лемма 1.2. Пусть а, Ь5, с, бх, е (з = 1, 2, •■•)—произвольные 

неотрицательные числа, при этом последовательности {64| и {</3] 
ограничены. Для того, чтобы при х-*■ со и произвольном д£[0, 1] 

хауЬ։/(хс у“' +х')- 0 (1.6)

равномерно по 3, необходимо и достаточно существование числа е > 0 та­
кого, что при всех 3 = 1, 2,..., 6^0

а — < тах {е, с — 3^} — е. (1.7)

Доказательство. Необходимость. Пусть при выполнении 
соотношения (1.6)

в, = а — — тах {е, с — ^>sds} —* О
при х ֊> оо для некоторой последовательности чисел 35 0, з = 1,
2,••• . Положим хл = в՜1, уз = ег*, тогда имеем при з = 1, 2, •••

х?-у> _ е7а+»А _
х$.^ + х$ " вГ^+е,-'

Это противоречит (1.6) и доказывает необходимость условия (1.7) для вы­
полнения (1.6).

Достаточность доказывается аналогично соответствующей части лем­
мы 1.1 (см. также доказательство леммы 1.3). Лемма 1.2 доказана.
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Лемма 1.3. Пусть а3, Ь3, с3, 43, 5 = 1, 2,------ ограниченные
последовательности неотрицательных чисел. Для того, чтобы при 
х то и произвольном < £ [0, х]

(/, х) = X*' / (х^ + х'') — 0 (1.8)

равномерно по 5, необходимо и достаточно, чтобы существовало число 
е > 0 такое, что для всех 6 1 и $ = 1, 2,...

а3 + 36, < тах [е„ с, + 3<6| — в. (1.9)

Доказательство необходимости получается повторением первой части 
доказательства леммы 1.2 с подстановкой х3 = ։, 13=е^, 5 = 1, 2, • • •.

Достаточность. Пусть при выполнении условия (1.9) сущест­
вует последовательность пар чисел (х,, /.,) и число х>0 такие, что 
(г €[°, »«]. ** -*■ °° при 5 ■* 00 и Л (<*» *«)>*. 5 = 1, 2, • • • .

Изучим в отдельности следующие два возможных случая:
1) г, = о(х’) для любого 3<1,
2) существуют числа 0 80 81 1, 0 80 < 3։ и подпоследо­

вательность последовательности [х։, 6} (которую также обозначим 
через |хл, б|) такие, что

а0-х^ < 6 < « = 1, 2,--- . (1.10)

Если в случае 1) 6, = 0 (5 = 1, 2,- ••), то из (19) следует, что а, 
< тах [е„ с։ + — в для всех 8 -< 1 и 5 = 1, 2, ■ • • , т. е. а3 <
< тах (вз, с,| — в при </, = 0 и а, <^е3 при с1, #= 0 (5 = 1, 2, • • •). 
Поэтому /(£։, х3) -*■ 0 при 5 со, что противоречит предложению 
Л (6, Хз)>Х>0 (5 = 1, 2,---).

Если же в случае 1) Ь3 =/= 0 для бесконечного числа значений 5, 

то взяв 8, =---- — , получаем при = о (х,'3 ), 5 -» со
Ь3

/3 {13, х3) < х“1-о (х7°4) /хр— 0.

В случае 2) можно считать, что 8Х — 80 е0 для любого наперед 
заданного числа % >0. Пусть число е0 удовлетворяет условию

(
р р 1 —> —I» 
26 2с/ \

где Ь = тах Ь3, <1 = тах </,. Тогда неравенство (1.10) запишется в 
виде

5 = 1, 2,--- (1-11)

для некоторого числа 0 СЗ։-<1.
Из неравенства (1.11) и определения чисел 80, 6, Л следует, что при 

5 —оо

А (^3> х3) -С «,+<*3(0,-«.) , ё~Л
„ О О' • ' ֊, | , м оо ; Хз “г Хз 

(1-12)
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где А = шах {1, о*), В •== пип |1, во*).
3

Соотношения (1.9) и (1.12) вместе показывают, что при з —» со 
/«(<4> х5)->-0. Это противоречит нашему предположению и доказывает 
лемму 1.3.

Лемма 1.4. Пусть с^>а^>0, с^>в^-0, {6Х} ц {</,}—ограни­
ченные последовательности неотрицательных чисел.

Для того, чтобы при х -+ а> и произвольном, у £ |0, 1] выпол­
нялось соотношение (1.6) равномерно по з, необходимо и достаточ­
но условие

1п1—>1-С֊^- (1.13)
з б, с — е

Доказательство. Положим у — /-х՜1, тогда соотношение 
(1.6) эквивалентно тому, что при х—♦ оо и произвольном /£ [0, х]

х*-*'-?'/(хС՜4'-**' + х') -» 0 (1-14)

равномерно по ж.
В силу леммы 1.3 для выполнения (1.14) необходимо и достаточно 

условие

а — Ь3 + ЪЬз шах |е, с — б, + Ъбз) — в (1.15)
для всех 5 = 1,2..... б 1 и для некоторого числа 6 > 0.

С другой стороны, простыми выкладками легко показать, что для 
справедливости неравенства (1.15) при всех 0 б 1 необходимо и до­
статочно, чтобы (1.15) выполнялось лишь для тех б3 ($ = 1, 2,...), для 
которых с — бг + 8, бз = е. Дл я указанных значений 8$ неравенство 
(1.15) экв ивалентно неравенству

а — е + (е — с)— < — в, з = 1, 2,■ • •,
бз

или, что то же самое, неравенству

Так как с > е, то отсюда получаем для всех 5=1,2,...

— > 1 — с ~ а е 
бз с — е с — е I

и тогда

Ы + _1_ > 1 _ £225.
* бз с — е с — е с — е

Лемма 1.4 доказана.
Пусть R (?) —р-однородный многочлен (р/ > 0, / = !,•••, п), 

А—множество п-мерных векторов а = (а1։•••, ая) с компонентами из 
множества {—1, 0, 1), Л+—множество единичных векторов Х£/?д с 
неотрицательными компонентами, У, (R} = [т;; т)£Яд0), |р), рЦ = 1, 
Я (т))' = 0], где
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Iя •.

/-I з

Пусть а£А, Х£Л+> т1£2(Р)> положив*

Л (?], а, X, /?) — пип |</ : <1 ^>' 0,

(*,«)-</ ’1 (>. ^-Ч “* 1

Д; (т), а, X) = Д (■>}, а, X, О/ R), у = 1,—, п.

Обозначим через Л* замыкание множества единичных нормалей 
грани 14* х. м. И многочлена Р (с). Для вектора [1С Л* представим 
многочлен Р (В) в виде

М (V.) М (|1)

^(0-Е ^уО- £ £ ьГ, (1.1б)
у-о 7-0 {\,*)-а]

где (11 — <// (р) (у = 0, • • ■, М (р), </0 .> <Л > • • •> //.и > 0,

Рал& («) = Р1՝к (՝) Для любого р£Лг

Основным результатом настоящего.параграфа является
Теорема 1.1. Пусть х. м. И оператора Р(О) с постоянны­

ми вещественными коэффициентами вполне правилен. Пусть регу­
лярны все в. п. грани И за исключением единственной в. п. нере­
гулярной грани М/\ Пусть еще 2 (Р</,) П2 (Ра,) = 0 для всех р£Л]”.

Для того, чтобы //(Р)э(1,-•к} (к (Р>^> к) необходимо и дос­
таточно одновременное выполнение следующих условий:

1) для каждой точки 15б2(Р<<։) существует окрестность 
11 (■»]) такая, что

(1-17)

2) при всех ■») £ 2 (Ра.), а $ А, р £ Л՞

тш б, (т), еь2>) > х--------Р/---- , к, (1.18)
хсл+ д (•»}, а, X) б0 —

где △ (т}, а, X) = Д (т;, а, X, Ра,), б, (?), а, X) = Д (г„ б, X, £); Ра,), 
/ = 1,- -, к.

Замечание. Эта теорема является Л-мерным аналогом ряда из­
вестных результатов для гипоэллиптических операторов. При к = п она 
дает критерий гипоэллиптичности, обобщающий известные критерии гипо­
эллиптичности для нерегулярных операторов (см., например, [8]—[10]). 
При доказательстве мы будем пользоваться методами работ [11], [7], [8].

Доказательство. Необходимость условия 1). Пусть для опера­
тора Р (Р) с числом гипоэллиптичности А (Р) к (Н(Р)^ {!>•••, А)|, су­
ществуют точка г££(Ра,), вектор и последовательность точек 

"Ч* 7) такие, что
Ра. (ъ)-Ра, (^) <0, з = 1, 2, • ■ • . (1.19) 
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Легко показать, что существование последовательности {’Г’}, удов­
летворяющей условию (1.19), влечет существование последовательно­
сти {£*) такой, что ։’ -» и и Р (;*) = 0, 5 = 1, 2, • • • .

Пусть е> = (0,••-, е/,-*-, 0) (у =!»-••> п)—вершина вполне пра­
вильного многогранника М, тогда /У Р(Е) = 0 и на последо­
вательности {с1) при 5 — со и ] = п

\Ое) Р (Г)|/(1 + |Р Ю1) = Р" Р (Г)| -/-> 0.

Это показывает, что ]^Н{Р) (у = !,•••, п), т. е. мы доказали боль­
ше, что Н (Р) = 0.

Докажем необходимость условия 2). Сначала предположим, что для 
некоторых векторов 7!€5(/>^> Р £ А", 1 £ Л+, а£А и некоторого ин­
декса /: 1 < г п (пусть для определенности ։ = 1)

(1.20)(ч. а, < 1  Нх . 
Д (т;, а, к) — <4

Пусть / > 0, положим

Р = / (и' “՛л), Е = (тд 4֊ р֊* а).

Тогда, применяя формулу Тейлора, получим для достаточно больших
1 и для некоторых постоянных %0 > 0, х, > 0

Ра, (О = ХРа, (*} + р-х а) =

— £</«. . Ра Р<1, (г1)
(>., «>— Д(р, а, >.) “!

р-Мл.о.М +

а,—я-,—{а,֊а,)А» <Н. О՝ М 
А (1- О. М ,

где мы положили Оа R = ааОаР^ат.1՛ • •а.лп О*R.
Отсюда и из простых геометрических соображений следует, что при не­

которых постоянных х2 > 0, х։ > 0 и достаточно больших

!/>(?)

и 1,1 и а. М
\о1Р^\>^՛ 1 ’ ։4l,ьв'x,•

Из 
при / —►

предположения (1.20) и последних двух неравенств следует, что 
оо, т. е. при 5 оо

ИЛ />(01/(1 + |Р(Е)|) -о, 
что противоречит тому, что 1 £ Н (Р). 

Итак, остается рассмотреть случай, когда для всех точек 
’։€2(/>^.) и всех векторов Х£Л*, а^А

Д<(4, а, А) р,



322 Г. Г. Казарян, В. Н. Маркарян

' 1 Докажем, наконец, необходимость условия (1.18) для Р < Г (6, п).
Пусть при выполнении этого условия и Р£Г(к, п) существуют 

точка векторы а£А, р^Л-Т, индекс /0:1-^10<^/с (будем
для определенности считать, что /0 = 1) и последовательность (V), 
ХД^Л+, д = 1, 2,..- такие, что при з —’

Д1(з) —М7). хд) _ I1! . 21)

Д (з) Д (т), а, X*) </0 — </,

Положим для з = 1, 2,
<з= | Рх֊՜ (<А>-<4)6 ~ ^7֊’)] ’ 

՛ I X Д(з)/]

Р, = <з* <Д> > ?д = й (>7 + рГл* а).

Из условия (1.21) и из того, что т; £ Р„’ следует, что 13 -* оо, ?’ -»аз 
при з -> оо.

Так как Ра, (՝)—(^-однородный многочлен порядка </0^>0, то на 
последовательности ($•') имеем

Р</„(5’) = ^-Р<,։(71+а-Рз"и).

Применив формулу Тейлора, отсюда получим

р<лг ) = *!’■ 2 221^к.рГд(з)+о(^) =
(>А а) - Д (з) а1

= £*• х +о(^«). (1.22)
(>.*, а) — Д (3) а‘

Поскольку множество А(т() = (а; ££ Ра, (ц) 0) конечно,
то не умаляя общности, можно считать, что сумма в правой части 
(1.22) распространяется по некоторому фиксированному множеству 
АосЛ. Тогда из (1.22) получаем

Ра, (0 = # ■ 2 ~а + о (г"֊)- (1-23)

Но по определению множества Ао и чисел А(з)

Отсюда и из представления (1.23) получаем, что для достаточно боль­
ших з

^‘<|линк°о^1. (1.24)

Поступая аналогично с многочленом Ра, получим для некото­
рой подпоследовательности {?*] (которую также обозначим через {;*}) 
и некоторой постоянной ах^>0
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5
2

, А 1*1 (1-25)
С другой стороны, из простых геометрических соображений легко 

следует существование постоянных сг, О, а։ 0 таких, что при 5 оо

(1.26

\D. (1.27)
Из предположения (1.21) и из неравенств (1.25), (1.27) получаем, что 
для достаточно больших $

IA
4

ts)
ТйГ

Для многочлена Р (?) аналогично из (1.24), (1.26) получим 

|Р(^)|<04-^‘,

где а4 2а0 -I- о». Из последних двух соотношений и того, что t3 -*• »
при s —* °о, получаем

IA />(Е‘)1
1 + |Р (&0I

Это означает, что 1 £ Н (Р). Необходимость условия 2) доказана.
Достаточность. Доказательство ведем от противного. Пусть при 

выполнении условий 1), 2) теоремы существуют индекс ։0: 1 ։0 -С к 
(предположим для определенности, что ։0 =1), последовательность 
{сх), со и постоянная ^>0 такие, что

IA Р(Г)|/(1 + |РО>х0. 5= 1, 2,.... (1.28)

Если при s-> со рГ -»т] £2 (Pd,), то противоречие с (1.28) по­
лучается аналогичными рассуждениями, проводимыми при доказатель­
стве случая 1) леммы 1.1 работы [8]. Поэтому будем считать, что 
EVf*. рГ՜*7). при этом tj^2(P/։).

Представим последовательность в виде

е‘=Г pf4 + (Ef֊JE'. 1Т”1) =

՛ г,рг / 

и положим для s = l, 2,•••; / = п

<=|Е1֊г рГ2.

Р, = exp [
я i Ъ’2
S(in<r >
<=։ J
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>4 = , в? = »1г п & - Г И4 ֊ V
ш р.

Из введенных обозначений следует, что а3^А, )• £ Л+, при этом

-х]
г/ = р, , (4‘е| + рГИ-^).

Из условия 1) теоремы и того, что £ (Р</,) П £ (Р<л) = 0 следу 
ет, что для последовательности |«л) существует постоянная > 0 та­
кая, что

'А Р(У)| < х ^.рГ^рз^-юГ, а'1) . п 29, 
1+|Р(5')| 1 IV, рГ-р7а{,’-1֊1?. й*

Применив здесь лемму 1.4 при х =|5*, р|, I = рГ1, с учетом ус­
ловия 2) теоремы, получим, что при з-*оо правая часть (1.29) стре­
мится к нулю. Тогда неравенство (1.29) противоречит (1.28) и дока­
зывает часть теоремы, относящейся к достаточности.

Теорема 1.1. доказана.

§ 2. Добавление младших членов, сохраняющих число
гипоэллиптичности

В этом пункте мы устанавливаем алгебраические условия сравнения 
(неполной) силы дифференциальных операторов с оператором, имеющим 
данный носитель гипоэллиптичности и условия на «младшие члены», до­
бавление которых не меняет числа гипоэллиптичности данного оператора.

Для гипоэллиптических оператороов аналогичные вопросы исследова- 
гы многими авторами. Отметим, в частности, работы [3], [8]—[10], не­
посредственно примыкающие к данной работе. В частности Л. Хёрманде- 
ром доказано, что если <2 ֊( -< Р, то для любого комплексного числа 
а Р-« Р + а <2-։ Р, при этом из гипоэллиптичности оператора Р {О) 
следует гипоэллиптичность операторов /?а (£)) = Р (£>) + а ф (£>). В 
заметках [9], [10] получены некоторые уточнения этих результатов 
на языке сравнения мощности операторов.

Сначала введем одно понятие, являющееся аналогом понятия сравне­
ния силы операторов по Л. Хёрмандеру для пространства 2П, *.

Определение 2.1. Мы скажем, что многочлен Р (։) — Р (;', ;") 
сильнее многочлена <2(?) = С?(с/, с") относительно Zn.it и запишем 
<2-«(*)Р, если для некоторой постоянной с^>0

ё(Е, *)<с-Р(;, А) У

(определение R (;, к) см. в § 3 работы [6]).
Если <2֊чг*> то скажем, что опера'горы Р(О) и (2(2?)

имеют одинаковую силу относительно 2^* или одинаковую Л-силу.
Пусть R (О) — дифференциальный оператор с постоянными коэффи­

циентами, введем другой аналог функции Л. Хёрмандера
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Я(5, U) = [ S

*-’€*;,* J

Заметим, что если за множество А в лемме 3.1 работы [6] брать единич­
ный шар в Ric, то неравенство (3.1) из [6] можно переписать в виде

с֊1^, t, jt)<sup|P(S'-be, Е")|<сР(;, t, к). (2.1)
1*1

Лемма 2.1. Для выполнения соотношения Q-* WP необходимо и до­
статочно выполнения одного из следующих эквивалентных условий (при 
k — п, см. [3], теорема 3.32).

а) Существует постоянная с > 0 такая, что

|О(т)|<с-Р(5, к) V'£Rn. (2.2)
б) Существует постоянная с > 0 такая, что

Q(;, t, к)^с-Р(с, t, к) V'tRn, «>1. (2.3)
Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что из а) сле­

дует б). Из (2.1)—(2.2) имеем

Q(S, t, jfc)<Clsup|Q(V 4-0, Г)|<с8 sup |Р(Г + е, Г)| < 
|в.« |в|<«+1

< с։ sup sup [Р (?' 4- XI՛ 4- 0, ?")|< cs sup | р(с' 4- 0, S")| <

<с։Р(В, /4-1, Л)<с4Р(6, /, к).

Неравенство (2.3) я, тем самым, лемма 2.1 доказаны.
Теорема 2.1. Если Р£Г(к, п), а оператор Q(D) имеет оди­

наковую с P(D) к-силу, то 0£Г (к, п).
Доказательству этой теоремы предпошлем некоторые вспомогательные 

предложения. Дадим, прежде всего, аналог понятия доминирования диффе­
ренциальных операторов по Л. Хёрмандеру.

Определение 2.2. Мы скажем, что оператор Р (D) доминирует 
над оператором Q (D) относительно Zn. к и запишем Q-'-։(*)P, если

Q(;, Л *) п sup —---------- ------- »• 0, при /֊> оо.
£ Р(1 /. к)

Лемма 2.2. Для Q-l-*<k>P достаточно условие (при к = п см. 
J3], теорема 3.3.3)

inf sup ------ ------------=0. (2.4)
Р(5, t, к)

Доказательство. Для s 0 положим

о (s) = sup ------ ------------ •
Р(5, S, к)
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В силу неравенства (2.1) существуют постоянные с։ 0, с։^>0 такие,, 
что для всех 8'=(9Х,---, 5*, О,---, 0)1 £>0

Q(c, t, fc)<C1sup|P(E M')l< Ci•«(*>• sup Р(; 4-0',. s, А)-< 
I» । *

■Cc։-a(s)- sup |Р(£ + б')| •< с։։3 (s)-Р (f, t -|- s, k)՛^. 
I»'l < t+3

/ s\M-<ca o(s)fl + -M P(E, t, k), (2-5>

где Af=degt. P(E).
Из неравенства (2.5) получаем для всех S 0՛

Jim 
/ • —

(Ж t, к) sup--------------
5 Р& t. к)

<с։-а ($). (Х6>

Так как по условию inf <j(s) = O, то из неравенства (2.6) следует, 
что Q-* {>)Р. Этим лемма 2.2. доказана.

Пусть Р (D) и Q (D) — дифференциальные операторы с постоянными 
коэффициентами и в > 0, обозначим

Р'(?,*)=[ X Р'Р(01։Г2’-

Л.= !В; |QG)|/|P(;)/>e).
Лемма 2.3. Для Q-»-<i*>P необходимо и достаточно, чтобы՛ 

для любого числа а>0 отношение |(?(£)|/Р' (?, к) было ограничен­
ным на А,.

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 5 рабо­
ты [9] с надлежащей модификацией.

Лемма 2.4. а) Если |<2(։)|/(1 +/Р(>)’)-♦ 0 при £->֊00, то՛ 
ф-։ -» (*>Р для любого к : 1 -С к С п.

б) Оператор Р(Р) принадлежит классу Г (к, п) тогда и толь­
ко тогда, когда из условия (?-։ -»<*>Р следует, что Ю (г:)|/ 
/(1 4֊|Р(01) -*0 пРи ^оо-

Доказательство. Пункт а) очевиден. Докажем пункт б). Пусть 
(2֊<-ч (чр и Р£Г(&, п). Докажем, что о (?) = |(2($) |/(1 4- |Р(с)|) —► 0՛ 
при $ со. Допустим обратное, что для некоторой последовательно­
сти -♦ оо, о (V) 5 > 0. Тогда, с одной стороны, для. любой пос­
ледовательности ; -»■ оо

. г<зе-).‘ 1Р(01 = 1<2<Е). 1
Р(В, /, к)՜ |Р(!;)|-НМ-Р'(«, к) 1+Лн«)

где J/=deg:,P, х(։) = Р'(?, i)/|P (В)| -* 0, £^>0?
1

с другой стороны, для последовательности £ = V, £ = [*(>1011 —»
имеем
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1<2<П1 1 > 8 > о
|Р(П1 ""г

Полученные соотношения вместе противоречат предположению 
и доказывают необходимость условия б).

Достаточность условия б) для многочлена Р^Г(к, п) следует 
из очевидного замечания, что для любого многочлена Р(«) и любого 
мультииндекса 0 =/= а £ ZjJ՜. * D* Р-* -« <*> Р.

Лемма 2.4 доказана.
Доказательство теоремы 2.1. Заметим сначала, что если 

Q-e(*)p, то для любого a£Z*,*, a=/=0 D'Q-^WP. Отсюда, из того, 
что по условию теоремы Р^Г(к, п) и из леммы 2.4 следует сущест­
вование постоянной сх^>0 такой, что

сГ1 (|Р(01 + 1) < Р(1, к) <сх(|Р(01 + 1).

Еще раз применяя приведенное замечание и лемму 2.4 получаем, что при 
1 «I к, с —► оо

|D/Q(OI P/Q(OI 1 + |P(Q| <
1 + IQ(OI 1 + IP(OI l + IQ(0l"

< U?/,(Q.(OI. _»0.
i + ip(oi

Это доказывает, что Q £ Г (к, п). Теорема 2.1 доказана.
Теорема 2.2. Если Р£Г(к, п) и Q-*-*^P, то для любого 

комплексного числа а Р + aQ£F (к, и).
Доказательство. Из условия теоремы и леммы 2.4 имеем для 

любого i = 1,.... А

IA Р(0| . ■ ■ l£>.Q(E)l
IA [Р(0 + aQ (ОН 1 + |Р(0| 1 + |Р(0| п
'14-|P(0 + aQ(0.՜^ |Q G)|

^'“'•ПйрйГ
Теорема 22. доказана.
Для операторов с вещественными коэффициентами справедлива и об­

ратная
Теорема 2.3. Если для операторов Р (D) и Q (D) с вещественны- 

Atu коэффициентами deg., Q^. deg-. Р и для любого вещественного а 
Р + а(2£Г(к, п), то Q-<-<WP.

Доказательство ведется аналогично доказательству теоремы 3 рабо­
те [9] с надлежащей модификацией. .

Теорема 2.4. Если операторы P(D) и Q(D) с веществен­
ными коэффициентами таковы, что deg-.,Q deg:.P, Р£Г (к, п), 
Р + Q^E (к, п), 1 < к ֊С п, то для каждого a£(0, 1)

а) существует постоянная с = с (а) > 0 такая, что yz£Rn

1 + |Р (5> + a Q (01 > с [|Р (01 + |Q (0|]. (2.7)
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6)лР + аСКГ(к, п).
Доказательство пункта (а). Заметим сначала, что если 

Л (Р) >0 (т. е. к 1), то Р (?) =5^= 0 для достаточно больших |?|. 
Таким образом, не умаляя общности можг.с считать, что Р (?) 0 
при2?£Р„.

Разобьем множество /?я на следующие два подмножества: 

|(?(?)/Р(?)|>1|, Ля\Рг.
Пусть Л/^-О, обозначим через 5(М) шар в Рп с центром в на 

чале координат и радиуса М. Если при некотором М > 0 
то неравенство (2.7) доказывается просто. Если же множество не 
ограничено, то докажем, что для некоторого, числа Мо > 0

О ?) / Р (?) > 1 У* € (Мо). (2.8 )

Предполагая обратное, получим, что для некоторой последовательно­
сти 6 А, ?* -* 20

Q(?)/P&) <-1. (2.9)

Так как по условию тееремы deg;,Q <Z deg։,P, то. существует 
стремящаяся к бесконечности последовательность (т),’) такая, что 
Q (rf)/P (’J*) "* 0. Отсюда и из (2.9) следует существование после­
довательности {т*}, т։ — оо такой, что Q (т1)/Р (т1) =— 1, т. е. 
Q (■*)■’) + Р ("*) — 0, s — 1, 2, • • • . Это противоречит тому, что P4-Q £ 
£Г(к, п) и *>1.

Итак, мы доказали, что если множество Dt не ограничено, то справед­
ливо (2.8) для некоторого М„ > 0. В частности, из (2.8) следует, что при 
с (Л/о) многочлены Р (?) и Q (?) имеют одинаковый знак. Поэ­
тому при 0<а<1 и ?^D1\S(Afoj

)Р(=) + aQ (О! = 1^ (?)! + a IQ (5)1 > а (|Р (?)| + |,Q^)1). (2.10)
Для множества D։ имеем

:Р(0 + aQ(5X =|/><։||11+*р©
>(1-а).|Р(;)|>|(1-а) (|Р(?)| + |Q(?)|.K (2.11)

Так как при с £ 5 (Мо) выражение |Р (?)| 4՜ |<2 (5)1 ограничено, то не­
равенства (2.10) и (2.11) вместе доказывают неравенство (2-7).

Доказательство пункта б). По уже докаазнной части теоре­
мы имеем при / = 1,..., к, 0 < 1 и £

|£),[Р(?) 4֊ д QG)] < >(о) а£>ДР (?) + Q (?)]| + (1 ֊а)-|£>/ Р(?У , 
1 4-|Р (?) 4-а Q(?)| " 1 + |P(Q|4-IQ(^

с-!(а) I а|Д/[Р(?) + <?(?)] (1-а)- |^РЩ|1 _ 0
L 1 4-|Р(0 +Q(?)| 1 + 1Р(?)|: 1

Это доказывает пункт б). Теорема 2.4. доказана.
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§ 3. Оценки решений дифференциальных уравнений в классах Жевре

Пусть 1 ֊< к < п, 2*—область из £*, 2 = 2* X Еп-к. Обозна­
чим через £։ (2, к) множество функций и££։(2), для которых 
supp и с: К X Еп-к, где Kc2(.ik компакт. Как и в § 3 работы [6] для 
многочлена Р (5) = Р Е") положим

Е(Р, *) = {« Е"), P« Е") = 0)
и пусть р (5) = р (Р, к, Е) —расстояние точки Е£РЯ от множества 
2 (Л*).

Лемм 3.1. Существует постоянная с>0 такая, что неравенство-

Е в֊21«> -|[1 + е-р(Е)Г- РМ (Е)-?(Е)|2,< 
°«г1к

< с 2 -|[1 4-е-р (S)]"՜1 Р(”(?)-?(Е)Ц,
«ez^k

(3.1).

имеет место для любого е > 0, натурального числа 5 и всех функ­

ций. <р62.։(2, к). Здесь <? = Г[</]—преобразование Фурье функции у- 
(в смысле главного значения).

Доказательство. Сначала докажем существование постоянной.
с > 0 такой, что для любого е > О

Е е-21*'[1+е-р(и]2-|Р(а)(с)|’< 
°'°&п,к

<с Е е֊»1“.|Р(в’(Е)|« уЕ^Рп. ,32)

Для фиксированного числа е^>0 разобьем множество точек Ря 
на следующие два подмножества (е) = |Е, Е £ Ря, е-р(Е)<1}, 
О։ (е) = РлХ/?! (е). Для точек Е £ (е) имеем

Е -ге-р(Е)1։.;р(,)(Е)1։<
0*»ег+4

<4- Е е֊21-ЧР։в,(В)1։. (3 ЗУ
л

Пусть теперь Е (г)> тогда

е-21«1[Ц֊в.р(5)р.|Р‘«>(^< 
к

<4- Е е֊2«'1֊«.р։ (?).]Р(в) (Е',|։ < 
0*։*гп, к

<4 £ Ер(Е)]’|։|-|Р1։,(Е);։ =
°“^Л

=~4.|Р(Е)Л £

2—436
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Из леммы 3.2 работы [6] следует, что для любого 0 =/= а £ 1п, к 
р№ л) 1Л,1

<с.

Из последних двух соотношений получаем для всех 5 £ Л։ (в) 

+ер (Е)]«.|Р<*»(«);«<

<С1|Р(5)|«<С1 X е֊։։«1.|Рм(5)1։, (3.4)
°&п,к

•где постоянная сг зависит лишь от и, к и порядка многочлена Р («). 
Неравенства (3.3)—(3.4) вместе доказывают (3.2) при С=шах {с1։ 4).

։<а-1) -
Умножая обе части неравенства (3.2) на [1 4՜ е-р (;)] • [ср (Б) 2 и ин­

тегрируя по /?„ получим неравенство (3.1).Лемма 3.1 доказана.
Лемма 3.2. Пусть Л (Л)—линейный дифференциальный оператор 

с постоянными коэффициентами, 2 = 2* X Ел-* > 2*сЕ’*, м £ С°° (2)։ 
/(х')-а (х) (2) для произвольной функции / (х') € Со(2*). Тогда,
если б2(с)-Е[и-ф] ($) 6Е2(/?Я) для функции (хг) Са (&>,), то <2(£))Х 
Х(а"Ф)С^я (й)> притом Г[Л(Л) (и-ф)] = <2 (?)• Г [и• ф] в среднем.

Доказательство. Положим V (х) = Л՝՜1 [ <2 (?) • /г[и-ф] (;)]. 
Так как по условию теоремы <2 (?)-Е[и-ф] (?) £ £,. то <2-Е[м-ф] £ 5', 

.значит VС 3', где 5'—пространство медленно растущих распределе­
ний. Пусть <р £ 5, где 5—пространство быстро убывающих гладких 
функций. Имеем

<Г[<2(5)(и-ф)]-<2($).Г[и-ф], ?> = <<2(£>) (н-ф), Г[?]>- 
֊< <2 (?)[и-ф], ? >=< и-ф. <2 (- Л) Г[?] > - < <2(5)-Г[«.ф], <р>=

= < и-ф» Е [Ф (В)•?] > — < (2(;)-Л [и-ф], <р, > = < Е [и, ф],

<2(В)Ф>-<С(5)-Г[ы ф], <р> = 0.

Так как 5 плотно в1,н(} Е[и-ф]££а, то это доказывает лем 
му 3.2.

Пусть Р £ Г (к, п), 2 = 2* X Еп-к, 2*сЕк. Обозначим через 
^(Р, 2, к) множество функций (и), для которых ® (х') • (Л) и £

Для всех функций <р (х՛) £ С3° (2*) и всех мультииндексов

Лемма 3.3. Пусть 5,—[х=(х՜. х") £ ЕьХ.Еп-к >!х'|<С №, п),
и£ 1^, Р(Л)и = 0, ф(х,)СС,о“(|х/1<1). Существует число С > 0, 
не зависящее от в и такое, что для любого 5 = 0, !,•••

2 е-’1«!.|[1 + г-р(')р-Р<а,(?)-/:[?*-«]-й1։(₽ )< 
°*«бг+ 4

<С- 1! в-21'1 |՝|Р<։1 (£>)и(х)]։ Фх, (3.5)
°?е2Х* 5
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где ÿ(x') = q>Q—-j-

Доказательство будем вести индукцией по S. Пусть S = 0. Из равен­
ства Парсеваля и леммы 4.4.2 работы [3] имеем

Z е- = .'«1.р(*)Ю./г{Т-И]Ё։(₽|1) =

- s e-’l«).||F[P("’D(T‘-u)]e4ï։(ffn> = 
0

= £ в-’ |“'.||Р<։)(£) (<?'•«) -11(5,) = 
«>**»£*

= S e-2 W | s -p(e+f,(£)oV =

-SIS el,'Bf>,p‘.-^"-P!"B(fl).4î.w<
Oe«ez+4 |₽€z+a P

f V У «un e'Pl-Z/tp' (x՛) . -I«+₽1 £>(•+?) znx n2
<Cj L+ ГХ,--------81 E P

<c2 S 8-։-hl.Jp(T) (D)«|’,W.
к

Таким образом, неравенство (3.5) при S = 0 доказано. Пусть нера­
венство (3.5) доказано при $ $о—1, докажем его для s = s0.

Применяя лемму 3.1, получим

S 8֊’1«/.|[1 + е.р(?р.р“> (Е)-Г[<р.к] |2։(рп)<

<с։ S e-2՝“4fi + ®-p(0r,"1/’(։,G)^[?,-<w<

< cJ S в-2-!-։ - Г |Р(։) (D) и(х)? dx^-
'° ’^гл, к S

4Н1 + е-р(?)]5։"1-Р(;)-Я'Р։И»1(/?я)р (3.6).

Для завершения доказательства оценим последнее слагаемое правой, 
части неравенства (3.6). В силу того, что функция и удовлетворяет урав­
нению Р (О) и = 0 в полосе 3, имеем

P(ö)(<p*u)= S
а^г.. к

Пусть Ъ(х')^С* (X ||<1), }»(*') = ! при х'С supp <р. Еще раз. 
применяя лемму 4.4.2 работы [3] и лемму 3.2 настоящей работы, от­
сюда получаем

S
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1[1 + в.р(ОГ-1^(0-Л’Р‘«]к^) =

= [1 + «-р (Е)Г։՜1 • 2 ■֊ ?’• (-0) и] |4,</?„, =
о+.ег+ к «։

=I [1+ в • р «)Г -1 • 2 -V [£,։ ?’ •р(” <“* ♦1)11£‘ <«-><
0^4«! . ...

< С, 2 I[1 + в Р (;)Г’-։ •/ [Р>‘-Р(։) (£>) (.«■!•)>.(«„>< 
к

<св Е 1[1 + в-ь/| + вр(г —Г|/)Г’՜1 х 
0' *

х у т •£[?•] (V) • /*’(«- У)-Г[и-Г] (?-¥) «.(*„)<

Так как по предположению индукции неравенство (3.5) верно при 
5 = 30—1, то из полученного соотношения и неравенства (3.6) следует не­
равенство (3.5) при з = $0. Лемма 3.3 доказана.

Лемма 3.4. Пусть и^№(Р, 5։, к) (0 < г<^1)—решение урав­
нения Р\О) и = 0, при этом для вектора у£Еп существуют по­
ложительные числа Айа такие, что

й(у, ?)1СЛ[р(г) + 1]° V^Rn. (3.7)
Тогда для любого s О

е20. s-2 |.| f|P(։»(D)<jr, D>u (x)|2dx <
° “6Z"' * S„2

<Л- s 8֊’ I«1 C|P(”(D) B(x)|։«/x. (3.8)
J

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 4.4.4 
работы [3] с применением доказанной нами леммы 3.3.

Теорема 3.1. Пусть Р^Г (к, п), 2 = 2* X , где Hkc.Ek— 
ограниченная область. Пусть для оператора P(D) удовлетворя- 
ется условие (3.7) и и W (Р, й, £)—решение уравнения P(D)u =0.

Существует постоянная с > 0, нс зависящая от функции и и такая, 
что для произвольных положительных чисел 6 и 6,

<с-8-’я S |P(”(D)u(x),2 dx, (3.9) 
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где 2<Ч = [х; х£2, dist(x', d2*)>8}.
Доказательство. Пусть z 2* П 2( ‘+0> 0<е<^1.

Применив лемму 3.4 к функции и (х 4՜ (z', 0)), получим

s=« S е֊М«1 Г f \P("(D)<y, £>>И(х)|»< 
°**0*.* , . J. «

Ix’-»'Ку «֊*

<д. 2 8֊։н Г Г |P(,)(D)u(x)|։ dx.
O*։ezj՜ b J Jc *•* ix'-r

Проинтегрировав обе части полученного соотношения по z' по 
области 2^Г>2( ‘ : ։) и проводя рассуждения, аналогичные рассуждени­
ям теоремы 4.4.2 работы [3], мы получим доказательство теоремы 
при е = min {1, 8/2}.

Лемма 3.5. Пусть Р^Г (к, п), существуют числа М>0 и 
а>0 такие, что |Р(;)|<^-о при |с| > М, функция ufr_W (Р, 2, к) 
является решением уравнения Р (D) и = 0, у(^Еп, <р £ Со (2*). Тог­
да для любого j = ü, (;, уУ F [и-<?] £L2(Rn).

Доказате льство. Имеем

J I ($, уУ F[u-?]|s <Г; = | | (5, +

|5|<л

4- | 1(5, y)J /7[и-<р]|1 d\ <сх J |/[u-f]|։rf? 4֊ 

|Е|>Я |Е|<М

+ ֊ f IG, уУР(5) •/=[«•?] Prf^Cf!/7 [и<р]|2.4-
3 J

|51>-И

4-4 С IG, у)' Р(5) Г[и.т]М. 
° J

Пусть ■}'^Со>(2*), ф (х) = 1 при x£supp<p. Так как ф-Р(£))Х 
X (“•'{') = 0, то

P(5)-F[u-<p] = P(5)-F[u-?-H = X /=[«•?] »(Г/[?]) =
^zn.k ®!

Отсюда имеем

= 2

[ |(։> з)'Г[и-?]|։ dl <C1-ßF[u-<p|3t4-
*n

o-ez;։t «! J
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Применяя здесь неравенство Юнга и замечая (см. [3], лемма 4.4.2), что 
для любого ₽С2и. * и произвольно» /^С® (2*)

У |(Г)з./(е')|^<с₽, 

я»
получаем неравенство

|(5, у)/ [в ?Л։ Л <с1|Р[м-<р]й,+

+ с,£ 2 [ 1(5, д)'РМ (?)• Г [М ?]|։ </5
'-ио*«ег+* Л 

кп

с некоторо» постоянной с։ = с։(3, у, <р) >0.
Для оценки второго слагаемого левой части полученного неравенства՝ 

применим лемму 3.3 работы [6], из которой следует, что для натурально­
го числа / существуют положительные постоянные Л/=Л; (у), а}=а1(у)- 
такие, что

21(5, (1 + Рр(5)Р К5€/?Л.
/-о

Имеем

У)1 /Г[«-’Р]1։ < сх-|а-<р|4,+

|(1 + р(5)Л Р(‘)(5)-Г[И.<Р]р </;.

Так как и£ № (Р, 2, к), то применяя лемму 3.3 отсюда получаем до­
казательство леммы 3.5.

Теорема 3.2. Пусть Р £ Г (к, п), х = (х'։ х"), х' £ £*, х" £ Еп-кг 
существуют числа М>0 и с^>0 такие, что |Р(5)| > с при |51>Л£- 
Если для некоторого ненулевого вектора у£Е„ и некоторых по­
ложительных чисел Айа выполняется соотношение

\(у, 5)|<Д(1 + р(5))» г56Яя.
тпо существует число х О такое, что для всех решений и£№ (Р,. 

&) уравнения Р (2)) и = 0, для произвольных чисел гх и г3 и для 
всех точек х £ 2, |х'| -С т-2, |х"| -С г»

I < У. В>*и (х)| < х>.ув/, у = 1, 2, - • • .
Доказательство. Из теоремы пункта 7 работы [5] и леммы 3.5 

настоящей работы следует, что при условиях теоремы 3.2 функции 
и^х)=<у, £»>>и(х) (у = 1, 2,•••) также принадлежат классу 

(Р, 2, к) и удовлетворяют уравнению Р(О՝/Ъ;. = 0 (у = 1, 2, ■••),. 
Тогда применив неравенство (3.9) (см. теорему 3.1) к функциям 
Юу (х) (у = 1, 2,• • •), получим
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$ 8-2|-1 1՜ \pM(D)<y, d>'u (x)\« rfx<
° ’eZ"՛* a((7+U »)

< с' Г*'* S 3“2 W 1՝ I (£>) и (x)|։ dx. (3.10)

Выберем число 3։ так, чтобы для множества К = {х: х^Еп, |х'| Ох}| 

Кс:2(''։). Пусть 8 = 81/(у + 1). Применив лемму 3.5, из (3.10) и того, 
что W (Р, 2, к), получим с некоторой постоянной С։ 0

‘ I < у, D>‘v (х)|։ dx < Cifa>, j = 1, 2,- • • . (3.11)

Й*1)

Пусть теперь ? 6 Со, G = supp <рс:2(*Л, <р (х) = 1 при х £ К= [у, у£Е„, 
у'| < г1։ |у"|-<г։}. Тогда следующая легко проверяемая цепочка не­

равенств для и^С“(£л) вместе с неравенством (3.11) доказывает 
теорему:

sujp|u(x)|3< sup |и (х)-<? (х)|։<

< Сд S fp’u (х)|։ dx < са S f JD3 и (x)|* dx.
|3|*я J J

о s(J|)

Теорема 3.2 доказана.
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2. Գ. ՂԱԶԱՐ ՅԱՆ, Վ. Ն. Ս՜ԱՐԳԱՐՅԱՆ Տված հիպոէլիպաիկության կրող ունեցող ոչ-նիոլոէլիպաիկ 
հավասարումների լուծումների ղնանատականներ (ամփոփում)

Ուսումնասիրվում են 0 հավասարումները, որտեղ Փ(Ծ)-ն ընդհանրապես ասած
ոչ հիպոկլիպտիկ օպերատոր է, տված հիսլոէլիպտ ի կության կրողով։ Այդ հավասարման լու­
ծումների համար ստացվում են իրենց բնույթով վերջնա կան ինտեգրալ անհավասարություններ։ 
Ելնելով ստացված ինտեգրալ անհավասարություններից, նկարագրվում են ժեվրեի այն անհա- 
մասեո դասերը, որոնց պատկանում են ?^Օ)Ա=0 հավասարման լուծումները։ նկարագրվում 
են այն կրտսեր անդամները, որոնց ավելացնելը լի փոխում տված օպերատորի հիպոկլիպ- 
տիկոլթյան կրողը։

■G. G. KAZARIAN, V. N. MARKARIAN. Estimates for solutions of nonhypoelliptical 
equations with given hypoellipticity carrier (summary)

The paper considers equations P(D)u = 0, where P (D) — P (D,-• •, Dn) is a 
linear differential operator with constant coefficients and given hypoellipticity carrier* 
We prove that the solutions belong to nonisotrope Jevre class, as well as find some 
integral estimates for the solutions. Also we describe the class of terms whose addi­
tion to the operator does not change its carrier.
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