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- I

Ка-к было показано Орличем֊,в работе [1] (см., например, [2], 

стр. 174), для полной ортонормальной системы {<₽« (х)} ряд 2 (х)
л«=1 

почти всюду расходится. Пусть {$„ (х)} —(полная ортонормальная систе
ма функций в пространстве L2 [0, 1]. Положим

£я = {х|х^[0, 1], <р„(д)#=0}.

Из теоремы Орлича следует, что

S р £« = «». (1>
Л«1

Как известно существуют полные ортонормированные системы, для кото
рых |1Еп~^ 0. Например, для системы Хаара рЕп = О (— Y Возникает во- 

\ п /
прос, что можно сказать о скорости убывания р.Еп для полных ортонорми- 
рованных систем, оставаясь конечно в рахисах соотношения (1). Оказы
вается верно следующее утверждение.

Теорема. Для любой последовательности положительных чисел 
СО

еЛ(п = 1, удовлетворяющих условию 5^ел = оо, существует
л“1

в пространстве £2[0, 1] такая полная ортонормированная систе
ма функций (<?/1(х)|, что vEn<en, п = 1, 2,--- .

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая 
Лемма. Если даны:
I. целое число М > О,

II. ортонормированная система ступенчатых функций (x)}£.j на от 
резке [0, 1], причем все эти функции постоянны на интервалах՛

\ М М ) J

III. такая последовательность рациональных чисел а։ > 0, что

»*+։
0/=1, 0 = п։<Сп։<п։<-• 

я*+1

то систему можно дополнить ступенчатыми функция
ми "’»Флг’W таким образом, чтобы полученная:
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я результате этого система функций [тДх)))'^ удовлетворяла 
■следующим условиям:

1° система {ф<(х)|}^։ ортонормирована на отрезке [0,1],
2" концы всех интервалов постоянств функций ф<(х), 7՛ = 

= 1, 2,• • •, М'—рациональные точки,
3°. ։ = Л/',

4; характеристическую функцию любого интервала
\ М М / 

(1Су-<Л/) можно получить при помощи линейных комбинаций 
■финкций <р/(х)(7֊=1, 2,--՛, Л^).

Доказательство леммы. Составим матрицу А = {а/у}. (I 
1<;<М), где а/у—это значение функции <рг(х) на интерва

ле (------  > -^֊\ Из условия II леммы следует, что произвольн ые две
\ М М)

строки этой матрицы ортогональны, то есть

(а<‘>, а<‘'>)=£ а,у агу=0. (2)
/»։

Из этого, в свою очередь, следует, что

М> Ы. (3)

Если М=М, то система ('Р/(х)}^,։ является искомой.
Рассмотрим случай, когда М > Ы. Дополним матрицу А новыми 

строчками

6<О = (6п, Ьгм), 7 = 1, 2,-(4)

до полной ортонормированной матрицы А.
Функции <рУ+1(х), ?лг+2(х),-• •, «>/Г (х) будем строить пачками. Опи
шем как строится первая пачка функций. ___

Возьмем числа зх, »։,•••, °п, (см. условие III леммы), /V + 1-ую
•строчку матрицы А Ь{1)=(Ьи, Ьгм) и построим функции ^^(х),

= 1, 2,•••, п2 следующим образом:

'Рл/Ч-7 (Х) —

Л— 1 + £
Ьи, если х(; I -------- ■'°1

\ М (5)

61.и, если х £

0—в остальных точках.
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Функции, полученные в результате нормирования функций Т^Дх)' 
(1=1, 2, в пространстве [0, 1] обозначим через <рл,+/(х). Пред
положив, что уже построены первые к— 1 пачек системы {«р* (*)Ц2л+։г 
т. е. функции Туу-м (х),--, <ГМ+Н,(х),-• •, 'РЛЧя4(х)> для построения ко
торых использованы строчки Ь°\ 6(։), • • ■, 6(* ։> матрицы А и числа 
։°И"1ь опишем как строится к-ая пачка. Она получается в результа
те нормирования в пространстве £։ [0, 1] функций <Рл,+лл+/(х) 1=1, 2» 

••• » (л*+1 — пк), которые строятся следующим образом:

0—в остальных точках.

' I

6*1, если х£

/1-1 1 \՝ Е Ё °"*+> ։

1-1 1-1
< М ’ М /’

6*1, если х

/ 1-1 1 \
։ — 1 + У °„к+] г — 1 + у °„*+/ \

__________  1-^1________ ___________ /-21________ 1
\ М ’ М )

6*ж, если х С

( ЛГ-1+уаЯл+у М-1+ у °„к+1 \ 
/-1 1-1

< м ’ м )

Проверим, что построенная таким образом система {ср< (х)};=1 яв
ляется искомой, то есть удовлетворяет условиям леммы.

«»н
Из построения функций (х) и из того, что у а։=1 следует^ 

'-«*+։
что на интервале (-—֊—» — 1 = 1, 2, •••, М

\ М М /

■*+!-"*_
$ Ё <РЛг4-Я4+/(х) = 6«. (7>

|ма|

А так как матрица А по построению является полной орто нормирован
ной, то из (7) следует, что при помощи линейных комбинаций функций 
Ч’Дх), 1 = 1, 2,‘"» Л/' можно получить характеристическую функцию֊ 

произвольного интервала/֊------> —\ 1=1. 2,---, М, т. е. постро-
\ М М /

енная система удовлетворяет условию 4° леммы. Из остальных 
свойств нуждается в проверке только пункт 1°.

Если 1 <. 1 -/V, 1 < ։' < М — ЛГ, то 
) 

1 и лл /И л
(?Р <Рлг+/֊)= <Р,(х)ч’х+г(х)</х= 2 Ч’((х) <рл/+|. (х) <1х =

о 1-1
«И

Л <3/
“2,“" ‘'Ч«=О-



О носителях функций 409

Если 1 -< / -С п4+1 — пк, 1< < л4+։ — л4, /#=։', к = 1, 2, • • •, М — № 
(т. е. берутся две разные функции из одной и той же пачки), то 

(?#+.*+!» <Рлг+и4+1՛) =0>

так как носители функций, принадлежащих одной и той же пачке не пере
секаются.

Теперь рассмотрим случай, когда берутся функции из разных пачек. 
Нам нужно доказать, что

<*)» Ч’Лн.я4,+г (*)) = 0. (8>

Рассмотрим интервалы А։, 1=1, 2,... М, где

Легко заметить, что интервал Аг получается при помощи сдвига интервала;

pД^=pД1, ։'=1, 2,։։։, М. (Ю)՛

Кроме того

^(֊> «А '-1’2'-м- (п>\ м м /
Из соотношений (6), (9), (10), (11) и ортогональности строчек матрицы 
А следует справедливость соотношения (8). В самом деле

I 
м м 

(։Рм+пк+Р ’?Л+як.+г)=Е j <Р^я*+։(Х) ?.У+яг+г(х) ** = 

/-։
м՜ 

м г м
= Я | <Рл+л4+/(*) Ъ+.4.+։’(х)</ж= X Ьк‘ ЬкЧ иД,==

м
= Н Л1 5] Ьк1 Ькч = 0.

4—1

Лемма доказана.
Доказательство теоремы. Возьмем последовательность ра

циональных чисел о,, удовлетворяющих следующим условиям:

0О/ <в/։ ։=1, 2, -- , о0=0, £ з/=1, 0=пх<л8<л։<-• (12) 

7—436
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Это всегда возможно, так как по условию теоремы ej. >0, I = 1, 2,...

и е։ = 4-°°. Первые ns функции построим следующим образом:
1—1

1 /'“1 ' \. . 77—՜’ если ( S 3/’ 2 е')’ / = t’ 2>"> п*
} з/ \/-о "о /
0—в остальных точках.

.Выберем натуральное число > и. таким образом, чтобы числа 
■°1» ап, нацело делились на Mv (Это всегда возможно, т. к.
числа а/ рациональны). Для числа ортонормированной системы

и чисел яЯ։+ь вл։ц,--։ , применив предыдущую лемму, по
лучим ортонормированную систему функций (f, (х)}^։. Так как по 
условию 2° леммы концы интервалов постоянства функций <рх (х), 

։<Pi (■*)»՛•■» ?лг, (х) рациональны, то можно выбрать натуральное число 
-Afj > так, что ясе функции {fz (х))^։ будут постоянны на интер

валах Для чисел М3 ортонормированной системы
\ Лто/

• (тЛх)1л21 и чисел ам+1» °<v։+:>՛” опять применим лемму и т. д.
Получим искомую систему ортонормированных функций, полнота ко

торой следует из условия 4° леммы.
Теорема доказана.
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