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В работе [1] было получено новое интегральное представление для 
<рункциИ Et{z, р), Р>1. —°°. Это представление имеет вид

■о

^р(«> !»)=■ [ «։՜ Фр.|Дх) dx, 

п

где ФР, и—целая функция, определяемая абсолютно сходящимся при 
всех s£C интегралом

^P.Us) = ֊֊T Г exp^-sC} Cp(l^ rfC, (1)
2 к։ J

т(*< ?)
взятым по контуру т (в, £), состоящему из двух лучей L (г, {3) = (С: 
:|С|^>е, arg£=±0) и дуги окружности I (е, {3) = (С: 'С| = в, ^arg С|<?), 
0<е<^оо, тс/(2р) <^{3 -С«/р; направление обхода таково, что точка 
С = 0 остается слева.

В [1] был установлен весьма тонкий факт: функция Фр (1 неотрица
тельна на всем положительном луче тогда и только тогда, когда р 1/р. 
Кроме того, в [1] был найден ряд других существенных свойств этой функ
ции. Нас сейчас будут интересовать только свойства, относящиеся к асимп
тотическому поведению Ф р и при |$| со. Эти свойства могут быть поды
тожены в виде такой теоремы:

Теорема [1]. Функция Фр ,t является целой функцией порядка 
А и типа а, где

k = p/(p-l), a = (l-p-J)(l/p)։/։₽-1’, (2)

о ее индикатор h (О) удовлетворяет неравенству

А(0)<֊асоз(я/(2р)). (3)
В [1] на с. 494 отмечено: «...остается открытым вопрос о точности 

установленного нами неравенства (3), а также вопрос о выявлении явного 
вида функции h (’З) и тех точек отрезка [— я, л], где достигается равен
ство в неравенстве h (■&) а». Настоящая статья посвящена ответам на
эти вопросы.

Теорема. Если выполнено одно из условий а) 1<л<3/2, 
б) >. = 2, а 2(1 —р) является неотрицательным целым числом, то

h (3) = — a cos /. 3, |3| < х.
В остальных случаях
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, (— 3 соя X 0, |&| < Зк/(2Х),
(О, Зк/(2Х) ■*» |&|О.

Таким образом, А (0) = — о, а равенство в неравенстве А (8) < о 
достигается только в двух точках Ь=±к/к.

Доказательство теоремы разобьем на ряд лемм.
Лемма 1. Справедливо равенство

А(0)=----- а. (4)

Доказательство. Легко видеть, что при $ > 0 представление 
(1) сохраняет силу и при Р = тг/(2р). Положив в (1) Р=к/(2р), е=(1/р)։/(р_|) 
з1/^՜’), будем иметь

Фр. н(«)= х₽т! [ + | ОР. 14 + Л + 41- (5)

2тгт I Д J ) 2 к/
£+(«,₽) х-<■,₽) *<*₽)

Очевидно

141+ 141 < 2 I ехр {— sf cos (ir/(2p)))
Г

Отсюда следует, что, каково бы ни было 8£(0, cos (*/(2р)), при дос
таточно больших s имеем

141 + |4| < 2 J ехр {- st (cos (к/(2р)) - 8)| Л = 

С
= 2 (cos (K/(2p)) - 8) -1 ехр { - ? (l/p)1/('-։’)(cos (к/(2р)) - 8)}. (6) 

Далее
«/(Гр)

|4|-С J exp(ePcosp<p — se. cos <р] ef (1~и) d<f = 

֊«/(2р>

«/(Jp)
= еРО-н) С expJsx (l/p)I/tp~l) cospf — costpMdtp.

JI \p /J
-«(2p)

Функция (1/p) cos p ? — cos <p убывает на [0, ir/(2p)], поэтому ее макси
мум на [— ^/(2p), к/(2р)] достигается при <р = 0 и равен p_J — 1. Учи
тывая (2), получаем

I41 < (1/р)'<1-'‘,/(₽-։) ^^/^֊«(«/р) ехр {- о sx). (7)

Заметим, что cos (к/(2р)) > 1 — р՜1. Поэтому число 8 можно выбрать 
столь малым, что (l/p)1/(f 1J(cos (я/(2р))—8)^>о. В силу этого из (6), 
(7) и (5) следует, что А(0)< —о. Если бы было А(0)< — а, то из 
известного свойства индикатора ([2], с. 84, з))

А(В) + А(& + я/Л)>0 (8)

вытекало бы, что А (Л/Х) а, а' это невозможно.
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Лемма 2. Справедливо равенство

А(8) =— a cos X 8, |8| тс/Х. (9)

Доказательство. Из (4) и (8) следует, что точка 0 = 0 являет
ся точкой минимума для Л. В силу свойства индикатора .([2], с. 78, е)) от
сюда следует, что А(0)>— acos).8, |8|<^тс/Х. Функция Ах (8) = А (8) 4֊ 
4-acos). & неотрицательна на отрезке [—тс/Х, тс/).] и обращается в 
нуль в точках ± тс/к и 0. Обозначим через 80 £ (0, тс/Х) точку, где 
А ,(&„) = max Ах(8), и предположим, что А։ (&0) > 0. Так как функция 

|о, «/>•!
Ах (8) является ).-тригонометрически выпуклой, то в силу уже упо
минавшегося факта ([2], с. 78, е)) имеем

Aj (&) > Aj (80) cos X (8 — 80), |& — 80| < тс/).. (10)
-• • 1 I

Так как 80 £ [0, -к/).), то (10) имеет место при 8 = 0 и 8 = тс/Х. Поэто
му из (10) следует, что cosX &0 << 0 и cos (я/Х — 80) ֊< 0, т. e. cosX 80=0, 
80== тс/(2).). Таким образом, А1(8)^> Al(80) sinX8 и А (8)>АХ (80) sinXd — 
— a.cosX& при 8£[0, г/).]. Отсюда вытекает, что max А (&) >-

•' '_________ . (0, =/Х]

У֊ V (80) т я2 > 9> что невозможно.
Лемма 3. Если 1<^Х<3/2, то справедливо равенство

А(8) = — a cos X 8, |8 < тс. (11)

Доказательство. Положим
■о 1

g (г) = J ехр {— /р ֊4֊ г /) р-!‘! dt.

1 - ,

В силу известных фактов (можно, например, воспользоваться теоремой 
2.4.4 из [3], с. 54) функция g— целая порядка X и типа а, где X и ст опре
делены (2). Обозначим через Н (О) индикатор функции g. Покажем, что 
при условии 1 < X 3/2 (которое эквивалентно р 3) справедлива 
формула

Я(9) = facosX&, |&|<тс/(2Х), (12')
(О, «/(2Х)<|»|<тс. (12")

Сначала отметим такие свойства функции Н:

/7(8) =0, тс/2<|8| <тс, (13)

/7(8) > с cos). 8, I&ICtc/X. (14)

Первое следует из ограниченности функции g в полуплоскости Re z 0 
и хорошо известных фактов об ограниченных аналитических функциях 
(см., напр., [2], с. 315). Второе вытекает из очевидного равенства 
/7(0) = max /7(8) = а и уже использовавшегося свойства индикаторов 

[-«.«)
([2], с. 78, е)). Заметим также, что функция /У является четной и 
2тс-периодической.
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Равенство (1) при s -» 1, ß = r/p можно записать в виде

Ф,. F (е"‘։-И' se'T,,> - е՜'՞'1-11’ g (֊ se-''/?) + gl (s)l,

где

?1(s)= 1՜ expIC'-sCH’^^OG^), |s| —» oo.

i (i. b/p)

Используя связь между индикатором суммы целых функций и индикато
рами слагаемых ([2], с. 73), видим, что справедливо неравенство

Л(») < max [Н (& — я + я/р), Н (ft 4- к — т./р), 0), (15)

которое обращается в равенство всюду, где одна из трех величин, стоящих 
в фигурных скобках, строго больше двух остальных. Учитывая, что 
я— т./р = я/л, перепишем (15) в виде

Ä (ft) < max \Н(Ь-т./>.), Н^ + т./).), 0}. (16)

Положим 0 = я/(2Х). В силу (9), (14) и (13) соответственно имеем 
А (я/(2).)) = О, Н{— я/(2Х)) ^-0, Н (3 к/(2Х)) = 0 (последнее вытекает 
из (13), так как Зя/(2Х)£[я, Зя/2]). Если бы было Н(—*/(2Х))>0, то 
(16) обращалось бы в равенство, откуда следовало бы, что А (я/(2Х))^>0, 
поэтому заключаем, что /7(—я/(2Х)) = 0- Таким образом, функция Н 
совпадает с тригонометрической функцией а cos X ft на концах отрез
ка [—я/(2Х), 0]. В силу свойства индикатора ([2], с. 74, лемма 6), 
тогда на всем отрезке должно выполняться Н(^) -С ° cos X ft. Учиты 
вая (14), заключаем, что справедливо (12').

Остается еще доказать, что /7(ft) = 0 при t./(2'i.) (0| < я/2. Для
этого заметим, что так как X -С 3/2, то длина отрезка [я/(2Х), я/2] 
строго меньше я/л. На концах этого отрезка имеем Н(ft) =0, поэтому из 
свойства индикатора ([2], с. 74, лемма 6) следует, что /7(&)-С0 на 
всем отрезке. Из того же свойства и (13) заключаем, что ни в одной 
точке отрезка неравенство не может оказаться строгим. Тем самым 
(12')—(12՞) доказаны.

Из (12') — (12") видно, что на интервале (я/(2Х), я) имеем 
/7(0— т.р.) 2> /7(& к/).) > 0. Поэтому на указанном интервале в не
равенстве (16) имеет место знак равенства и, следовательно, A(ft) = 
= — э cos X ft. Таким образом. (11) справедливо при я/(2Х) С |ft]я. 
Учитывая (9>, убеждаемся в справедливости леммы.

Лемма 4. Если X 3/2, то
h (ft) < о, Зк/(2Х) << я. (17)

Доказательство. А) Рассмотрим сначала случай 3/2 Х< 3. 
Фиксируем ft <7 (Зя/(2>.), я]. Легко убедиться, что тогда cos(& ± Зя/ 
/ (2р)) > 0 и, следовательно, при arg s = 8 имеем Re (s exp (±Зя։‘/(2р))>0. 
Поэтому представление (1) сохраняет силу и при ß = 3 я/(2р) (заме
тим, что из X 3 следует ß < я). Таким образом, при arg s = ft имеем 
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ф'^5)=ъЬ"{ ’ [ + f + J ьX I */ V •* /
Д*(1, Зх/(2р)) £~(1, Зх/(2р)) , ГЛ, Зх/(2р)Х

Очевидно ՝՛ \ t

J = j exp 1 ֊ itr - s t e±Ä'/(2f) ) f <*֊» rfZ| < 

£±(1. 3x/(2pl). 1

< J exp { -|s| t cos (» ± 3«/(2p) ) } tr ™ dt = о (1), |s| ֊> со,

I J < (3«/p) el'L

1(1, 3x/(2j>)

Отсюда следует, что h (&) <1 0.
Б) Рассмотрим теперь случай X > 3. Снова фиксируем & £ (Зк/(21), 

л]. Тогда cos (& + Зк/(2р)) > 0 (но* вообще говоря, не выполняется 
cos(ö-3k/(2p))>0) и, следовательно при args=$ имеем Re(sexp X 
X (3«z/(2p))) >0. В рассматриваемом случае будет г. < Зк/(2р), 
— — 2к 4֊ 3n/(2p) «С — к/(2?) и, как легко видеть, контур интегриро
вания 1(е, ß) в (1) можно заменить контуром, состоящим из. луча 
£“(1, 2« — Зк/(2о)), дуги окружности Z = [Ct|C|=l, — 2к 4֊ Зк/(2р) 
•< arg С <3«։/(2Р)} и луча L+ (1, Зя/(2р)} (лучи совпадают как множест
ва, но проходятся в разных направлениях)՛. Итак, имеем при args=8>

фр.н(5) = “г1 f + f + П =

2«z I J J J J
д+(1. злдад) l~(i. 2х-зх/(2р)) 1

=֊^t{4+4+/J-
2 к։

Справедливы оценки

j J < Jexp{֊|sHcos(& + 3x/(2p);)}.Zf(J_,l)dZ =

Z.+О, з«/(2р)) ։
= о(1), |sl—со;

ОО
J •< J ехр (— tf sin. 2к р — |s 11 X

L- (I, ։x-3r/(2p)) ։

X cos(&4-3k/(2P))} Z'(1-*,'<#=q(.1), |s|,֊>co„

(sin 2x p > 0, так как 1 <Z P <C 3/2);

J <2«eM..

i

Отсюда следует, что й (О) ^0. »■
Л ем м а 5. Если Я. > 3/2, Л =/= 2,. та
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Л(8) = 0, 3<(2/.)<|0| (18)

.Утверждение сохраняет силу .и при 7t. =2, если 2 (1—ц) не является целым 
числом.

Доказательство. ЗИредположим сначала дополнительно, что 
ip(l — р) ^> — 1. Заметим, что при >֊>3/2 будет х/2 < яр/2 <^3^/2, 
и можно записать представление (1) с s = О, 0 = к/2. Получим

Фр. Р (s) = \ 'exP 1КГ е + -֊- (1 — и) Sign< — siZ] pf(1-'л) dt. (19)
Л«* J £•— «•

•Отсюда видно, что функция Ф«, у .является преобразованием Фурье 
функции, которая может оказаться целой только в случае, когда 

,р = 2 (заметим, что у нас сейчас 1 <^р<^3 и, кроме того, 2 (1 — и) 
является целым числом. Относительно функции Фр, р. мы уже знаем, 
что Л (0)<0. Если бы, кроме этого, выполнялось также Л(к)<^0, то 
преобразование Фурье функции Фр, должно было бы быть целой 

•функцией. Поскольку это исключено, то мы приходим к выводу, что 
Л(к)>0. Учитывая (17) и свойства индикаторов, убеждаемся в спра
ведливости (18).

Освободимся от дополнительного ограничения р (1 — н)^>— 1. 
Из (1) легко следует, что при п = 1, 2, З,՛-՛

(-<Л)" Фр.р(5) = Фр.,(5), (20)
;где ч определяется -равенством и 4֊ р(1 — р) =р (1 — *). Ясно, что при 
достаточно большом п будем иметь р(1—м) > — 1. Как известно 
•(см., напр., [-4]), при дифференцировании целой функции ее индикатор 
не увеличивается. Так как для Фр,, равенство (18) уже доказано, а 
для индикатора Ф?, ,л, .во .всяком случае, верно неравенство (17), то 
лемма доказана.

Л е.м м а 6. Если X > 3/2, /. =^= 2, то

h /м= I— ° cos Х &> 1°1 < Зя/(2/.), 
.(О, 3*/(2k)<|Ô| <к. k

Утверждение ^сохраняет силу и при л = 2, если 2(1—ц) не является целым 
числом.

Д о к а з а т е.лл> с т во. В силу лемм 1 и 5 нуждается в доказательстве 
только равенство (21) .при |8| < Зк/(2л). Так как в точке 8=i:/k 
индикатор Л .достигает .максимума, то в силу уже упоминавшегося 
свойства ([21], с. 78, е)) имеем А(8)>— о cos 18 при |8— к/Х| к/Х. 
С другой стороны, на концах ютрезда [тг/Х, Зтс/(2>.)] имеем, в силу 
лемм 1 и 5, h (8) = — acos л 8 и-поэтому ([2], с. 74, лемма 6) на всем 
•отрезке Л(8)^ —acos к 8. Тем самым требуемое равенство доказано.

Ле мм а 7.. Пусть Х = 2 и число 2(1—р)—целее. Если 2(1 — 
— P') ^-0, ■7П0

Ai(8) =——.oos2 8, |8|<к. (22)
4
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Если же 2(1 — р) < О, то

Л(®) =
- — cos 2 0, |»|<3*/4, 

4
.0, 3*/4<|&К«.

(23)

До кааательсво. Пусть сначала 2(1—р)=0, р = 1. Тогда из 
(19) следует, что

Ф։,i(տ) = ~՜ f ехР {— — st'} di ехр (— s*/4), 
те J J/ те

и справедливость (22) очевидна. Если 2(1—р)>0, то в силу (20) 
имеем Фг. р.= (—<//^$)2<1-;1) Ф։, 1։ и (22) тоже выполняется.

Пусть теперь 2(1 — Р) =— 1, р = 3/2. Тогда в силу (20) будет 
Ф։, ! = (—<//Л) $2, з/2. Индикатор функции Фз, з/։ в силу леммы 1 от
рицателен при ? = 0. Поэтому при действительных 5 имеем

Փշ. з/։ (տ) = exp (— т։/4) rft.

Отсюда видно, что индикатор функции Фг,,з/2 равен 0 при 8 = к, и с 
помощью свойств индикатора получаем (23). Если 2(1—р) = — 2, 
р=^2, то из равенства Ф2,з/2=(—<//</$) Ф։, ։ аналогичным образом зак՜ 

лючаем, что Фз, 2 (•։) = ^ Фг, з/2 (х) </", и далее, что для индиктора функ- 

ции Ф։, 2 выполняется (23). Ясно, что справедливость (23) для любо- 
го целого отрицательного 2 (1 — р) получается по индукции.

Доказательство сформулированной нами теоремы тем самым закон
чено.
Физико-технический институт 
низких температур АН УССР, 

г. Харьков Поступила 7. IV. 1987

K Վ. ՕՍՏւ՚ՈՎՍԿԻ. Մ. Մ. Ջրթաշյաէֆ մի fimrgji վերաքնրյրպ (ամփոփում՛) 
Հետևյալ հարցը էրվել է Մ. Մ. Տրրայրսնի կողմից' գտնել k=p/(p—1), 

1
և Տ= (1— p-1) (I/p)₽ 1 p>l“A<i։ ունեցող

. .. 1“(-1)*_ A . * + 1 . /* + l \t
Փք,ււ(տ) =---------2 ֊— r(l-p-|---------- sinit/------------ Pjs*,

k Ց fcl \ p \ P /
—OO<p.<4-00, ամբողջ ֆունկցիայի h (v) ինղիկատորըւ 

Այղ ֆունկցիան նրա կողմից մտցվել է E(z, {*) ֆունկցիաների ինտեգրալ ներկայացում֊ 
ների կապակցությամբ։ •

Հողվածում տրվում է հետևյալ պատասխանը'

հ(՝>) = — օ cos X V, խ| < it, 
եթե տեղի ունի հետևյալ պայմաններից որևէ մեկը
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w) 1 <Х '3/2 f) !֊ =2, 2 (1—н) 4 «2 ршдшиш^шЪ uijp«42 РЦ։ ITjeut ffrtyflr-
г-—'

— a cos X v, Ы < —

A(v) =

I. V. OSTROVSKII. On a problem of M. M. Dzhrbathyan (summary)
M. M. Dihrbashyan posed the problem of finding the indicator A (6) of the 

entire function

. . . 1 - (_ 1)* / . * + l\ . fk + 1 \ .%^(s)=-------J —֊֊^-r(l-|xH-----------sin* (--------------n)s‘
« *-o Ar! \ p J \ p /

of the order 1 = p/(p—1) and of the type a—(1—p—։ )(l/p)։^f~1', p>l, — oo c p < co. 
He introduced this function in connection with the integral representations of the 
functions Ef (z, p). In the present paper the following answer to this problem is ob
tained:

If one of the following conditions is satesfied: a) l<X<^3/2, b) X=2 and 2(1—p) 
is a non-negative integer, then);

h (8) = — o cos X 8, |8| w.
In the remaining cases

A/8)=J~ocosXfr’ l8l<3«/(2X),
’ 10, 3k/(2X) < |8| < «.
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