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НЕРАВЕНСТВА В ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА 
ДЛЯ ОДНОЙ МАКСИМАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ

§ 1. Введение
В. Макенхаупт [1] для максимальной функции Харди—Литтльву- 

да, которая в пространстве /?п для интегрируемой по Лебегу функции։ 
/ определяется следующим образом:

(Л//) (х) = яир |-֊-У |/(г/)1 х£Я„, (1.1).

О 
где О — куб, стороны которого параллельны координатным осям, дос­
казал следующую теорему.

Теорема А. Неравенство
^*[ (Л//՜) (х)р’ш (х) </х ֊< С У |/(х)|₽ и> (х) 4х, 1 < СО,

где С>0 не зависит ог /, имеет место тогда и только тогда, когда, 
весовая, [‘локально интегрируемая функция ш (х) > 0 принадлежит*

где произвольный куб*.
Р. Керман и А Торчинский [2] распространили результаты Б. Ма 

кенхаупта на классы Орлича. Несмотря на то, что необходимые оп­
ределения и обозначения будут даны позже, приведем эту теорему;

Теорема Б. Пусть функция Юнга Ф(/) и ее допольнительная; 
функция ЧГ (г) удовлетворяют Д8 условию. Тогда следующие условия: 
эквивалентны:

(I) уФ(Л//)(х)<»(х)</х< С ^Ф(/(х))ш(х) Ле, (1.3)1

где константа С^>0 не зависит от функции /;
(II) локально интегрируемая, неотрицательная функция ш (х) при­

надлежит классу

(1 (^] <’•*■
с? <}

для всех кубов фа#, и произвольных чисел 5^>0;
лы координатный осям

* Всюду далее, когда говорим о кубах, подразумеваем, что. их стороны параллель-
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(III) <и(х) принадлежит классу А где p'Q—нижний индекс функ- 
ро

ции Юнга Ф (/).
Для любой локально интегрируемой функции IF(x) введем свя­

занную с ней максимальную функцию следующим образом:

(1-5)
Q

Легко видеть, что непрерывность максимального оператора в весовом 
пространстве ЬР (ш), эквивалентна непрерывности оператора
//։?(/) в пространстве Ьр, где ш (х) = | И^(х)|₽. Но в пространстве 
Орлича уже невозможно подобные результаты непосредственно вы­
вести друг из друга. В связи со сказанным необходимо отметить ра­
боту Юнг—Мин Чэна [3], в которой, получая многочисленные ре­
зультаты для различных классических операторов, автор четко раз­
личает эти два случая.

В настоящей работе мы докажем интегральные неравенства для 
/Лг(/) при некоторых необходимых и достаточных условиях, нала­
гаемых на функцию № (х). Доказывается следующая

Теорема 1. Пусть функция Юнга Ф(0 и дополнительная к 
ней. функция Т (() удовлетворяют Д։ условию. Пусть р՝й, р[—ниж­
ний и верхний индексы функции Ф (/) и, соответственно, д*, у\ — 
нижний и верхний индексы функции ЧГ (/). Тогда следующие утверж­
дения эквивалентны:

(а) локально интегрируемая функция № (х) принадлежит 
классу Вф, т. е. для всех кубов и произвольных чисел 5^>0

<։-б>

(б) (х) принадлежит классам В и В , т. е. для всех ку-
ро Р1

бое (2с/?я справедливы, соответственно, неравенства

(1.7)
—17-5 1Г| .И /<£>•.
|(2|։ 4

(в) Существует некоторая константа Сф^>0 такая, что

|//иг(/)} фССфИф. (1.8)
*•£

<г) Существует некоторая константа Сф> 0 такая, что

|ф((Я«г(/)) (х))</х< Сф Ф (/(х)) </х. (1.9)
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(д) Существует некоторая константа £>ф>0 такая, что для 
всех кубов Ос: R.-, и произвольных чисел 5 > 0

<Э <?

аде
5Ф(к) = тГ^-) •

г>оФ

(е) Справедливы неравенства

Ри 1-ИО
(1.И)

• |НГ(Л| у<С-1Л£,-
Полученные результаты обобщают результат Б. Макенхаупта в 

другом направлении, в некотором смысле „параллельно“ работе [2].
Из полученных результатов выводятся различные следствия, ка­

сающиеся базисности в пространствах Орлича некоторых классических, 
систем.

§ 2. Предварительные сведения и результаты

В настоящей работе через В, С, £) будем обозначать различные 
константы. Чтобы подчеркнуть параметр, от 'которого зависит кон­
станта, иногда будем писать соответствующий индекс. Всюду ниже

1'1

Ф (/) = | ® (т) б- 

о
функция Юнга (? (0) = 0, р (■) 0, при т >• 0, не убывает- и- непрерыв­
на справа, Иш р(') = + 00 )•

Предположим, что Ф(£) удовлетворяет Д։ условию:. Ф(2?)< 
< ВФ (/), которое эквивалентно более общему условию Ф (уАО.^ВФ (<)•> 
Л> 1.

Предположим также, что дополнительная к Ф (#) функция-
1'1 

о

где р՜1 (т) — sup {S: р (5) -< т) также удовлетворяет Д։ условию (см. [4]х 
стр. 16—35).

Весовое пространство Орлича L*, где ® (х) ^>0< локально интег­
рируемая функция в Rn, есть пространство таких функций, и (х), что.

J и (х) v (х) ш (х) dx | < 00

Rn

для любой v(x) с
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ЧП (© (х)) ш (х) </х ОО.

£Ф— банахово пространство относительно нормы Орлича (для весот 
вых функций все рассуждения аналогичны обычному случаю (см. [4],. 
стр. 83))

' 5Пр
V-. / ч- (V (х» « (х)

% п

/(х)г»(х)ш(х)</х (2-1 >

Как и в обычном случае (см. [4], стр. 95—98) эта норма эквивалентна
следующей норме Люксембурга:

*>0, (2.2).

причем имеют место неравенства

Для произвольного куба <2сЛп будем обозначать через £*((?)■• 
пространство таких функций и(х), что

и (х) V (х) и» (х) с1х со

для любой V (х) с
| Чг (и (х)) ш (х) </х < ОО.

'<?

Если о)(х) = 1, то получаем обычное пространство Орлича (см. [4],. 
стр. 83).

Функции /(/) и $(/) будем называть эквивалентными, если су­
ществует константа С такая, что

с՜1/«) <ч> (0 <<?/(#).
Мы будем использовать следующие свойства Ф (/) (см. [4]*՜ 

стр. 25, 37, 98):

С-’/?(0<Ф«)<С^(0, (2.4)

(2.5)
Если и(х)^Лш и к(х)££Х, то имеет место неравенство Гельдера

У и (х) V (х) ш (х) с/х 

R«

<М (ф)М (2.6)

В. Матусевска и В. Орлич [5] для исследования пространств. 
Орлича £Ф определили некоторые функции и связанную с ними пару 
индексов.
4—436
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Для функции 
5ф(Х) = зир^ (2.7)

<>и Ф (0

■ справедлива следующая (см. [6], стр. 35)
Лемма А. Функция 5ф (>֊) ограничена на каждом компактном 

множестве и существуют числа р0 и Р^Ро^Рг) такие что

5Ф (X) = О (шах (Хл, )/֊)), (2.8)

при Х-*0 или ). -» со.
Если обозначить р^ = зирр0, Р] = 1п(ри то

. . , 1п 5ф (л) . 1п 5ф (к)

(2.9) 
. 1п5ф(Х) . 1п5Ф(Х)

0 о<х<։ 1пк 1пХ
Из леммы А вытекает, что при р0 < р* и рх > р\

5ф (>֊) = о (шах (>Л )'*)). (2.10)

Из определения функции 5(>.) следует, что существует констан 
•та С^>0 такая, что

Ф ()0 < С тах (кл, ^‘) ф (0, Ро С (2Д1)

В этом случае, следуя [6], будем писать Ф £ Л (р0, р^, или, чтобы за­
фиксировать константу, запишем Ф£Л(р0| р1։ С). Если ^выполнено- 
условие (2.10), то Ф имеет р$ нижний тип и р~ верхний тип, что’за- 
пишем в следующем виде: Ф^Л(р+։ р^՜).

Определение 1. Положительная функция р называется псев- 
. довогнутой, если существует эквивалентная ей вогнутая функция Е (Е).

Имеют место следующие утверждения [6].
Лемма Б. Функция р(0 псевдовогнута тогда и только тогда, 

когда р £ Л (0, 1). т. е.

р (>.0< С шах (1, ).)р(0. (2.12)
Множество тех функций р, для которых имеет место неравенство 

•(2.12), обозначается через 1 (С). Множество функций р, для которых 
выполняется условие (2.10) при ро = О и Р1 = 1> обозначим через 
7+-(С).

Лемма В. Если Ф£Л(р0> Р։> С)> то существует такая функция 
ф (0, эквивалентная Ф(0, что ф£Л(р0, Ри !)•

Лемма Г. Если Ф £ Л (р0, рг) и ра^>0 то, Ф՜1 £ Л (рГ‘, ро1).
Лемма Д. Пусть Ф(0 = (#/’1-Р։), Ф£Л(р0, р1։ С) тогда и

только тогда, когда а£т(С).
1 _1____ 1_

Лемма Е. Пусть Ф(0 = (Р‘а(/Р' Р‘) и Ф 1 (0= (Р1 р'). Для
того, чтобы а (0 £ 7 (С), необходимо и достаточно, чтобы р(0 (С).
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Заметим, что приведенные выше леммы справедливы также для 
положительной, непрерывной, строго возрастающей функции ф(£)> оп­
ределенной на положительной полупрямой и удовлетворяющей Д։ ус­
ловию. Если

5Ф().)=О (тах(Хл, /Л1)),

то будем говорить, что ф имеет нижний тип р0 и верхний тип 
Ь* (С) есть пространство таких функций и (х), для которых

а > 0.

Для I* (С) справедливо следующее утверждение [6]:
Лемма Ж. Если положительная, непрерывная, строго возра- 

стающая функция ф (/) имеет конечный верхний и положительный нижний 
тип, то является квазибанаховым пространством с квазинормой

мх+(ф=^{<>о/Уф(։^)</р<1}-
и о

Определ ение 2. Оператор Т называется сублинейным, если 
ПА+АХГА+Г/,.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся следующие ин­
терполяционные теоремы [6], [7].

Теорем’а В. Пусть ф0(£) ։и фг(0 — положительные, непрерыв­
ные, строго возрастающие функции, имеющие конечный ^верхний и 
положительный нижний тип. Пусть [7*— линейный непрерывный опе­
ратор или сублинейный непрерывный оператор и такой, что имеют 
место следующие неравенства:

О 7/11, Ф» Сф« 1/1,ф»>

II Ф։ ■С Сф| 11/11.Ф1՛

Тогда если ф՜1 = фо՜1 р(ФГУфо՜՜), где р6т+՜ (1), то существует кон-- 
станта Сф такая, что

II ф с* М, *•
£р-

Теорема Г. Пусть Т— сублинейный оператор, определенный; 
на характеристических функциях 7-е, где Е—подмнсжество /?л, имею­
щее конечную меру и «> (х) локально интегрируемая функция на Ля.. 
Пусть Т имеет обобщенный слабый тип (рг, рг) и р։), 1<О,1<Р։<С°°՜ 
относительно ш(х), т. е.

Сш(х)։/х<Сш(£’)Х-р', 1 = 1,2,
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■где Константа С не зависит от множества Е и к^>0. Тогда ՛ •'
I Ср Й/1лр>

где Р1<р<р։.
Отметим следующее полезное утверждение [2], которое относит- 

•ся к теореме Г.
Лемма 3. Пусть ш (х) — локально интегрируемая функция на /?„. 

Тогда для того, чтобы имело место

«։ (х) </х-С С<о(£) Х—р , 1-^р^оо,
ж-/£>х

где С не зависит от измеримого множества Е и X > 0, необходимо и 
достаточно, чтобы существовала такая константа I) > 0, что для всех 
кубов всех измеримых Ес(}

1£! <
V «2)7

.где ш (£) = ро (х) с/х. 
а/
В

Приведем следующий результат, который также используется 
при доказательстве теоремы 1 [8].

Теорема Д. Пусть неотрицательная, локально интегрируемая 
функция ш(х) принадлежит классу (Д,), где 1 < р<^ оо. Тогда „обрат­
ное неравенство Гельдера“.

(֊ | р Ы л)

выполняется для всякого куба @ с положительными постоянными С, 
о не зависящими от Ц.

В наших рассуждениях мы будем использовать функции:

5Ф (X) = inf -; Лф (X) = sup -Ф՜’ (е> ;
<>оф(0 ։>оф֊։(Х<)

них справедливы следующие соотношения (см. [9]):Для

(2.13)

In 5ф (X)
Po = SUP —Г-:—

1п5ф(Х) 
= lim------- ------9

In X
(2-14)

pj= inf ------*
°<х<։ In X

= )im 
x~o Ink

и
4= inf (
Ро о<;.<1 \

In Лф (X) \ .. / In Лф (X)
------------- ) = inn I — —----------

In X / х-о \ 1ц X
(2.15)

Д= SUp /_(М\=11ш(_ь.мм \, 
Р\ 1<Х<~ \ In X / Х-»си\ In X /

Ро и Pi называются нижним и верхним индексами функции Ф (Г).
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Из работы [10] следует, что если д’о и д\— нижний и верхний 
индексы дополнительной к функции Юнга-Ф (/) функции У (#), то

—;4----г=1, соответственно, — 4----г = 1. (2.16)
Ро 91 Яо Р1

§ 3. Доказательство теоремы 1

Эквивалентность утверждений (б) и (е) следует из теоремы А, 
учитывая условие (2.16).

Для доказательства импликации (е) => (в) нам необходимы сле­
дующие леммы:

Лемма 1. Пусть ^(х) удовлетворяет условию Вр. Тогда су­
ществует такое число о 0, что (х) удовлетворяет условиям 
ВР—ь и Вр+՛..

Доказательство. Так как И^(х) удовлетворяет условию Вр 
(см. (1.17)), то ввиду того, что |1Г(х)|₽ удовлетворяет условию (Др), 
согласно теореме Д получаем, что существуют г^> 1 и С такие, что

(^֊ |П7(хГ‘-</ху '<£(֊У1^«'*)• (З-1)

' С 4 д

Обозначим через д и г2(г։<д) числа, сопряженные, соответственно, 
р и ргг. Применив неравенство Гельдера, находим

/ 1 Г , \ЧГ> / 1 Г - X1'«•|Г(х)| I |1Г(х)| *7 ' (3-2)

я я
Из (3.1) и (3.2) следует

(֊ Г |1тРГ1^)1/'Г։('֊ 1' |1г(х)г*л)’/Г։<с1.

д я
Тем самым получили, что существует такое число о1^>0, что И^(х) 
удовлетворяет условию Вр+։։.

Опять используя „обратное неравенство Гельдера“ и неравен­
ство Гельдера, из условия Вр получим, что для любого куба С}

/АС \№ (х)\гЧх\1/Г* ( А | /__ 1__ УГ1 С,
\IQlJ1 (1 ) Ч<2|.) \|^(х)[/ )

Я Я

где г\—число, сопряженное дг\ и г^>1. Отсюда следует существо­
вание такого числа о2, что В^(х) удовлетворяет условию ВР-ь,.

Лемма 2. Пусть ф (I) — положительная, непрерывная, строго 
возрастающая функция на положительной полупрямой и ф (0 = 
= Г*а(7Р1 л), ф£Л(р^՜, рГ, 1) тогда и только тогда, когда а £ч + ՜ (1).

Доказательство. Необходимость. Допустим, что ф £ Л (р+, 
р(-, 1), тогда

ф (Ц) = О (тах (>.л, Xй1)) ф (/), р0< р„ ф (>■/) < тах (лА» >֊р‘) ф (0-
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Отсюда
° ((МУ1~Р‘) = О (max (1л. *''-*))о (^‘-л). (3.3>

Положив
v.= lp'-f\ х = е՝-р‘, (3.4)

из условия (3.3) получим о (рх) =о (max (1, р)) о (х). Аналогично имеем!
а (их) < max (1, р) <։ (х).

Достаточность. Пусть теперь o€f+(l)» т. е. а (рх) = 
= о(тах(1, 1*)) а (х), а (рх)-С max (1, р), а(х). Из этих 7 соотношений,, 
переходя к первоначальным обозначениям (3.4), имеем

0 (С^)₽1-л) = о (max (1, a (tp,~p‘), 

о ((lt)p'-p') < шах(1, кл՜*) о (t*՜*).
Следовательно, ф£Л(р^՜, р։՜, 1).

Лемма 3. Пусть ф(£)— непрерывная, строю воврастающая 
положительная функция на ^положительной полупрямой. Пусть 

1 _1___ 1_
ф (0 = tp,a (tPl~p*) и ф-։(/)=£ p(f ). a (() £т+-(1) тогда и толь­
ко тогда, когда р(<)^7+(^)՛

Доказательство. Необходимость. Допустим, что- 
°С:Т+"'(1)։ тогда в силу леммы 2

ф (}./) = о (max (кл, ХЛ))ф(<)> Ро < Pi,

ф (Af) < max (Хл> ^’) ф (<)•

В случае, когда X > 1, имеем

ф (М) = о(кл)ф(<), К-»-оо.
_ 1

Положив £ = ф-1(рх) и Х=р Р', легко находим
1

ф“։ (рх) =0 (р₽։) Ф՜1 (х), р->0+.

Аналогичные выкладки показывают, что
1 1

ф-1(нх) = о (шах (рЛ, рЛ )) ф՜’ (х),

1 1

Ф՜1 (Н*) -С max (p₽1, рЛ) ф՜1 (х).

Отсюда на основании леммы 2 получаем, что pCl+-(l). Доказатель­
ство достаточности леммы аналогично.

Приступим к непосредственному доказательству импликации 
(е)=>(в). Из леммы 1, а также из эквивалентности утверждений (б) 
и (е) следует существование таких чисел р0 < р‘о и > р‘, что

< с„ 1Л„г (3.5)
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Так как р'о и р[, являются соответственно нижним и верхним индек­
сами для Ф, то для выбранных ра и рх согласно (2.10) получаем 
Ф£Л(р0*՜, р։~, С). Тогда в силу леммы В существует 'непрерывная, 
строго возрастающая функция ' ф (/), эквивалентная Ф (<) такая, что 
■ф^ЛСро4՜, р^, 1). Из леммы 2 и 3 вытекает, что если ф՜1 (0 предста-

1  1_

вить в виде ф’(0 = 1Р՝ р (/"* Р ), то р£т+ (1). Таким образом ф(О 
удовлетворяет условиям теоремы В, откуда и из (3.5) получаем

11/7(7< ^1/1^- (3.6)

Согласно неравенству Йенсена (см. [4], стр. 18) имеем

СФ(П<Ф(Сг), С1 ф(о>ф(— /)’

•если С>1. Отсюда и из эквивалентности функций Фиф получаем, 
что для некоторого С 1

ф/-^-Л<ф(0<Ф(С7). (3.7)
\ о /

Ввиду того, что
|и^=1пф>0/ Г ф (֊) <11,

֊ и™ - ՛»' Iк >о/ Гф (т Цг)։ < 4 ՛
Чх 5 I »7 \ О К / ]

то согласно (3.7) получаем

Аналогично доказывается, что

Мдф<СМ^ф)-

Таким образом, отсюда и из (3.6) получаем 

[/717 /11 Ф < Сф 1/1 Ф.

Импликация (е) => (в) доказана.
Так как для любого и произвольного куба

А Г(х)Хе(х) С 4֊ <Яе,7(Х0/,х),
1<21 л «^(у)

то из условия (в) и неравенства (2.3) получаем

с
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откуда следует, что

|<?& Цли:<Ф> (<»-։ л

Левая часть полученного неравенства равна левой части неравенства 
в условии (а). Импликация (в)=>(а) доказана.

Для вывода импликации (г) =& (д) будем использовать доказа­
тельство основного результата работы [2]. Мы можем выбрать такую 
функцию /, определенную на О, где (? — произвольный куб в Кп, что 

и

J |^оНх=|г^кгг
<2

Поэтому ДЛЯ X £ О

Н„и. *)>֊М*)1>Пх)|| ։^|£Г

Следевательно, так как для выбранной функции / согласно определе­
нию нормы Люксембурга имеем

|ф(^(*))5</х = 1,

то из условия (г) получаем

1ф(й|’₽'(х)|ЙЬг>)'''х<с*' (3-8>
У

Из определения функции 5Т (2.13) имеем

откуда и из (3.8) получаем неравенство.

ф / 1 | | \ ______ С*_____
ерф(Ц7(х|)л/

Используя соотношение (см. (2.13))

где Оф га= Аф (. Согласно определению нормы Люксембур 
\Сф/
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Отсюда, воспользовавшись неравенством (3.10), будем иметь

Основываясь на эквивалентности функций Чг (t) и tf՜1 (f) (3.11) можем

Так
£>ф‘

1________
^■£ф(|1Г(х)|)</х

<2
непрерывна и, согласно неравенству (2.5), стремится, соответственно-, 
к нулю и бесконечности, когда Е-» со и ?->0, то существует такое 
значение Е,2> 0, что

----------- 0*._____________  —1 ( 313) 
'•'°1*՜1 - -

В силу неравенства Юнга (2.5) из (3.13) получаем

£>ф‘ ['----- I--------^։С50(|1Г(х)|)</х

Отсюда
2IQI

ф-1 (___
Ч С

1 \ 2£>»IQI
5Ф(| IF(x)l)rfx)/ " [5ф(|1Г(х)|)Л 

г? • •
Применив к -обеим частям неравенства функцию ЧГ, будем 

Гиг/____2 Дф1<31____\ (’ с пт «ш а֊ 1՜1 е

иметь

5,(|lF(x)|)rfx.
о (3.14)
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Используя оценку (3.14), из неравенства (3.12) и условия (3.13) имеем
Г 1 / 1 \ 1 л я1 I------------- -1------------ах -4֊. — 'С
3 \|17(х)|/ 1^(х)1 «о
<?

<2ВВ.А|<?1т-|( г^|<г )■
X £♦ Ч (х)|) </х/

Отсюда легко находим
— ( 5ф(|1Г(х)|)</хТ (± Г ч(—------
|<2|.Л —фМ \IQIJ \|1Г(х)|У )

Импликация (г)=^(д) доказана.
Для доказательства импликации (а)=>(д) заметим, что для лк> 

бого куба <2сЛя неравенство (3.8) сразу следует из ^условия (а). 
Откуда, точно таким же образом как и выше, приходим к неравен­
ству (д).

Перейдем к доказательству импликации (д) => (е).
Пусть <2— куб и Е—некоторое измеримое подмножество (2, тогда 

из (2.3) и (2.6) имеем

(ЗЛ5>

Покажем, что существует такое Е', для которого

IV И
= 1։ <3'16)

В силу определения нормы Люксембурга и предложений, касающихся 
функции ф, очевидно, что равенство (3.16) имеет место, если

Отсюда требуемое значение Е' равно

Взяв Е = 1 в условии (д) и используя (3.16), получим

откуда, воспользовавшись определением нормы Люксембурга и ра­
венством (3.16), находим

_мап / ч д \ ьФ 
ю;|пгк)Ч|<2|| ։- гНР) < (3.17>
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Из определения Аф (см. (2.13)) и неравеств (2.4), (3.17) получим 

1 II I < г* Ф՜՜1 (_______ __________\
|(Ж1тр Ф у 5ф(|1Г(х)|)</х )’ (3.18)

9

где С* = Аф (—-—(С—константа из равенства (2.4)). Очевидно 
\ВФ • С)

имеем, что
СфЛ—՝)3Ф(|1Г(х)|)Г</х=1, (3.19)

\ * /
Е

тде
« = -7---------- Ц----------- ֊Г ’ (3.20)

Ф՜1 ( ----- --------------)
и,}5ф(|1Г(х)|)</х/

Из (3.19), (3.20) согласно определению функции 5Ф (1) получаем

|ф Г НЕМ ) с/ < |՝ф 5Ф (1(х)|) ?' </х = 1.

Е Е
•Следовательно

ЪПр< ф-./ 1 1 -т■ <321>
\«' С 5ф(|1Г(х)|)</х/

Из неравенства (3.15) для 5 = 5' на основе (3.18) и (3,21) находим
1

е' С5ф(|1Г(х),)</х,

1________
5ф(|1Р(х)|)</х

(3.22)

Если условие (д) выполняется для некоторой функции (х), то это 
ле условие будет выполняться и для функции (х) при любых по­
ложительных 5 > 0 и у > 0. Следовательно, из справедливости (3.22) 
ввиду того, что Сф не зависит от функции ЕГ(х), вытекает неравен­
ство

1_________ \
Х(^1^М)^7
——3------------- г- (3.23)

Зф(1Е|1Г(х)|)^х/

Е

<2СФ --
1(21 Ф՜1

Пусть (2ы= (х : В^(х) > ЛП П (2 и Еы=Е(\(2ы- Выберем N на­
столько большим, чтобы интегралы
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у5ф(|1Г(х)|)</хг ] 5ф(|Г(*)|)<й . <>

Чя ’ еы,.
были меньше наперёд заданного числа 8 0.

Из условий (2.9) и (2.14), для произвольных положительных Е> 
и Е։ мы можем выбрать такое с > 0, чтобы имели место неравенства

/о |Н(х)|<5ф(В1Г(х)) < Е'»՜'*|Н"։'(х)|, х^Е'=Е\Еы, .
(3.24)

{*+Е։ 1 +Е։(х)] < 5ф (Е1Г(х)) <И(х)Ь X 6 <2\ <?лг.

Используя определения функций 5ф (к) и £ф (>.), сразу получим
5Ф (7)-5ф (Е1Г (х)) < 5ф (7Е1Г (х)),
Л _ “ ‘ (3.25)
5ф (7? (Г (х)) < 5Ф (7) 5ф(Е 1Г(х)).

Из условий (3.23), (3.24) и.(3.25),. а. также из монотонности Ф 1 (/)
следует неравенство

ф֊7-^—\
(Е' 5ф (7) Е"*+Е։ IV? (х)|< +г* </х

|£1 4_________I__________ )
__ __________ 1_________ \ '
Е.'Зф(7)Е'Н’У|1Р(х)|';-^х 

£'
Положим я» , • / • • . ։ • •»

'֊--------------г֊4---------- ;----------
։' 5. (1) ։'« “Ч ИГи)!"«-'-^

Е-
откуда

______________________ 1 ■ ■ ■ 
/>։+£• Р)+ч / |* \ р։+е,

(ИР<1_!։5ЙГ£1/1’Д1) |^(х)Г° '։</х/0՜5*

Подставляя найденное выражение в (3.28) для Е получаем

__________ н
₽1+Е» I ₽։+Е1

Е'5ф(7)-Е |1Г(х)| </х
“ ՛ >

Р1~Р0+Е1+ '• / (։ • \^*+£*

(Е' /) ^’Е։ ■ .5ф^"Е։ (7)И |1Г(х)| 1 ' Их

_ .........................................е______________
__________ ՛ 5ф(7) |1₽(х)Г1 + ՝։,</х ‘

(3.26>

(3.27)

(3.28)
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Отсюда, учитывая очевидное неравенство

и определение (2.13), из (3.16) находим

И < С • Л. / , (3.30).
1 I ф 1 (0

где / определяется условием (3.27) и

У|^(х)Г1+՝*</х

5=4----------- ----------- (3.31>

Г|1Г(х)Г1+'’л

Из определения множеств Е' и <2' очевидно имеем, что Ес. О'. По­
этому число 5, определяемое условием (3.31), строго меньше едини­
цы. Из (2.13) и (2.15) следует, что существует такое значение /0, что

1 Ф-1(-54) < 1
2 Ф"1('о) АФ(5)

(3.32>

Так как при изменении 7 от нуля до бесконечности функция 5ф (7)՛ 
также непрерывно изменяется от нуля до бесконечности, то в нера­
венстве |(3.30) можно выбрать значение 7 = 70 так, чтобы I = /0.

Величины интегралов на множествах Ек и меньше 8, поэтому 
с помощью соответствующего выбора 8 из (3.30) и (3.33) получим

Из неравенства (3.29) следует, что
Р^-Р^+5,4։։ ₽1+Е« (V \р1+5*

/(Г*) $ф'«"։’(7) )^ЦГ(х)^0-е՝ <Лхр՜5' \

ф-Ч --------------------------------тД----------------------------------- 1<

\ 5ф(7). ]|^(х)Г%х 7

,, / •'5ф(7) \ Ф֊։(5'/>
>4. Пф / ---------------.----------------------------------- «------ ;-------------- \ • --------------------------- >

। /»г-рр+^+е» I Ф-1 (О
\ 5Фр0“Е։ (7)-(ГО I •
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։где

/>1+ Е»

Аналогичные выкладки показывают, что

.------ I . (3.34)
1(31 \ У|^(х)|р° £1</ху

9

"Таким образом, из (3.33) и (3.34), в силу интерполяционной теоремы 
..Д и леммы 3, когда сублинейным оператором является максимальная 
-функция Харди—Литтльвуда, получаем

|«г(/, «Л . . |Нг(/, х» . . (3.35)
£*։+£• 4₽1+е. Д/’о-5|

Из (3.35), в силу интерполяционной теоремы Рисса—Торина, еле՜ 
дует утверждение (е).

Докажем импликацию (б)=>(г). Положим

//_\=(/(х)> если 1/(*)։>к
I 0, если |/(х)| -С X,

Хгх) = |/(х)« есАИ 1/(х)|<Х
I 0, если |/(х)1 >Х.

Из условия (б) и леммы 1 следует, что существуют такие числа 
и что | и^(х)|Г։ удовлетворяет условию Аг,. Поэтому в

■ силу теоремы А имеем

1^(А. х)|<‘</х< С,, у |/1(х)|г,Лг,

*я *я

У |#Н/։> х)Г։</х < Сг,у |/։ (х)|'։ </х.

ля Яп

•Отсюда следует, что

К^С^А, х) > Х}| .< с Л Г 1А(х)|'^х, 
Л 1 • 

(3.36)
|{Мг (Хоу։, X) > < Сг,— Г |/։ (х)Г*dx.

<?
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Для интегрируемой по Лебегу функции /, используя (2.4), получаем

j* Ф (Hv (f, х)) dx < С J |{7М/, х) > Ml <А. (3.37) •

Q О
Так как

xy>b}<=[Hwifv х)> -Ми [Hwltv »)>֊-!’

то из (3.36) и (3.37) находим

О
I/ (Х)|

<2Г‘С„ J |/(*),'*( j (ф (Х)А,1+։) л) dx 4- (3.38) •

Q О

+ 2'* Cr. f \f (x)|V Г (ф (Х)Х*+։) dx.
Q lfi)l

ri г1 -Ь Po , r2 “b Pi ,n
Пусть r=---- n----- и r =-----n---- тогда в силу неравенства (2.11), из.X £
(3.38) имеем

I/ (*)1
f 1/М1'։( Г 

Q <>
I/ (.г)|

<cjl/(x)|r։"'( j Х'-Г։-։<д)ф(|/(х)|)</х<С, [*Ф(/(х))</х. 

Q о Q

Подобным образом получаем, что

Jl(/(x)|r։( J Сф(,(х))</х.

Q l/(x)l Q

Отсюда следует импликация (б)=>(г). Теорема доказана.
Представляет также интерес исследование следующей максималь­

ной функции:

(Нг/)Ы-։ир -1|1Г«| [ Лй- л 
|Д| J W(t)

. /к - 1 к \где /Л8 — совокупность всех двоичных интервалов вида I —— > — L 
\ 2 2 /

(1*<А-С2Я> п = 0, !,-••) на отрезке [0, 1].



'376 С. С. Казарян

Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть функция Юнга Ф(<) и дополнительная к 

мей функция V (0 удовлетворяет Д։ условию. Пусть р‘а, р\— ниж­
ний и верхний индексы Ф(0 и соответственно, д[— нижний и 
верхний индексы функции Чг(4). Тогда следующие утверждения экви­
валентны: (а) локально интегрируемая функция 1Р(х) принадле­
жит классу Вф, т. е. для всех Д £ /д, и произвольных чисел

—-I—|ч. , <£>ф.
,Д| V«». ։] ՝

'(б) 1Г(х) принадлижит классам В .и В т. е. для всех Д£/дв
Р0 Р1 

■ справедливы, соответственно, неравенство

]Д| >010. и

|д|Ч ' I |Д| I ч
'(в) Существует константа Сф^>0 такая, что

*'*» Сф |/1
4* 1°. Ч

^(7)1 ф̂
(0.1|

•(г) Существует константа Сф 0 такая, что
1 1
[ф((/М/))(х))Лс<С; [ Ф(/(х))</х. 

о о

•(д) Существует константа Оф такая, что для всех Д£/дв и про­
извольных чисел

<е) Справедливы неравенства

. <с.|Л . . <с.и . •
Х₽0(е, 1] Р0 //'‘(О, и 4Р1(0, 1) ₽| 4Р։(0,1|

Автор (благодарен члену-корреспонденту АН Арм. ССР А. А. Та- 
.лаляну за внимание к работе и полезные обсуждения.
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Неравенства в пространствах Орлнча 377

։։. Ս. 0ԱՋԱՐ8ԱՆ Անհավաօարաթյոէններ Օրլիյի աարածությաններում մի մաքսիմալ 
ֆունկցիայի վհրաթերյալ (ամփոփում)

թո ՝ Ո>1 1.1[ք|ի11.>։սրւ տարածությունում տրված 1"կալ ինտեգրեի ^(յր) ֆ՞իկցիայի նկատ» 
մամր սահմանվում է հետևյալ մաքսիմալ ֆունկցիան

dt

Q
րոտ բոլոր 0 խորանարդների, որոնց կողմերը ղոլդահեո են կոորդինատական առանցքներին։ 

Աշխատանքում մասնավորաբար, գտնված են անհրաժեշտ և բավարար պայմաններ ^(%) ֆունկ­
ցիայի վրա, սրպեսգի տեղի ունենա հետևյալ անհավասարությունը

dx,

“ո

։րտեղ Сф > 0 կախված չէ ք ֆունկցիայից և Ф-Ь ձշ պայմանին րավարարող Տունգի 
ֆռնկցիա ք

S. S. KAZARIAN. Inequalities for a maximal function in Orlic z spaces (summary) 

For a given local integrable IF (x) function the following maximal function

Q
in defined, where Q is a nondegenerate cube with sides parallel to the axes. Neces­
sary and sufficient conditions on W (x) are found yielding the inequality

Ф ((//«■/) (x)) dx < Сф (f (x)) dx,

where Сф^>0 is independent of f, Ф is a Young function which satisfies Д։ condition
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