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УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Введение. Постановка задачи

Начальная задача для сингулярного гиперболического уравнения 

Ри в= — Д -|- а (<)) и = / (6 х), |а (+ 0)| = оо, (#, х) £ С, (1.1) 
л

•С = {(Л х), *£]0, Т[, л £Ял}, Д ВН 2 5—оператор Лапласа, с дан- 

ными Коши на начальной гиперплоскости I = 0, вообще говоря, не-

корректна. Например, при а=—
2— нетривиальным решением одно

родной задачи Коши является функция и = I2.
В настоящей работе для уравнения (1.1) вместо обычных данных 

Коши предлагается задавать весовые начальные данные в кокасатель- 
иом расслоении Т*С в виде

|1т (12)
<-+°|1 \ 1Г(фг, <р։) 1\

а затем изучать, когда эти данные можно упросить и опустить с Т* С 
на (7. Здесь Д|3 = $?+ ••■+?», < $ > =/1~?|г,՜ 11֊норма

пространства £2(Л?), и (I, ;)—частичное преобразование Фурье по х

решения и (I, х) уравнения (1.1), № (и> т) = и<Р< — м<<? —врон

скиан, Фу—произвольные начальные функции, х(<, 5)—частное реше
ние уравнения

?;=(ժ?+բւ«+օ(ք))«=/(ք, Ղ (1.3)

а (<р1։ <р2)—фундаментальная система решений (ф. с. р.) уравнения

(1.4)
. е. вронскиан № (<р1։ ф8) не обращается в нуль на ]0, Т[ и не зави- 

•сит от 6.
Для уравнений и систем с регулярными (фуксовыми) особенно

стями в книгах [1], [2] и работах [3]—[6] рассматривались другие ве- 
•совые постановки задач Коши. В работе [8] было предложено для урав
нения (1.1) задавать при / = 4֊0 отношения вронскианов
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Нш *). Ру(О)_ = ф (х) ; = 1, 2, (1.5)
ВЧРх. ?■)

где сходимость подразумевается поточечная, Фу —начальные функции,, 
а (₽1> ₽։)—Ф- с. р. уравнения

(<?? + а (0) ₽ (О - 0. (1.6>
Однако и эта постановка задачи не универсальна, т. к. уже для урав
нения Эйлера-Пуассона-Дарбу (Э. П. Д.)

РэЦ = ^-Л--^-)и = /(6 X), р€С (1.7>

приводит к однозначной разрешимости не для любых р (см. пример 3.1).
В настоящей работе указаны достаточные условия на а (•#), при՛ 

выполнении которых имеют место однозначная разрешимость началь
ной задачи (1.1), (1.2) в С3 (Н4՜2) (см. § 2, теорема 1) и оценки коэр
цитивности. В условиях теоремы 1 данные (1.2) упрощаются, опуска
ются на б и принимают вид

11ш| Д Р/ (՜՜----- Ф;(*)| =0, 7 = 1, 2, (1.8>
1-+о[ («!,<?») Ну

здесь —норма пространства Соболева //’= (/?").
Если дополнительно к условиям теоремы 1 выполнено условие

1ша(0 = 0, <е]0, 7], (1.9>
то функции Ру (I) в (1.8) можно заменить функциями Грина-Лиувилля 
уравнения (1.6) (см. замечание 2.1):

_£ /
Т1.а(0=[в(0] 4ехр^± ։ у/а (■:) (1.10>

т
Теорема 1 из § 2 распространяется также на случай уравнения

(^-Д + а(/) + 6(и))и = («,х), (1.11>

когда а (/) доминирует над Ь х) (см. условие (2.7) и замечание 2.3).
Постановка начальной задачи для уравнения (1.1) в форме (1.2)' 

привлекательна тем, что она оказывается однозначно разрешимой для 
широкого класса функций с особенностью в нуле и инвариантна отно
сительно мультипликативного преобразования решения (см. замечание: 
2.7). Отметим также, что если выполнено условие

г
[|а(т)|Л<«>, (1.12>

о
то данные (1.2) преобразуются в обычные данные Коши (см. § 3).

Рассматривается также уравнение Эйлера-Пуассона-Дарбу (1.7), 
для которого условия теоремы 1 нарушаются. Для этого уравнения 
опущенные с Г*б на С данные (см. (2.12), (2.13)) существенно слож-
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нее данных (1.8), а в оценках коэрцитивности, в отличие от теоремы 
1, есть конечная потеря гладкости (см. замечание 2.9).

§ 2. Формулировка результатов

1°. Начальная задача. Пусть £5 (Яг)—пространство функций 
g (;) таких, что < ; >* #(?)££։ (Я՞), Н' к (В՞)—пространствоЗСо- 
болева, Ст (Н1)—пространство т раз непрерывно дифференцируемых 
отображений интервала ]0, Г] в Н5, В՞' (Н։) — пространство / раз 
(/ = О, !,•••, т) непрерывно дифференцируемых отображений интер
вала ]0, 7’] в Н*՜', а Вй (Н') — пополнение С“ (С7)-функций по норме

2—А.

<6(о. И \4=0 /
Пусть а (/)—комплекснозначная дважды непрерывно дифферен

цируемая на ]0, Г] функция такая, что |а (+• 0)| = со и
Rea (0 > 0, (2.1)

|Ima (s)l
Г Rea (s) + |a (s)|

ds cons t cc, (2-2)

a, a? a,,
и» w = °’ (/)’ [0’ <2-3)

Теорема 1. В условиях (2.1)—(2.3) начальная задача fl.lj, 
г(1.8) при

/Х=€С°т, о = тах[7, s + A|,;=l, 2, 9>2, (2.4)
И|а(г)1 I 2 J

■имеет единственное решение и (t, x)£Bi(Hq), удовлетворяющее
при к = 0, 1, 2 оценкам

_1___ к_

|а(01*
’^--1

J։(i)+l7SP'8“' (2.5)

где
t 1

K|a(x)| /

—символ Кронекера, с—аос тоянная, зависящая только от Т и 
постоянной, фигурирующей в условии (2.2).

Замечание 2.1 Если вместо (2.2) выполнено условие (1.9), то 
теорема 1 остается справедливой и при замене данных (1.8) данными

lim
։ -.0

1Г(ц(/, х), T/(Q) 
?з)

ФДх) (2.6)= 0,

где функции Tj(t) определяются формулой (1.10).
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Замечание 2.2. Если—р, 6, т—положительные постоянные, а 
р < — 2, 1>2, 0<^Г<^1, то функции

р р / ։ \ / ։ \

удовлетворяют условиям (2.3). Случаи а(0 = Р ’ -х-. 1<С1> Р՝^
Р |1п <Г

неинтересны (см. (1.12)), а исключительный случай уравнения Э. П. Д.

рассмотрен ниже в теореме 2.

Замечание 2.3. Если

(2.7)

то теорема 1 справедлива и для уравнения (1.11).
Условие (2.7) с р = О выполнено, например, если 

а (0 --------“7 ’ 6 (*’ х)= С3 ехР "

Замечание 2.4. Если 7 > то по теореме вложения

Соболева, в условиях теоремы 1, получаем классическое решение 
(С) задачи (1.1), (1.8).

*___ 1_

Замечание 2.5. Наличие в оценках (2.5) множителя |а (/)! 2 4 
означает, что Ци|7 — 0, Цо* и||?_* ֊► со при ^ -* + 0, к = 1, 2. Отметим» 
что в условиях теоремы 1 имеем также и £ В* {Нч).

Замечание 2.6. Выбор ф. с. р. уравнения (1.4) неоднозначен, по
этому постановка начальной задачи в форме (1.2) неоднозначна. Неодно- 
значнность данных (1.2) связана еще и с тем, что к начальным операторам

О?;(Ы) = W (и —х, ср ,) 
W(?i. ?։)

(2.8).

можно прибавлять произвольные бесконечно малые при I -+ + 0 вели
чины, не изменяя при этом данных (1.2).

Решение уравнения (1.3) в форме
Г 

»М“ММ)-[о(*,м)/Мл> (2.9)

о

х, П = (т’ ~ Т» <"» , (2.9'>
(?1 (Ь У, <?։ (’» <))

не зависит от выбора ф. с. р. <р = (т. к. из Ф = By, B^G £3(С)<
VP։/

следует хт = хф.
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Определение 2.1. Начальные операторы Of и и порожден
ные ими начальные задачи (см. (1.2)) мы будем называть эквивалент
ными, если они отличаются (по норме (Я՞)) на бесконечно малую- 
при <— + 0 величину.

Замечание 2.7. Начальные условия (1.2) и операторы (2.8) ин
вариантны относительно мультипликативного преобразования решения урав
нения (1.1):

и а, *) ֊> V а, х) ^ь(Х} и (6 х), ь а) е с»(]о, т]).
Действительно, применяя это преобразование из (1.1) получим 

6?-Д4- а(0 + 2^7У-֊т-֊?֊-^г> = 6/.

При этом ф. с. р. уравнения (1.4) и функция х (£, 5) умножаются на. 
Ь и, в силу следующего свойства вронскианов 1^ (&?։, Ь^,)=Ь* ?«)*-
начальные операторы при этом не меняются:

О, (и) = О49(6п).
Рассмотрим уравнение Э. П. Д. Введем удобный параметр* 
1Л1 + 4р 

у =----- -------- с выбором той ветви корня, для которой

Ее՛» 0. (2.10)
Обозначим через 2+ (2^_) множество целых, неотрицательных (непо
ложительных) чисел, а через 2—множество целых чисел. Введем так
же следующие обозначения:

С+ = {х£С, Ееа>0), Ы+ = R, $ > 0), С+ = С+\{0],

Б = ^ + |, к^+\, т = [Нех], ~|]> (2-И>

[ ]—целая часть числа 
(т —1 лр \/(*, «)֊Е -4^/(0« ») > 

Р-0 р1 ]
։?+4՜’

₽, (П = #2 т ’, р2, (0=———----- ——֊ — • (2.11>
ч-о, ։,»••, 2д! (— 4)’ (д—•*) ■ • • (1—■») (—■»)

В § 7 мы покажем, что для уравнения (1.7) данные (1.2) упро
щаются, опускаются на С и принимают вид

Вт (и, {М = Ф1(х), (2.12)-
/-»+о

Вт £ (-1)’|1Г(Д’и, £ (֊1),тГх,гиХ
<-+<>,=0 I Р-01+М

з 
Р+-Т--» 1+Г+? .

X/ * 0’д) э?/(0, х)1 = <м*), (2.13>
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tlrpq =

где пределы подразумеваются по норме Н\ а

2
ГО) г‘(1-»)__________

1 • Г (д+ 1->)Г (г+1-*) V (~4)'+г+’

Последняя формула имеет смысл при м^С+\В. Если V = О, 
лагаем х/гр„ = 0. Пусть

(0, к = 0,

qa = max (д 4՜ Rev, 5Rev 4֊ 5 4՜ s), л =

(2.14) 

то по

(2-15)

—, k = 2. 
4

Теорема 2. Если. V£ С+\(Ви Е+։) то начальная задача (1.7), 
(2.12), (2.13) при

аГ/(О, х)^Н4'. у = 1, 2, р==0, 1,..., т-1, <7>2,
(2.16) 

имеет единственное решение и (<, х)£ В’ (Н"), удовлетворяющее 
■при к=^0, 1, 2 оценкам

՛ ^«(ои*<с[г։։-ке^,+йе,+ Гг*|Ф^4-г«И(О19_,|, (2.17),

< 1

4 ® 1<Ч + Д Р?/(ОИ? - ( рЛ, 2 •
Р о

■а постоянная с зависит только от ч и Т.
Замечание 2.8. Если

^/(0, х) = 0, р = 0, I,---, т-1, (2.18)
то теорема 2 справедлива и при v£C+\Z+.

Замечание 2.9. Наличие в (2.17) потери гладкости, зависящей 
от Rev, связано с тем, что функции «;(#,?) из ядра оператора 
имеют степенной рост при ,?| ֊> °о и фиксированном t из ]0, Т[ (см. 
(7.10)), в отличие от случая, рассмотренного в теореме 1 (см. (5.15)).

2°. Смешанная задача. Пусть 2 — открытая, ограниченная 
область в Рх с гладкой границей <?2, Q—цилиндр над 2 : Q=((f, х)£ 
е/?Л+1, 0<f< Г, ^2), Q■։—сечение Q гиперплоскостью t = ", а 
dQ— боковая поверхность цилиндра Q. Если U — Q или U = Qo, то 
пространство Соболева Hq (U), q£R+ определяе-тся как пополнение 
•бесконечно дифференцируемых в If функций / по норме

Г X1/։S <оо,
и
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где ^£/ = </хх-■ ч/х«, если и֊(20 и </£/= Л </хх • • • </хя, если £/=<2- 
/У?(0>)—пополнение бесконечно дифференцируемых в <?0 функций & 
компактными носителями, содержащимися в <20, по норме Н* (<20).

Обозначим через о г (х) ортонормированные собственные функ
ции, а X’—собственные значения задачи Дирихле для оператора Лап
ласа

Д«г = —X?«, «,1« = °, г = 1, 2, (2-19>

0<Х?<Х^< ••• . (2.20)
Введем функции <рх,, <р2,, образующие ф. с. р. уравнений

(<Э?+ Х?+а(0) Ф(0 = 0, г = 1, 2, 3,-.., (2.21).
т. е. вронскианы (ф]г, <р2г) не обращаются в нуль на ]0, Г] и не 
зависят от г. Пусть

Л(0 = ]7(6 х)*,(х)Лс (2.22>

«?/
— коэффициенты Фурье функции /, а хг (7)—частные решения уравне
ний

(<£ + X? + а (0) * (0 =/г (0- (2-23 >

Аналогом начальных условий (1.2) для смешанной задачи явля
ются данные

В7 (и, — *г» Т/,)Нт —--------- ֊^֊ = фЛ> / = 2» (2.24)֊
<-+о <Р2г) 7,7 ' '

где пределы понимаются в смысле 13. Обозначим

/=2[£±11, р==2[У-+т-+21 </ = тах(д + т + 1, [5Ке*]+6).
I 2 £ 2 ]

Теорема 3. В условиях (2.1)—(2.3) смешанная задача (1.1),.
(1.8) с 5 = 0 и однородным краевым условием

“1ЙО = °- (2.25).
при
ф/ € н1 (<2о) П н9* (О0), /е //о ((2,).' п н4^ (<2% /=։, 2, ч € г, ч >2. (2-2б> 

имеет единственное решение и((, х) £ В2 (№ ((?/)), причем при 
£ ]0, Г], £ = 0, 1, 2 имеют место оценки

*““5՜и (ой-* < с {**։ ш<֊2+|а (01 7’ио?, (2-27>

где постоянная с зависит только от Т и постоянной из (2.2).
Теорема 4. Если * £ С+\(Ви то смешанная задача (1.7) 

(2.12), (2.13) при

Ф1։ Ф^Н1̂ На,
(2.28>

/ес°(//о3((2<))пн<'((2/), д>2,
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имеет единственное решение и£В* (//*), удовлетворяющее оценкам 
# < с {г4*^ + г4*՜2Ке ’/?»«« + МЛ <М«֊2}. (2-29)

■ где постоянная с зависит только от V и Т, к = 0, 1, 2, /£]0, 7’[.

§ 3. Примеры. Обсуждение результатов

Если для уравнения (1.1) выполнено условие (1.12), то энерге
тическим методом нетрудно доказать существование решений Ри։(ОС 
^С’ОО, 77) задач Коши для уравнения (1.6) с данными

М0) = 0, М0) = 1, р։(0) = -1, р;(0)=0.

«Если выбрать в качестве ф. с. р. (ри р2) эти решения, то задача (1.1), 
(1.2) станет эквивалентна задаче (1.1), (1.5), которая, в свою очередь 
эквивалентна обычной задаче Коши для (1.1), корректность которой 
хорошо известна.

Замечание 3.1. Если т. е. р = к {к 4-1), к£Е+ и /£ С” 
в окрестности начала координат, то для разрешимости (1.7) в классе 
С“-функций необходимы следующие условия согласования (см. [7]):

/(О, х) = 0, 4=1,
(3.1) 

[—1
+1 у ](-1Л։ (к- 1)1 (2к-2/ — 3)!!д2, 2 у

V* + & (2/+2)!! (4—2/— 3)! (24-1)!! ' Л

Х/(0, х)=0, 4>2.
“Отметим также, что хотя случай не рассмотрен в теореме 2, 
аналогичная теорема может быть доказана и в этом случае.

Опишем области в одномерном комплексном пространстве С— 
области изменения параметра р—в которых начальное условие (2.13) 
можно упростить. Из формулы

выбором соответствующей ветви корня имеем

Из этой формулы следует, что отображение V —» р, задаваемое форму

лой р = ՝/*——, полосу с выколотыми точками 0֊СИе^<^/, V =£ О, 
4

1, 2, ••• отображает во внутренность парабо\ы с выколотыми точками 

Ке? + (-^֊У</8֊у, р+4’-֊, 
\ 2 / 4 4 •

Поэтому, если 0<^Кем<^1. то т — 0, /7=—1 и в области П։:

Ке?+(22Е)'<Г <3’4)
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данные <2-12), (2.13) принимают вид „чистых* вронскианов (см. (15)): 
lim IF (и, ßz) = Ф/ (х), / = 1, 2, (3.5)

1 
։ 

здесь р2(/) = — t
3

* ¥= 1» —> то m = l, N=0 и в области

3 D / Im?\։ - 15 3 _> - . Rep + ( —X) < р , 2, 
4 \ 4 / 4 4

П.

. (З.-б)

2

данные (2.13) принимают вид 
_з__։

Ilm (IF(U, ₽,)- 1Г(Дц, ßn)-v։ 7(0))=Ф։(х), (3.7)
/-+<։

где
3 ’ г 1

'31 8v(l-v) ’ v(3- 2v)

Пример 3.1. Общее решение уравнения

(<??-<£) и= *Я0, Г[. x£R, (3.8)
г

имеет вид

«О. х)=Уд(* + *> + g^t-*) _ g; (< + х) _ g'2 _ х)> (3 9)

гДе gv gi—произвольные дифференцируемые функции.
Непосредственным вычислением получаем

lim Г (а, ₽1)=3(Л(х) + Л(х>), рх=Л (3.10)
«-Ю

й\ gj'(^ + x) + ^(/-x) 1
("> Р»)  ---------------- ft--------------- > ?• =— (3.11)

откуда следует, что |lF(u, Р3)| °® при t -» + 0 и задача (3.8), (3.5) с 
„чистыми“ вронскианами неразрешима. Если данные ставить произ
вольно, но так, чтобы получались конечные пределы, например

lim 1Г(и, Р1)=:Ф1(х), lim tW(u, рз) = Ф8(х), 
1-+0 <-+о

то и такая задача не всегда разрешима—необходимы условия согласо
вания:

(х) + 8 Ф։(х) = 0.
Из (З.б) следует, что уравнение (3.8) попадает в область П։, несмот- 

3
ря на то, что »= 2֊ев (соответствующее значение р = 2 не выбрасы

вается из области П8 в силу однородности (3.8) и замечания 2.8). По 
теореме I начальная задача (3.8), (2.12), (3.7) однозначно разрешима. 
3-436
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Непосредственным вычислением убеждаемся, что единственное реше
ние уравнения (3.8) с начальными условиями

Нт 17(и, Р) = (х), Фа (х) £ С3, (3.12)
<-•+0

Нт (ф(и, ֊ ֊-) + ^(и~’ 4г)| = ф» М- С3-*3) 
/-+« ( X зt / \ Ы /]

имеет вид

« «, х) = +Ф1(* =А+ Г (ФГ (уН ф։ (г,))
Ос «/ 1л с

а—I
(3.14) 

аналогичный формуле Даламбера решения задачи Коши для волново
го уравнения. Аналогичные формулы можно получить и для (1.7) при 
9=к(к + 1), к^г+.

Пример 3.2. Уравнение

+ «> —1. (3.15)

заменой
т-Ь

аЛ+,1 2
т =-------> “(•։, х) = и({, х)։

т+1
сводится к уравнению Э. П. Д:

__ Р 4 Ра 4- 6(6 + 2) — ш(т + 2) И1Л 
т։ 4 (т + 1 )։

поэтому теорема 2 справедлива и для уравнения (3.15). В частности, 
при т = Р1 = 0 уравнение (3.15) принимает вид

= у “/• (3.17)

•Ф. с. р. ассоциированного уравнения^«??---- 6=0 (сравнить с (1.6))

имеет вид
^»+1 6¥=-1, ь

₽1=1, ?։ = 6+1’ ^(Рп ₽«)=(!<зл8> 
[1, 0 = — 1.

1п #, 6 = — 1,
Поэтому из н£С“ и 6^+ следует, что в (4.2) С։ = 0 и задача 
(3.17) с начальным условием

Нт .У(ц> ?») =ц(+0, х) = Ф,(х) (3.19)
^(₽1, М

однозначно разрешима в классе С°-функций. Это согласуется с раб о 
той [6], в которой доказана однозначная разрешимость задачи (3.17), 
(3.19) при Ь~ё2+ в классе С“-функций.
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Если в (3.17) 6£]—3, 1[, то мы попадаем в область Пр причем 
если |6|<^1, то из (3.18) задача (1.5) принимает вид

ит -------------
*•+• г (Эх, ₽,)

Нт 
(ь = Фх(х),

(3.20)
Нт
<-ч-о ЗГ(?и р։)

= п( + 0, х)==Ф։(.г),

и совпадает с весовой постановкой работ [1]—[4].
Если в (3.15) р1 = 6 = 0ит>0, то опять попадаем в область 

Пц и данные (3.5) преобразованием ш = и-Г'2 переходят в обычные 
данные Коши.

Пример 3.3. Для уравнения

«« ~ ихх + =0» И *+» 7 > 2, (3.21)

выполнены все условия теоремы 1 и замечания 2.1, Если ?£С\Я+, 
то нарушены условия (2.1), (2.2) теоремы 1.

§ 4. Формальный вывод начальных условий

Уравнение (1.1) применением преобразования Фурье

у (6 £) = и(£, ?) = Г е~,х5 и (/, х) с1х, (4.1)

сводится к уравнению (1.3), общее решение которого имеет вид

« (#, «) = Сх (5) ?х(6 0 + С2(0 <?2(։, 5) + х а, О, (4.2)

где С1>։ (;)—произвольные функции,* — частное решиние уравнения 
(1.3), а э = (։рр у։)—ф.-с. р. уравнения (1.4), такая что

ВЧ’РхМ). М'» ^1- (4.3)
Для уравнения (1.1) за счет выбора ф. с. р. всегда можно добиться 
выполнения условия (4.3), тогда как для более общих уравнений (см. 
пример 3.2) этого добиться невозможно. Для наших целей достаточ
но потребовать, чтобы 1^(=р ?.) не зависело от ; и не обращалось 
в нуль при / е]0, Г].

Идея вронскианной постановки (1.2) начальной задачи для (1.1)՛ 
возникает из следующих рассуждений. Дифференцируя по < представ
ление (4.2) получаем систему

Сх Тх + С: ?։ = V — *, Сх 4֊ С։ <р։1 = V/— х<, 
разрешая которую относительно Сг и С։, получаем

Сх(5) =
1Г(у —X, <р,) 
^(?х, <?։)

^(Ух. у —х) 
V (?х» ЧЧ)

(4.4)
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1 Изатих формул следует, что если задавать данные в виде (1.2), то 
С1(0 = ф։(Е), С։(Е) = -Ф1(Е), (4.5)

и следует ожидать, что в такой постановке начальная задача для 
уравнения (1.1) будет однозначно разрешима в йодходящих простран
ствах.

Замечание 4.1. Из представления (4.2) следует, что варьируя 

данные Фу (?) мы получим все решения уравнений (1.3) и (1.1), если 
прямое и обратное преобразование Фурье имеют смысл. Последнее 

'следует из того, что в условиях теоремы 1 функции ?/(<, Е) являют
ся распределениями умеренного роста по Е (см. лемму 5.2).

Применив к (4.2) обратное преобразование Фурье получим сле
дующую формальную формулу для решения задачи (1.1), (1.2): 

и(/, х)=|е‘Их֊у) |ф։(д)’Р1(С 9֊Ф1(У)<Р։(6 0 +

+ ( С«. X, Е)У(х, я) * 1-^к. (4.6)
и -Iо

Для обоснования (4.6) нам предстоит выяснить каким классам 
должны принадлежать функции /, Ф1։ Ф։, чтобы решение (4.6) имело 
смысл и принадлежало пространству СР(НЧ). Для втого нам понадо
бятся двойные асимптотики (при |Е| -> + с» и < ->֊ 4֊ 0) функций <?/<։ Е) 

из ядра оператора Р.

§ 5. Двойные асимптотики для ф. с. р.

Рассмотрим уравнение

Ь(0֊0(0'ИО=о, ^]0, Т[, (5.1)
Пусть функция <3 (Л комлекснозначна, дважды непрерывно дифферен
цируема на ]0, Л и удовлетворяет условиям

0(0*о, <610, Л. (5.2)
существует ветвь корня 1^(2 класса С?(]0, Г[) такая, что

Ке/О<0, <6)0, Л- (5-3)

Введем обозначения

5(/0, о=

,'м- ± (5.4)

0=2(ехр{р(<0, 01-1), М0=М0, 0»
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։.(/.. О=М'о. 0 + (1 + М*.,0) Qi

‘ Ф?(*) —[Q(0] ехр{5(/, Г)},
!։

Ф» (/)=[<?(*)] 4 ехр{֊5(/, Г)).

Хорошо известна (см., например, [9]) следующая 
Лемма 5.1. В условиях (5.2), (5.3) и 

р(о, о<оо, tер, т[, 
Р(/, Г) <00, zeio, т[,

(5.5)
(5.6)

уравнение (5.1) имеет решения фх>։ (/) такие, что при t £]0, Т[, 
/ = 1,2 • '

фу (t)
Ф/(0 Фу

<Мб ГЗ^). (5.7)

Замечание 5.1. Если условия (5.3), (5.6) леммы 5.1 заменить 
условием

Re/QW-O, 

то будут справедливы оценки (5.7) при у==1 и
(5.8)

Ф»
Ф°

фа/ (5.9)

Замечание 5.2. Функции фх>։, существование которых утверж
дается в лемме 5.1, будут линейно независимы, если

Iim '5^3/2* = lim ?(0, = °'

<-+о Q?1, /-+0

Доказательство леммы 5.1 мы опускаем. 
Полагая

(5.10)

Q=Q(t E)s_|ç|»_a(<), 

из формулы (3.2) выбором соответствующей ветви корня имеем

— Re /Q = Im /|с|։ + а =

откуда
0<֊Re *,

/Re а (0 + |а (f)|
на подмножестве

То’=|(/, х = 0, г = 0, £) = (/, л), f €]0, Т[, К (*")'} 

кокасательного расслоения T*G.

(5.11)

(5.12)

*) Если /, /—функции на пространстве X, то следуя И. М. Виноградову, мы будем 
писать если существует постоянная е>0 такая, что |/(х)| < с|я (х)| для веех 
хв X. ՝ . • - • . • •
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Из (1.1), (2.1) следует |а(#)1>1 и оценки
1«(01 + № «<2(*. 9 «1« (01 < е >’. (5.13)

Из (2.3) следует (5.10), откуда, в свою очередь, следует, что по е>0 
можно выбрать Г^>0 столь малым, что при /£]0, Г[, у = 1, 2 имеем 
Ы0<в.

Лемма 5.2. В условиях теоремы I при к = 0, 1, 2, у = 1, 2 на 
Го справедливы оценки

_1___ к_
< В >" « |а (014 2 |<Я ф/ (6 01« < е >*, (5.14)

|а(ОГ«<?> 1^Ф/(С 0|«1а(0Г, (5.15)

здесь а определяется формулой (2.15), а 1 =— 8о*/4.
Для ф. с. р. (?,, ?») уравнения (1.6) из леммы 5.1 при <2= — а 

получаем на ]0. Т[ оценки
1__ *

1 « 1«(014 >?М«1, £ = 0, 1, 2,/ = 1, 2. (5.16)

Дифференцируя по / представление (4.2), ввиду (2.9) имеем

д?« = Ф։д?<Р1—Ф1 ф» + 3*2/+ |՜[<?? С(/, т, с)]/(х, ;) (5.17)

о
Из (2.9')» (4.3) и леммы 5.2 на То при к = 0, 1, 2 иемем

д’! вЦ, х, И) « дЦ-ЧОр < 5
“(о I (5.18)

*?(£(«, -с, В) «|а(ОГ<?>*"’. (5.19)

Отсюда и из (5.17) получаем на То при к = 0, 1, 2 оценки
_*__ 1_ I -

#V « 8«|/| + \а| ’ 4 (IФХ1 4֊ |Ф։| + С < В >* а, (5.20)
\ 3 /|а(^)| /

I
^о«3«|71+\аГ<В>л-։(/<В>(|Ф1| + |Ф։|) + ||7(т, В)|^- (5.21) 

о
Из этих оценок и формулы Планшереля получаем при к = 0, 1, 2

Р? 4-ъ «8« 1/£__з + 1а (01 ’ у? (0, 
’ 2

“1«+։-* 3*2|Л»+։-4 + |а (0|2* Л (0> 
с '

'/,(0 = ^4 + ^^.+ [։/№>.
о

(5.22)

(5.23)

Оценки (2.5) вытекают из (5.22) и неравенства 2а -С к.
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§ 6. Упрощение начальных условий. Доказательство теоремы 1

Лемма 6.1. В условиях (2.1)—(2.4) справедливы оценки 
- л 1

И։>' Х(՞՛ Т'!Г« (*•/-։. 2. («-О
II *(?։• ?։) II и * 2 о
1<е >' 1Г(«, <р? -₽У)Г« ։ / 5 (о, ;=1, 2, (6.2)

,+т
а если вместо (2.2) выполнено (1.9), то

|^(и, ₽у - 7/)|* «о(1) / 1 (О, при /֊> + 0. (6.3)

Доказательство. Оценки (6.1) следуют из (5.15) и формул 
0 = 1, 2)

^(фДО 0, т> 0)= *Р/ СО В7' (Т1, ?։)> (6.4)

^(«» Фу) ~ , 1И*, Фу) - Г / «?, и, /.сх

; 0
Оценки (6.2) следуют из формул

р(₽/֊<?>) = 14’₽/ (0. (6.6)
/

* («, ₽/֊?/) = IV С & (С (6 т, Е), о(/, Е)) ру (т) </т, (6.7)

О
ф‘(С, о) = си/- с^.

Замечание 6.1. Из леммы 6.1 следует, что правые части оце
нок (6.1), (6.2) стремятся к нулю при <->+0, поэтому данные (1.2) 
и (1.8) эквивалентны. Аналогично, в условии (1.9) эквивалентны дан
ные (1.8) и (2.6).

Доказательство теоремы 1. Итак, в условиях (2.1)—(2.4) 
справедливы оценки (5.20), из которых следует, что о принадлежит 
пространству умеренных распределений по Е и к (4.2) можно приме
нить обратное преобразование Фурье, получив при этом единственное 
решение и £ С* {Нч~г) (по формуле (4.6)) задачи (1.1), (1.2), которая, 
в силу замечания 6.1, эквивалентна задаче (1.1), (1.8). Замечание 2.1 
следует из замечания 6.1.

Доказательство замечания 2.3. Заменой в формуле (5.17) 
/(/, ж) ->/(<, х)— 6(/, х) и(/, х), в силу формулы Планшереля и 
(5.14), (5.18), имеем оценки

|»£ « |а (01 2 (?я (0 + I ֊/Ж (Х) * ) (6'8>
\ .) у 1« (■։)! /’о

из которых, ввиду (2-7), применением леммы Гронуолла, можно выб
росить последнее слагаемое правой части. Таким образом, из (5.17) 

получается оценка (2.5).
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Покажем также, что при замене /-*■ / — Ьи данные (L2) не из
меняются. Из (6.5) имеем

л — г 1/('։)Г। < ? >ЧФ/ _ Г(«, Ъ))Г «J d т +
о

I ь (т)р
֊֊֊при «-»+0.
I °(х)1

+ (|Ф1С + l<W f

§ 7. Уравнение Эйлера—Пуассона—Дарбу

Рассмотрим уравнение (1.7) при р£С, (/, х) £ б. 
Известно, что ф. с. р. уравнения

- Рэ -Н?1։--£)?(*. О=о (7.1)

выписывается при через функции Бесселя (/,) первого рода
• ։Д м

5
(7.2)

?,(б 0 = -=-
Ât 2

где Г—гамма функция Эйлера, а постоянные подобраны таким обра
зом, что выполнено условие (4.3).

Пользуясь известным разложением в ряд функции Бесселя для 
коэффициентов разложения

•4)

0 = 2 ₽Л(О1МЧ /=ь 2, (7.3)
?-0

получаем формулы (2.11') и
. 2?+-у+’

₽М (° = (-4)’ q\(q + v)... (2 + ,)(1-Н)

Если к £ Z, то вместо (7.3) возникают присоединенные степенные ряды 

Ё (?, (0 + ь (0 |Е|” 1п 1Е|)|Е|2‘, 
q-0

поэтому в начальных условиях (2.13) вместо целых степеней опера
тора Лапласа возникнут псевдодифференциальные операторы с симво
лами ISt2*՜*՜2’ 1п |Е|. Эти случаи здесь рассматриваться не будут, хотя 
аналог теоремы 2 справедлив и в этом случае.

Общее решение уравнения

P9v(<,0=/(t 0, (7.5)
полученного применением к (1.7) преобразования Фурье, имеет вид

v(t, Е) = Ф։(«)<Р1(6 ()֊М)ъ(Ь 5) + v4U, Е) + оя (t, E), (7-6) 
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где Фу (Е)—произвольные функции, (<р։, ф։)—ф. с. р. уравнения (7.1), а 
t/0> получаются регуляризацией частного решения неоднородного 
уравнения (7.5):

t

«о (Л 0 = ] G(t, т, Е) т«/я(т, Е) dx, (7.7)
о

*„(/, 0=е[ PG('«т’ о * ] ° ՝ (7.8)
LJ Jx-/ pl

где G, fm вычисляются по формулам (2.9'), (2.11). 
Введем обозначения

'1(0 = М лд д ------- , М—большая постоянная

= £ — — 4- (— 1/ Ее V, = шах |о, к — -֊ + (— 1)уЕе V | • (7.9)

Лемма 7.1. При ?£С+\^+, (/, Е)£ То, к ~0, 1, 2, / = 1, 2 для 
ф. с. р. уравнения (7.1) справедливы оценки

Е)<< Т“', (7.10)

#?,(Л 0«(^֊֊У7*' (7.И)

Доказательство. Оценки (7.10) при следуют из из
вестных асимптотических формул для функций Бесселя, а при {#։ 
следуют из разложений (7.3). Оценки (7.11) вытекают из (7.10).

Лемма 7.2. При у£С+\2?+, (/, Е)£ То, к = 0, 1, 2 для функ
ции Грина С справедливы оценки

Лемма 7.2 следует из леммы 7.1.
Из представления (7.6) и лемм 7.1, 7.2 при м^С+\^+, (/, Е)^ 

€ То, к = 0, 1, 2 вытекают следующие оценки для решений задач 
(7.5), 1.2): .

«(/, 0 « 5а2 |/ (I, Е)| + |Ф։| + (7.14)
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"л* 1^7(0.5)1 /г- v՜
F |фх (01 + So —^֊------ + (JI/- (t),s d.) •

из которых следует
Лемма 7.3. При v(C+\Z+, f£]0, 7{, lc = 0, 1, 2, g>0 для 

решений задач (1.7), (1.2) справедливы оценки

1« «Г^Кя^к + 4- 8и|< (7.15)

JdM,2« Г4*՜’ “с ’/r,+t+Re. + Г*|Ф&* -j- «и|/|?, (7.16)
здесь

i
К,^ФЛя+ [|Д(<л + У |tf/(°)U։. (7.16')

.' Р֊4)о
Введем обозначения 

U =
__ _______________________________Z + v-r____________________________ 

f2Z+p+|-4-vV2r+p+|-v yni(_4)r+'(Z-H).. .(i+v)(r-v). • .(l-v)7

IN=Y s Ц|^|։(,+О^+М/(0, 5), (7.17)
p-OI+r-O pi

Щ = ^+0Ф^.

Лемма 7.4. В условиях теоремы 2 справедливы оценки

[<5>J Rv0, <p,)|« « о (1)-зир|/«(^։ Z-* + 0, у = 1, 2, (7.18)

|<€>' W{vR, T1)F« Z* ypf/we, (7.19)
р-0

|<։>’ w(v„ т,- Д p„ispj«(7.20) 

[<։> ‘ w -1„. £ h, i։|”)f «о (i) s’ 1« f (0)1? (».»+«..>,.«, (7.2i) 
II \ q-o /|| p-o

\<$>'W(V, s, (7.22)
3 Re 1 + J+-J-

|<։>- 1Г(»,?,֊Д?!,|5|։')р<<’,"’1-,։"|Пм+։։„,+,+։. (7.23)

Доказательство. Оценки (7.18), (7.19) следуют из леммы 
7.1 и формул t

(fj> «о) = J х“ *₽/ dx>

о

W^!’ «₽) = НМ’’ № ]
• p-o (J _k-t р!
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Оценки (7.20) следуют из (2.9) и соотношений

Л₽Л = К1։₽/«֊₽Л«-ъ «7=1» 2, 3,-.. , 

^(Е М2’-<Р։) = ,М2я։+2₽2Л..

1Г(?։, ?«) х), ва, у))=№г‘(ъ, Ъ) С(у, г),

(т \ т—1
?, ֊ 2 1У )֊ 2

0—0 / />—о

|Е|’-+Д 
Р! X

<?7(о,е).
о

Оценки (7.21)следуют из формул

|2(г+,)/р+2д?/(0, Е) |Е[* +

= (1 + 7|«12"+а)У-^М 
р-0 р!

7 = 7лгоЧ------- Нолт,

г £ ₽։» Г) =Е У т 1*1” ^(0,֊)- х
\ ч—о / Ч—0р=0 р'

х у |тЕГ+2г 1Г'(С(6 г), ₽2?(0) е/т. 
о

Наконец, оценки (7.22); (7.23) вытекают из формул 
։

₽!-?!= |В|8| С (7, г, Е) ₽,(,)*. 

о 
։

ф(у, <Р» ֊ Е ₽2,Ю2’) = |Г+2 Г (6 Е), в(1, у, Е)) ?2„ (у) ау.
\ ч-о / Ло

Справедлива формула
з 

п \ *2 * т—1 т
ЛлЕМ! ’) = г £ 2 Е1^1 ’*/^^^/(0, Е). (7.24)

«-° / р±0 1+71-0 «-0
Доказательство теоремы 2. Из леммы 7.4 следует, что 

правые части оценок (7.8)—(7.23) стремятся к нулю при {-» + 0. По
этому данные (1.2), в силу (7.24), эквивалентны данным (2.12), (2.13). 
Теорема 2 следует из этого замечания и леммы 7.3.
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§ 8. Разрешимость смешанной задачи

Решение смешанной задачи для уравнения (1.1) мы построим ме
тодом разделения переменных. Разложим функцию /((, .г) в ряд 
Фурье по собственным функциям юг (х) задачи Дирихле для операто
ра Лапласа (см. (2.19)):

•՝ ‘/а, х)= 5/,(?)«,(х), (8.1)

где коэффициенты Фурье /г вычисляются по формулам (2.22).
Найдем решение уравенения (1.1), имеющее вид и = иг (/) (х)

и удовлетворяющее краевому условию (2.25). Для определения функ
ций иг и и, стандартным способом получаем уравнения

Вг = —Ф1Г, поэтому решение задачи (1.1), (2.24), (2.25) представля
ется в виде формальной суммы

А V, = — >֊* Юг, (8.2)
[^ + )Л+а(/)] Ы<(#)=Д(О։ (8.3)

из которых находим, что к = и
«Г (0 = Аг (0 + вг Тгг (0 + *' (0, (8-4)

где А г, Вг—произвольные постоянные, а

х,а)= | СГЦ, х) /г (х) (8.5)
6

г ч ?.г(т) ?2,(0-<Р|г(О?2Д0
(8.6)

Подставив (8.4) в начальные условия (2.24) получим Л, = Ф։„

и а, х) = S [Ф2г <РХ, (0 - ФХл ф3г (0 + Хг (0] Vr (х). (8.7)
Г-1

Доказательства теорем 3, 4 мы опускаем, т. к. они аналогичны дока
зательствам теорем 1,2 с заменой |հ| на

Институт математики Поступила 12. III. 1986
АН Армянской ССР

9*. (Ь. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Տրված վոոնսկի աններով սկզբնական և իւաոը խնդիրներ հիպերբոլական 
հավասարումների համար (ամփոփում)

Վերնագրում նշված հավասարումների համար աոաջարկվում է Կոշու տվյալների փոխա
րեն սկզբնական սինդուլյար հարթության վրա տալ որոշակի վռոնսկիաններ։

Ապացուցվում է, որ նշված խնղիրր Աոբոլևի ղասերում ունի միակ լուծում։

,G. R. OGANESIAN. On the Initial value and mixed problème with given vronekyans 
for the eecond order elngular hyperbolic equation* (summary)

For the singular (on the initial hyperplane) second order hyperbolic equation
U(( — ձ u + a (;) U =/(<, x), |a (+0)1 = 00, # g ]0, T[, x(.R" the paper proposes to 
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consider initial value problem with vronskyans lim (ufy — at ) = Фу (;), / = 1, 2 

instead of the usual Cauchy data. Here u (t. ;) is the x— Fourier transformation of 
the solution u(t, x), (?t, %) is a fundamental system of solutions of the equation 
?// + (I5|։ + a (*))<? = 0..

Unique solvability of this problem is proved in the Sobolev spaces. Functions 
Ф։, ։ in the initial vronskyans may be replaced by JWKB approximation Tj, j = 

1 <
—4՜ r p ___ ’

= a (t) exrJ+1 I y^a (t) de, if certain conditions on a (f) are satisfied.
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