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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

. А. К. МАТЕВОСЯН > : • I

О РАЗЛОЖЕНИИ ПО МАТРИЧНЫМ ЭЛЕМЕНТАМ ЛИНЕЙНЫХ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ОПЕРАТОРОВ ОБОБЩЕННОГО СДВИГА

1°. В настоящей работе обобщаются на случай самого общего типа опе­
раторов сдвига— некоммутативные операторы обобщенного сдвига,— тео­
ремы Петера—Вейля [1] (о полноте матричных элементов неприводимых 
линейных представлений топологической группы), Бохнера [2] и Колмо­
горова-Крамера [3] (о представлении положительно определенной на груп­
пе функции и однородного случайного процесса). Для случая коммута­
тивных операторов обобщенного сдвига теорема Бохнера получена Б. М. 
Левитаном [4], а для случая сдвигов на некоммутативной группе аналоги 
теорем Бохнера и Колмогорова-Крамера получены А. М. Ягломом [5].

Пусть й— топологическое пространство, ш — мера на й, С (Й) — 
совокупность непрерывных в топологии й комплекснозначных функций, 
2.1, (2) — сопокупность комплексноэначных функций, имеющих интегри­
руемый квадрат модуля по мере гп. Пусть теперь на. функциях 
У(0^С(2) определено семейство операторов А3, зависящих от эле­
мента как от параметра, то есть каждой функции /(/) ставится 
в соответствие функция двух переменных Л//({), где нижний индекс 
/ подчеркивает что оператор А3 применяется к функции /(/), как к 
функции от переменной Л Пусть операторы А3 удовлетворяют так на­
зываемым условиям обобщенного сдвига [6]:

1. линейность,
2. существование верхнего нейтрального элемента, то есть такого эле­

мента з0£2, что А3‘ = /, где I — единичный оператор,
3. ассоциативность — для любой функции С (й). и любых то­

чек з, г, I £ 2 выполняется равенство

АггА',Ц1) = А3,Аг,1и),

4. непрерывность функции А3/(*) по совокупности переменных.
Семейство таких операторов называется операторами обобщенного 

сдвига (о.о.с.), они были введены и изучены Б. М. Левитаном [б, 7] Если 
кроме условий 1—4 выполняется также условие

5. для любой функции /£С (2) и любых точек з, г,

А3,Аг,/(1)= АГ,А3,1Щ, 

то о.о.с. называются коммутативными. Двойственным к о.о.с. называется 
оператор
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Rlf(s) = A'f[t),

который также является о.о.с. Семейство сопряженных операторов опре­
деляется, как обычно, из равенства

(•<4//(0 g(0 Лп(«) = 1/(0 A'g (f) dm(t).

•I • U

Ниже символы tn и й в интегралах будем опускать.
Линейным [г.редставлегием о.о.с. Аг называется матрица 

£" (Z)=={ej; (0՞/-1 такая, что для произвольных точек s, выпол­
няется равенство

A'E(t) = E(s)-E(t).
Элементы nij(t) матрицы Е (/) как функции от t называются мат­

ричными элементами линейного представления Е{1), порядок п мат­
рицы E(t) называется степенью представления.

Пусть существует мера т, относительно которой сопряженные 

операторы А1 и /?4 удовлетворяют следующим условиям (см. [6], стр. 
28): для любой функции t6 С (2) П 1?т (2) и любых точек s, г, f£(2)

(i) 
= AlAstf(t).

О.о.с., удовлетворяющие (1), будем называть регулярными.
՛ Примерами о.о.с. являются операторы сдвига на топологической 

группе и обобщенные сдвиги Дельсарта [6]. В том случае, когда т есть 
двусторонне инвариантная мера Хаара, операторы сдвига на топологиче­
ской группе являются регулярными. В п. 2 будет приведена общая кон­
струкция некоммутативных регулярных о.о.с. на дискретном простран­
стве, существенно более общих, чем операторы сдвига на дискретной неком­
мутативной группе.

Условия регулярности (1) играют существенную роль при построении 
теории линейных представлений для о.о.с. (см. §5—§7 [6]). Наложение 
этих же условий позволяет обобщить на случай некоммутативных о.о.с. 
теорему Петера-Вейля. Далее предполагается, что пространство й биком­
пактно, а полная мера пространства п։(й) конечна.

Теорема 1. Пусть E՝(t) = (ej; (01z?;_i » — полная систе­
ма попарно неэквивалентных неприводимых представлений, регу­
лярного о. о. с., тогда фуккции

i, / = 1. 2»'”» п,.

образуют полную ортогональную систему в пространстве [}т (2). 
Доказательство аналогично приведенному в [1].
2®. Перейдем к каноническим представлениям обобщенных положитель­

но определенных функций и однородных случайных процессов.
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Функция р(0£С(2) называется положительно определенной 
относительно операций сдвига А3, если

É Â'^pUj)* zk> 0 (2>
Л*-1

для любых точек #։»•••> tn Ç 2 и любых комплексных чисел zltz„.
[4]. В дальнейшем для краткости выражение „относительно операций 
сдвига А1 * будем опускать. Из (2) следует, что оператор, задавае­

мый ядром А3 р (t), положительно определен и поэтому является са­
мосопряженным, то есть

Â3,p(t) = Â* p(s).

Таким образом, каждая положительно определенная функция p(f) за­
дает случайный процесс £(/) с нулевым средним и ковариационной 

функцией (/)£ (s) = A3p (/).
Предложение 1. Интегральный, оператор К, порожденный 

ядром K(t, s) = A3 p(t), где p(t)—положительно определенная функ­
ция, перестановочен с о. о. с. А3.

Доказательство. Из (2) и по определению сопряженного опе­
ратора

Xf(O=J А'р (s)f(s) ds = J p(s) Hi/(s) ds,

тогда в силу ассоциативности о.о.с.

/4Ç[£/(f)]=j7fc) A'tA^fis) ds = ds =

~fop (s) л; / (s) ds - K[AS f] (Z).

По предложению I случайные процессы с нулевым средним и коварна- 

ционной функцией вида Л/ р(0, где р(0 —положительно определейная՜ 
функция, будем называть однородными относительно о.о.с. А'. Такими 
являются и однородные в классическом смысле процессы [5].

Теорема 2. Положительно определенная функция p(t) представи­
ма в виде

p(f)=S Tr(E'(t)B'), (3>
»

где В' — положительно определенные матрицы.

Доказательство. По теореме Мерсера функция A’t р(1) раз­
лагается в равномерно сходящийся ряд

(4)
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ёдё фД#)'—последовательность ортонормированных собственных функ­
ций, а К/ ^>0 — последовательность соответствующих собственных 

значений ядра А* р (/). Подставляя сюда значения для собственных 
функций, соответствующих равным собственным значениям с крат­
ностью л,, выраженные через матричные элементы линейных пред­
ставлений о. о. с. Лл [6], получим'

А* р (/) •-= 2>ч £ <р; ($о) Д|еА/(0>
1 /» к~ 1

где — верхний нейтральный элемент для о. о. с. Из линейности опе­
раторов А5 следует \ . , ,

= тгф (/) 2Г)],՛

где Тг — символ следа матрицы, а
'■ Л

в* = (К, ф/(з0) фк(з0)| },*_].

Так как является верхним нейтральным элементом для сопряженных 
о.о.с. также, то

р(0 = 2 Тг(£’(0В’).

Положительная определенность матриц В' следует из равенства:

Обратно, если функция представима в виде (3) с положительно опреде­
ленными матрицами-коэффициентами В’, то она положительно определе­
на. Теорема доказана.

■Перейдем к каноническим представлениям однородных случайных про­
цессов. Поскольку сходимость ряда (4) обеспечивает выполнение условий 
теоремы Карунена (см. [3]), то существует такой процесс £ (О с некор­
релированными приращениями, что

40=240 Тг (0-
Отсюда аналогично предыдущему можно получить

40=2 Гг (£’(0П
Тогда ковариационная функция процесса 5(0

_______ |А - ■

£404«)-2 2 2 £(2о%)^(0’, И л /“1 Р . Н
с другой стороны эта же функция равна

А\ р (0 = 2 2 Ъ}/ 2 ег/ (0 е'г1 (з) .
» I, 1—1 г—1
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Приравнивая полученные ‘выражения и учитывая ортогональность матрич- 
ных.элементов представлений Е - ($), получаем

О в остальных случаях 
или

£ (2/у Хр?) = Ь{р 8», р. 8/, д, (5)

что по существу совпадает с «условием ортогональности», приведенным в 
[5}. Таким образом, доказана . .

Т.еорема 3. Однородный случайный процесс 5 (О с нулевым сред­

ним и ковариационной функцией А’ р (I) представим в виде

Тг(£Г(П7/), (6)
У

где матрицы 77 удовлетворяют условию (5).
3°. Пусть Кя—Л^-мерное линейное пространство с обычным скаляр­

ным произведением элементов х и у^Кя, |®, (О— некоторый ор­
тогональный базис в Кя, ап։,՛՛, п*^>1—некоторые целые, для кото­
рых п^Н------- Ь п^= IV. Разобьем множество функций базиса на подмно­
жества из Пр • • •, п% функций. Расположим функции /-го подмножества 
в виде кубич еской матрицы размера щ X т X 71 с элементами

в* / (0 = ?(*-։)«/+/ (О»

к, / = 1, 2, п;, I = 1, 2,-• /V,

где (() — функции /-го подмножества. Произведение и-го и «-го се­
чений И (и) и /)(«) блочно-диагональной кубической матрицы

£>=Лаг(£<1),.--, £(*’)

будет иметь блочно-диагональный вид с блоками тех же размеров 
п։ X Пр и в силу ортогональности функций <рл (/) найдутся такие един­
ственные коэффициенты а*и, что

Е <11г (и) </,/ («) = £ рч ($). 
г-1 з-1

*

Кубическая матрица (а*0) размера /V X X .Л/задает семейство опе­
раторов, которые линейно распространяются с базисных элементов на 
все пространство К,у. Обозначим построенные операторы через՛ А“:

я
л:</о(«)=2^(и)^у(«) (7)

• • •• • г-1

и предположим, что существует такое целое 1 <1 з0< /V, что

£>(50) = /. •
Приведем некоторые свойства построенного семейства операторов.

1. Операторы А и линейны по определению.
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2. В семействе операторов существует единичный А *•.
3. В матричном виде действие оператора А" можно записать как

^:O(v) = D(U) D(v),

и так как умножение матриц ассоциативно, операторы А " линейны, а мат­
ричные элементы составляют базис в К|V, то для любой функции f из 
KN выполняется равенство

AMÎ/O) =-

•то есть операторы А" ассоциативны.
4. В общем случае операторы А" не коммутируют. Коммутативность 

заведомо будет иметь место в случае Л( = 1, i = 1, 2,..., fe.
5. определения сопряженного оператора з конечномерном про­

странстве следует
„ w ____

Ао dit, (v) — У dji (u) d/t (v), 
/-։

или в матричной форме

i:D(v) = D*(u)D(v).

6. Операторы Аи удовлетворяют условию (1). Действительно,

а Â’rA't D (0 = Л? D (г) D (f) = £>* (S) D (г) D ( t).

Вторая часть условия (1) проверяется аналогично.
Приведенные свойства 1—3 являются алгебраическими условиями 

обобщенного сдвига, н, таким образом, конструктивно задан широкий класс 
некоммутативных регулярных о.о.с., более общий, чем сдвиги на дискрет­
ной некоммутативной группе. Диагональные блоки Е՛ (О матрицы D (t) 
являются при этом линейными представлениями о.о.с.
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