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ОПЕРАТОРНЫЕ ТОЖДЕСТВА В ТЕОРИИ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ЗАДАЧ

Предлагаемый в статье подход к исследованию интерполяционных за­
дач исходит из рассмотрения операторного тождества [1]. Операторное 
тождество ОТ порождает вполне определенную интерполяционную задачу. 
Далее, следуя В. П. Потапову [2]. мы интерполяционной задаче сопостав­
ляем соответствующее ей неравенство, которое в явном виде строится по 
ОТ. Такой подход (сочетание ОТ и неравенства) позволяет четко описать 
класс исследуемых задач и при соответствующих условиях дать единооб­
разное их решение.

Постановка задачи. Пусть заданы гильбертовы пространства 
Н, С, причем

6 = Ц ф С1։ <1։п։ оо. (1>
Пусть далее операторы А, П, .1, 5 связаны ОТ:

5 - АЗА* = П/П*, (2}

где А, ££ [Н, Я]; П(= [С, Н]; П*£ [77, 6]; /6 [6, б]. (Через [Н„ НД 
обозначается класс линейных ограниченных операторов, действующих 
из Нг в Нг).

Оператору П и разложению (1) соответствует представление 
П = [Пи Пг], где П1։ П2(;[б1; /7]. Предположим дополнительно, что 
блочное представление _/, порожденное разложением (1), имеет вид

. ГО Е 1/= и , £16 [61, 61]. (3)
о

Через Ы обозначим класс операторов из [77, /7], спектр которых со­
стоит из конечного или счетного множества точек. Будем считать, что 
Л 6 7/.

Пусть а (ср) — неубывающая оператор-функция со значениями в 
классе [б։, (у. Через Е обозначим совокупность а (ср), для которых в 
слабом смысле сходятся интегралы

К
5а= |(£֊е'М)-] П2с/з(<р)П;(£ — е՜* А*)՜', (4}

— X
<

7= С (ср). (5)
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Пусть 5 (<р) -Е, тогда из (4)—(5) следует слабая сходимость 
интеграла

П1.’=у] (Г+е'։Л) (£—е'9)՜1 П2</з(<р). (6)

—X
Введем оператор

П1=Пх,«+/П։а (а=а*). (7)

Сформулируем теперь интерполяционную задачу, порождаемую ОТ (2):
Описать множество =(<р)£Е и а = а* таких, что операторы 5 и 

Пх, связанные ОТ (2), допускают представления

П1 = П1. (8)

В дальнейшем нам понадобится
Лемма 1. Если и о(?)€Е, то оператор 5, удовлетво­

ряет ОТ

5, - Л5а А* = П /П*, где П = [П1, Пз].

В справедливости леммы убеждаемся непосредственной подстановкой. 
Обозначим через К класс операторов А, для которых уравнение

5— ASA* = 0

имеет только тривиальное решение 5 = 0, принадлежащее [Н, Н].

Замечание 1. Из 5 — А5А*= 0 следует, что 5—Л"5/4*л=0. 
Поэтому, если А является сжатием (|Л0 1) и А** сильно сходится
к нулю при п -* оо, то А е.К.

Следствие 1. Если /ЦКи П, = П., то S = Sa. Взаимную 
связь представлений (8) выясняет 

Лемма 2. Если П2£=^=0
S=Sa следует Пх = П , „ + гП2а.

Рассмотрим теперь класс R, 
|С| =/= 1 оператор-функций F (С), со 
ряющих условиям

Если F (С) (; R, то существует 
ция а (<р) се значениями в [61։
части (5), сходится и справедливо

также
при ё =/= 0> то из представления

состоящий из аналитических при 
значениями в [Си СУ, удовлетво-

Р* С) 4- ГС)... 0
1—СС

такая неубывающая оператор-функ-
что интеграл, стоящий в правой 
представление

Г(С) = -,а4-֊
е'9—С
—------- do (®), а = а*.
е'9 + С

(9)

Обозначим через D совокупность чисел таких, что |С| 1 и

с не принадлежит спектру оператора А. В терминах ОТ запи­

шем абстрактное неравенство В. П. Потапова
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£(С)=[ 5 ]>0, (10)
' I В* (С) С (С) г 4 л

где В^)=.(£+;А)-Чп։ + П։Р^)], С(С)= —-■14~/֊г(с)- (11>

Оператор £ (С) действует в пространстве Нф С։.
Теорема 1. Пусть А^П и а(<р)£Е. 7о։да оператор-функция 

Р (С), определенная равенством (9), удовлетворяет неравенству

5 В(С)

>(9 с (С).
(12>

• где

5(9 = (£ + г,Л)-։ [Пх + П։£(С)], 5= 50.

Для доказательства теоремы рассмотрим ^пространство Н, со­
стоящее из векторов у? со значениями из [0։ и скалярным произве­
дением 

* •
[ят; ^1= ('(«Н?)*,.

—ж

Введем в рассмотрение вектора

&,= ֊֊8 и А-П^^-е-'М-)-1/ КН).
С “Г ч

Тогда нетрудно проверить непосредственной подстановкой равенство

откуда следует (12).
Введем класс операторов М., состоящий из операторов А£ М таких,, 

что их соотношения

|(£+и)"։/1 = р֊') *°(1)> М*1

следует равенство / = 0.
Замечание 2. Оператор А £ если выполняется одно гз сле­

дующих требований:
1. Л /V и при некотором 8^>0 спектр А лежит в области 

|1-!С||>8.
2. Спектр оператора А сосредоточен в точке Сд (|С0| = 1) и при 

некотором р^>0 выполняется

Н^[1пЛ/(г)]/гЯ<оо, Л/(г) = тах 1[£-(Л - ^£) г = ге'«.
г-»« , о<е<т«
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Теорема 2. Пусть А^НЛ и неравенство (10) имеет решение 

лида (9), причем з(<р)<^Е. Тогда справедливо равенство П1==П1.
Доказательство. Из теоремы 1 следует, что оператор-функция

К
Л(С) = £ ) (։ “0) (13)

—г
удовлетворяет неравенству

£,(Г) = [ ,5’ >0, С 6 О, (14)
' [в,(С) С, (С)] 1 '

В, (0 = (£ + ЧА)-1 [П1., 4-П2£, (С)]; С, (') = .

Из неравенств (10) и (14) вытекает

|в(С)«Г</5КС(С)Я. & ։5,^«Р<|54.(С,(С)г, я). (15)

Так как при некотором М верно неравенство

(СО?. *)< 1’1^1.

то, учитывая (15), имеем

Я5(С)й[=֊1— -0(1), ։540«| = -А-Т-0(1).
I1 141 I*- 141

Значит, справедливо соотношение

ИВ(С)-ВДС)]^=К£+и)-1[П1-/П2а-П։,в]5Н 0(1)-

Последнее равенство для А возможно только в том случае, когда

Пх= П|, , + ։ П։а, т. е. П1 = П1.

Следствие 2. Если выполняются условия теоремы 2 и А £К, то 
справедливы равенства

П^Пр 5=5«.

Следствие 2 вытекает из теоремы 2 и следствия 1. Для исследования 
случая А К воспользуемся преобразованным неравенством (ПН), кото­
рое для ряда важных случаев было построено в работах [3.1 V]. В терми­
нах ОТ мы запишем ПН в общей ситуации.

Введем обозначения

1ч>(С) = (<;-С)(^4-и)-1(£+ЛС,); и(С)=(Св-С)(£+СД)-1Щ, (16) 

где 1^1 = 1, * = 1, 2.
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Оператор £ц(С) действует в пространстве Нф Н и может быть за­
писан в виде

ст1։'е1>' ՛ (ПН) <'«>
[ Сп(С) | ՝ '

где
֊ 7֊^-֊- зи (~) + В (С) Ц (44. 

1 * .чд \ * / \ ч /
(19>

с"<4-^ ЧтМт)- г^Чт)в֊(С)1Чг)-
(20>

- ֊тг и (у) *(')(=} + ь’ (т) (т)'
* ч Чд \՝в/ \ ч / \ ч / \ ч /

Из (17) следует, что любое решение В (С) неравенства (10) является так­
же решением неравенства

£п(С) > 0, С£В.

Учитывая операторное тождество (2), выводим

Со ЗЦ + Со Ьо (С) 5= и (С) Ц (֊֊) + и (О и (уУ

(21>

(22>

Согласно (16) имеем

ь0 (С) и ().) = (Со- С) (Со- X) к.<9-Ь(Х) (к = о, 1,2). 
--  ч

Из (21) н последнего равенства следует

[֊(А)$֊С,) +■

+с, (֊֊)!.; (А)+и(А• <И>

Из (21), (24) и формулы

Ьо (-1) В (С) = - Ь (С)) + (ц (-1)֊ Ь։(С)} Л (С)}
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аызодим важное для дальнейшего равенство 

СиС) - — ՝> Дп(С) .

С одной стороны, ПН (18) приводит «ас к оценке

|5п(г-)Л։<|5|-(С о/, /)•
■С другой стороны, согласно (24) имеем

(С,н9/,/)֊<^=^ •|5п(С)/НЛ

откуда окончательно получаем

I1 14 I 
где М не зависит от £.

Следовательно, из (24), (25) вытекает

(24)

(25)

(С։- С) 5п(9 = - (ап 4- ֊ Г ■^—±֊ ^п(<р), «п = «п • (26)
2 3 ?» + ։—X

тде Оп (ф) — неубывающая оператор-функция со значениями в классе 
[Н, Н]. Пусть дуга единичной окружности [<х, р] не содержит особых то­
чек. Пользуясь формулой обращения, из (19) и (26) получаем

Г ^п(ф)= (’|(Со-е'»)|։(£.֊е'’Л)֊1П։</т(Т)П:(£-е-'М-)֊1. (27)

Кроме того, имеет место оценка

[(</«п(?)/,/)СМ|/Г, (28)

—К 
которая следует из (25), (26).

Учитывая произволность £0» из (27) и (28) выводим, что верна
Теорема 3. Если У7 (9 класса R является решением, неравен­

ства (10), то соответствующая оператор-функция а(։р) принад­
лежит классу Е.

Теорема 4. Пусть и неравенство (10) имеет реше­
ние Т7^) вида (9). Тогда справедливы равенства

П^Пр 5=5. (29)

Доказательство. Первое равенство вытекает из теорем 2 и 3. 
Для доказательства второго рассмотрим неравенство

£п(5) = 5 Вп(9 

в* (9 Сп(9
>0, (30
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где
5п(С)— —!-=• St; (l՜) + в (С) U (■=-)• 

1 --  ЧэО \ Ч / \ Ч /
(Неравенство (30) строится по неравенству (12) согласно тому же прави­
лу, что и неравенство (17)).

Аналогично (25) выводится оценка 

и о !г\ 71 Ко Ч1

Тогда верно соотношение

или {

мо (5- и-

Воспользовавшись равенством (16), получим f

|С0— q • |(£ + С А )֊' (£+ Со A) (S - 5) /| < l/f-

Откуда
((£ + СЛ)-Ч£+СоЛ)(5-5)Я<^֊^}-|Л.

Так как А принадлежит N„, то приходим к равенству

(£+СоА)(£-5)/=О.

Из произвольности £0 следует (29).
Итак, в теоремах 1—4 доказана возможность сведения исследования 

поставленной интерполяционной проблемы к решению, соответствующего ей 
неравенства (10) или неравенства (18). Найдем описание решений нера­
венства (10). Тем самым будет определено и множество решений неравен­
ства (18), так как совокупности решений неравенств (10) и (18) совпадают.

Пусть Ф (£) — мероморфная в единичном круге оператор-функция, 
действующая из G, в G. Рассмотрим неравенство (10), положив

£(С) = (Ж + £)-1П/Ф(С); С (С) = . (31)

Заметим, что формулы (31) и (11) совпадают, если

Ф(С) = со1[£(С), £].

Теорема 5. Пусть оператор S ограничен вместе с обратным, поло­
жителен и удовлетворяет соотношению (2); оператор (ЕА-^ЛА) обратим 
(II =!)• Тогда для того, чтобы оператор-функция Ф (Ç) являлась ре­
шением неравенства (10), (31), необходимо и достаточно, чтобы она до­
пускала представление
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Ф(9 = А(9Р(9. (32}
аде

А (0 = £+ (С0֊С) П* (£С + Л*)-1 S՜1 (£ + С«/)՜1 KJ, (33)՛ 

a P (Ç) — аналитическая в единичном круге оператор-функция со значе­
ниями из класса [G,; G], обладающая J-свойством

К|<1. (34)
Доказательство необходимости следует из рассмотрения /-формы опе- 

ратор-функцйи А՜1 (С) (А՜1 (С) = JA*

J—A’՜1 (9 JA-J (9 = (1 -C9 /П* (ГА*+ E)՜1 5՜1 (£ + U)՜1 ПJ. (35)- 

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что неравенство (10), 
(31), эквивалентное по лемме о неотрицательной блок-матрице неравен­
ству

С (9 — В* (9 5՜1 В® > 0, CÇD, 

с помощью оператор-функции А՜1 (’,) записывается в виде

Ф* (9 A՜1’ (9 /А՜1 (С) Ф (С) > 0. (36)-

Откуда следует, что решение Ф (£) неравенства (10), (31) допускает пред­
ставление (32).

Пусть теперь P (£) — произвольная аналитическая в единичном кру­
ге оператор-функция, обладающая /-свойством (34). Определим оператор- 
функцию Ф (£) равенством

Ф(С) = А(С)Р(С).

Тогда в силу обратимости оператор-функции A (£) получим

Р(9 = А՜1 (9Ф(С).

Из неравенства (34) следует

Ф* (9 А՜1* (С) /А՜1 (9Ф(С)>0, 

которое,.согласно доказанному выше, эквивалентно неравенству (10), (31). 
Поэтому оператор-функция Ф (£), определенная равенством (32), является 
решением исследуемого неравенства.

Чтобы решить неравенство (10), (11), перейдем к парам 2, 4, 5 меро­
морфных в единичном круге оператор-функции R (9> Q(9 со значениями 
в классе [<71։ GJ.

Пару col [R (С), Q (С)] будем называть особенной, если для каж­
дой точки голоморфность 'а оператор-функций R (С), Q (») существует- 
такой элемент е £ Cv что

([R* (9 R (9 + Q* (Q;Q (91 е, е) = 0; е =/= 0.
Пары col [R (9, Q(9] и со! [г (9, q (9] называются эквивалентны­

ми, если существует обратимая мероморфная оператор-функция 7’(9* 
такая, что

со! [г (9, q (91 = Л9 • со! [R (9, Q (9].
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'Будем ^говорить, что пара col [R (С), Q(Z)] обладает /-свойством, 
<если

[R*G), Q* (С)]/col [RС), Q(Q]>0.
Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5 и П-g =/= 0, если 

g =5^0. .Тдпда для того, чтобы оператор-функция Г (Ç) являлась решением 
неравенства (10), (11), необходимо и достаточно, чтобы она допускала 
представление

F(Z) = (а (Z) RG) + 6 G) Q (',)] [с (Z) R (С) + d (Z) Q (Z)],
•где.матрица коэффициентов

И а'^ b ™ 1 = А (Z) = £+ Go- Z) П* 5-> (£+:0А)-։ П/;
1с(г,) d (Z) J

-col [R G), Q (C)]------ неособенная пара, обладающая J-свойством.
Необходимость вытекает из соответствующего доказательства теоре­

мы 5.
Для доказательства достаточности рассмотрим произвольную неосо­

бенную пару col [R (С), Q (Z)], обладающую /-свойством. Определим 
.пару

col [u (С), v (С) J = A (Z) col [R (С), Q (Z)]. (37)

Убедимся, что v (Ç)— обратимая оператор-функция. Действительно, поло­
жив .противное, получим: для каждой точки голоморфности Ç оператор- 
функции V (£) существует такой элемент е = е (Z) =/= 0, что v (Z) е = 0. Так 

.как пара col [R (С), Q (С)] обладает /-свойством, то с учетом равен- 
-ства (37) имеем

IR*(Q, Q* G)] / col [RG), QG)] e, e) =

■= ([h* G). ** G)]A-1։ G) / A՜1 G) col [u (Z), V G)] e, e) =

= ֊(«*(QaG) u (Qe, e), (33)

jtде a G) — левый верхний блок разбиения /-формы оператор-функции 
.A՜1 G) на блоки в соответствии с (3)

J—A՜1’ (Q УА-1 G)« [ я G) ?G)1 
?•(<) ïG)J

Z — некоторая фиксированная точка голоморфности v (Z).
Так как из (35) и условий теоремы следует, что a(Z)^>0 пр и 

| Z| < 1, то из (38) получаем, что в рассматриваемой точке Z (|С| < 1) 
имеет место равенство и (С) е — 0- Значит пара col [u (Z), v (Z)], а по­

этому и эквивалентная ей пара col [R (Z), Q (Z)] вырождены, что про­
тиворечит условию.

Итак, доказано, что оператор-функция V (£) обратима. Дальнейшее 
доказательство следует из теоремы 5.

Пример. 1. Тригонометрическая проблема момен­
тов. Пусть .заданы операторы
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П = [П։, П,]; Пг=со1 [Со, С։,- -, С„]; П*= со1[£,. 0г- •» 0], 
где Со, С1։---, Ся — квадратные матрицы т-го порядка.

Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости ОТ (2)֊ 
Представления (8) эквивалентны равенствам:

С0=га4--֊- С* = у е'*’Л (<?>, (.40)՝

—Ж —ж

где а = а*։ а(?)£Е. Заметим, что в данном примере принадлежность՝ 
монотонно возрастающей оператор-функции в (ч>) классу Е эквива­
лентна сходимости интеграла (5). В силу (40) рассматриваемая интер­
поляционная задача совпадает с усеченной тригонометрической проб­
лемой моментов. Из теорем 3, 4 вытекает

Теорема 7. Множество а = з*, а(<р)£Е, даюшцх решение усе­
ченной тригонометрической проблемы (40), совпадает с множесвом 
а, порожденных при помощи формулы (9) классом £(£), удов­
летворяющих неравенству (10) рассматриваемой задачи.

Замечание 2. Если £ > 0, то неравенство (1.0) примера 1 ре­
шается эффективно (теорема 6). В этом случае приходим к известным ре­
зультатам ([6], при т = 1 и [4, 7], при т 1).

Пример 2. В ряде задач исследуемый оператор & удовлетворяет 
тождеству (см. [1, 8])

Ло5—£Ло= гПо_/По, (41)
где Ао, 5£[Н, Н], По£[//, б], а ] имеет вид (3). Легко придать ОТ 
(41) форму (2). В՜ самом деле, выберем р0 так, чтобы точка —/р0 не- 
принадлежала спектру Ло. Положим далее

Л=(Л0- /РоЕ) (Ло 4- гро^)՜1- (42)’

Тогда оператор £—А обратим и справедливо равенство

Л0=/р0(£ + Л)(Е-Л)֊1. (43).
Учитывая (41) и (43), получаем ОТ (2), где

П=—==-(£ —Л) По. • (44)-
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-8. Ս, 1"ԼԱՆՉեՆԿՈ, Լ. Ա. ՍԱհՆՈՎԻՅ. Օպերատորային նույնություններ ինտերպո|յա^իոն |սթն- 
-դիրննրի տեսությունում (ամփոփում)

Հոդվաեոսէ աոայարկվաձ է մեթոդ, որը թույլ 4 տալիս միաձև լոլեել մի շարը ինտեր- 
պոլյաըիոն խնդիրներ) Մեթոդում էապես օդտադորեվոլմ են Վ. Պ. Պոտապովի արդյունքները 

.և օպերատորային նույնությոմ,ները։

T. S. 1VANCENKO, L. A. SAHNOVIC. Operator Ind-ntltlee 
In Interpolation problem! (summary)

In this article we propose a method which permits a unified treatment of 
'various interpolation problems.
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