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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА ИНТЕНСИВНОСТИ 
НЕОДНОРОДНОГО ПРОЦЕССА ПУАССОНА

В ПОЧТИ ГЛАДКОМ СЛУЧАЕ

Пусть Х(1): 0 — неоднородный процесс Пуассона] интенсив
ности 5 (/ +0), Г: 0, где 5(0 — положительная периодическая функ
ция с периодом т и 6 (а, £), 0<а<£ < Нас будет интересо
вать задача оценивания параметра / по наблюдениям Xг = \Х(^, 

при Т— се. Свойства оценбк очевидно определяются глад
костью функции 5(0, /< 0. В случае, когда существует информа
ционное количество 

т
/= [ 5'(035(0՜' с11 = — |’5'(Пя5(0-։ Л(14-о(1)) = 

о и
= -1//(1+о(1)).

В [1] доказана состоятельность и асимптотическая нормальность оценки 
максимального правдоподобия

£[(6г_б)1Л7}=;>д/(0, г1/>.

Эта же оценка, но в случае, когда 5 (/) имеет разрывы первого рода 
при Т —>- оо в пределе имеет негауссовское распределение и с другой нор
мировкой [2]

£|(0г-9) Т\ =>£{?).

Вопрос о свойствах оценок в случае, когда 5 (/) —непрерывная функ
ция, но 1 = оо оставался открытым, поэтому в этой работе свойства оцен
ки максимального правдоподобия изучаются для 5 (7), допускающих пред
ставление

5(0 =А|г—т0|« + г(;֊т0), 

|г(/ + Л)-г(01<М.
-где а £ (о, А, ку > 0.

Показано, что ОМП при Т -*֊ оо имеет невырожденное распределение 
со следующей нормировкой:
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£{(8г-е)г'2“)=>£|у,

где Ех определено ниже.
Считаем, что функция 5 (•) непрерывна, положительна, периодиче

ская с периодом т, дифференцируема всюду за исключением точек 
тв-|-Ат, гДе то€ (О,՜), Л = 0, 1, 2,-... Предполагаем, что существует 
некоторая окрестность и точки т0, где функция 5(0 представлена в 
виде

5(0 = Лк-тв|«+г(<--,), |г(< + Л)_г(/)|<*։ А 

а е (0> т)А’ *1>0֊

Введем обозначения: & (и) — гауссовский процесс с Е£ (и) = 0 и. 
корреляционной функцией

Л (и1։ и։) = у {|м^+ |П։1т— |И1— их|т), 

случайный процесс

А (и)= ехр (“) — у 1“1Т | ’ 

случайную величину £, по формуле

А (?х) = шах (и), 
и

/ X \а/7
<Рт = (---- ----- ) 7 = 1 +2«.Тг \ А'ЦТ) 

где

^ = г(0Гх |'(|«7 + 1Г-!»Г)։^- 

— ■*

Интеграл £։ может быть представлен в виде комбинации специальный 
функций (см. [3], с. 408—409). Ввиду громоздкости выражения оно здесь 
не приводится. ■ . ч

Теорема. Для оценки максимального правдоподобия 0Г равномерно 
по 0 £ К выполнены соотношения

Л 1ш1ёг = 9։ £о[(ег-б)?г(&)-։ }=>£&),

Нш Ев|(9г-в)??1 |Р=£|51|₽, 
7—

где р—произвольное положительное число, К—компакт, К. £ (я, °).
Доказательство теоремы опирается на некоторые свойства функции 

5 (/), которые будут установлены в леммах 1, 2. Затем в леммах 3—5 бу
дут установлены некоторые свойства отношения правдоподобия и, нако
нец, будет использована теорема 10.1 из [3]. 
7—154
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Прежде всего заметим, что для любого, е > 0 существует число 
Kt (в) такое, что |5' (01 < (®)> если t £ ["0— е, т0 ֊}֊ е]. Кроме того, су
ществуют Л1>0 и £>о такие, что

Лемма 1. Для любого А, |А|т1։ существуют. С,^>0 и 
и С,>0 такие, что

Г
С,|Л,7 < [ [/£(*+Л) - /5(0 ]’ Л< Q | А,\ 

о
Доказательство.

Г (/s(<+n -узто)" dt < Г .1.5(,+А)--՛՛«)]* л
,J .J 4«

и правое неравенство леммы следует из [4], лемма 1.
С другой стороны

С [/5(f +А) - /5(0 j’ dt > f [•$(< +А)-5(0]*
J J 4 мо и

и левое неравенство следует из [4J, лемма 2.
Лемма 2. В сделанных предположениях 

х

lim |А]~Т (* [ 5 (f + А) — 5 (0 — 5 (О1п --(-~ЬЛ) 1 dt = — A։LV
А-° J l 5(0 J 2о
Доказательство. Для определенности считаем А = 1, h > 0. 

Имеем
т

lim Г Г 5(г + А) — 5(0 — 5 (0 1п ] <“ =
A”0j L 5(/> J

u

=|lmX Л-Т (’ [ [5« + Л1֊.5(0Г ]
^2 J L 5<o I0 

где
|5(^+A)-5(Q|»

5(0’
Согласно лемме 1 из [4] и факта, что 5 (О > g, имеем

lim А 7 
л-о

= 0.

Далее пусть 0<^8<^1 такое, что [т0—23, г0-|-23]с£/. Тогда 
при А <^8/2

»-« J 5(0 »-"J |<r+r«)t>—p —8
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Имеем
I »/А

Г [If+Af-RI8]1 rff_AT ГПу + 1|‘-1уН‘
J W+r(/) J 1уА| + г|уа;

— 5 —о/Л

Покажем, что

[ly+li՞—|у!']* 
|уА|Ч-г(уЛ) J r(0) s

Пусть имеем ех 0 такое, что # — е1^>#12>0. Тогда существует А 
такое, что при т41^>>40

[1у + И*-1уН!
г (0)

<fr- f J? +
J г(0) у (1).h

3

Далее существует Ал^> Аг такое, что при Л < ь/Аг имеем
ь/л • л,
Г [1у + 1!°- 'уН* , Г [1у-И|‘-|у|‘]*

3 |уЛ|'+г(уЛ) д 3 |уА|« + г(уА) У 3
—о/Л ~-Л:

Ясно, что при этом значении А2 неравенство (1) также будет выпол
няться.

И, наконец, поскольку 
то

|г (0) — г (у К} I < кг |#А1 < kiAth при

f Jjy±llg-ly|-l1
J |уА|* + r (yh)

Г [у+1Г-Ш
г(0) 3

6t ,л r ' где L, =
• [1у+1|а—|у'а]!

gl
dy.

Таким образом, для любого ех < |^ — £х| существует 
что при А < ։г

I 7в։+*Г-КГГ Г [1я+1|--|»'Р ,
| ] м-+г(о л՜ ] 

— ъ!П — м

такое 1

Следовательно
s/л

11т Г0»+«1-№Гд_ ГДу+ir-W dg, 
J |<|'+г(о J но»— 5/П —аг

И, наконец,

„т А-, |:№+/.)-ЗЮГ dl= |lpA-T7V«+M-Wrf< д.
Л-0 J S(t) Л-О J 5(f)

о о
■=о+Р т

+ ИтА֊, [Я£4-Л)-5(0У й + 1|тА֊, 1֊ №+Л)֊5СТ<йдА
«-• J 5(0 >-» J 5(0

-»-р ч+р
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-Случай Л < О А ¥= 1 аналогичен.
Рассмотрим отношение правдоподобия [2]

dPt+fTu ( Г S(t 4֊ в 4- u<fT)Zr(“,“-^r<Zr)_'xplJ ՛" s<(+8) ‘'"'°՜

и

р г »S (t 4* 0 иФ-г) 1 1֊ s(f+8 + «<pr)-S(< + 0)-S(H-e)in ? Тг «к .
J L ö) j j
0 

тде 
t

M0)=*(0-j S(y + Q)dy. 

0
Лемма 3. Конечномерные распределения процесса ZT (и) при 

Т со сходятся к конечномерным распределениям процесса Zt (и.) и схо
димость эта равномерна по 0 £ К, К—компакт.

Доказательство. Прежде всего заметим, что

Ilm f f SO + 0 + «?г) - S(t 4֊ 0) -SO 4- 6) In ■ -**-* 9 + и?г) I df = 

r՜*“ J L 5 {t 4՜ °) J

= lim — C [ S + ©4- и? r) — S (f 4֊ 0) — S (f 4- 6) In I dl=
г*- t J L 504-0) J

о

=hm |üp-^M֊T рО+94-ифг)_5(<4-8)4-5(«+0) X 

' о

SO 4- © 4֊ ичт) _1_ i t
X n SO 4-0) dt~ 2 |и՛ ’

Аналогично вычислениям, проведенным в лемме 3, получаем

Cl S(t 4՜ 0 4՜ нФт) I3
Л” УI ՛" 5U + S) | 5('+ ’> ■" = М • 

и

г г SO+0+ui?^ 1 Г 504-0-f-u։<?r) I 
504-0) JL 5(/4-0) J

e

։ fr 5O4-04-«i?t)-5O4-9) ir 504-6 4-«։<pr)-50 4-0) 
= lira I -------------------------------------- I -------------------------------------T— JL 5(f4֊0) JL 504-0) 

о
X 50 4֊ 6) dt.

.Далее
, O Г г5О4-04-«1?г)-5О4-6)]Г5О4-9+«։'Рг)-5О4-0) 
lira 2 -------------------------------------- --------------------------------------

J I 504-0) J L 504-0) 
0
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S(f+9 + u1?r)-S(* + 6) i>

О
5(Н-9)

о
^' + 9 + ".Тг>—5«+»)р(( + ։>л_

5(< + 9)

— ] im IJ 
о

•S (f + 9 + u։<pr)—SU4-9-f- и<рг) 2

5(f + 9) 
S(H֊ 9)Л =

= l“։|T + l“s|1 — I“։- «i|T.

Причем, ввиду периодичности функции S (t), эта сходимость равно
мерна по 0.

Далее пусть

Г S {t 4՜ 9 4֊ пфт)Г,(и)= In о „ г 
т J - SU4-9)о

Положим Фт(Х1։ Х2) = £’| ехр {/X, Ут (nJ 4- (“։)}•
Из доказательства леммы 4.2.1 из [2] имеем

7лФг(>1, У + уДг ас

г
[ехр {։ R(t, )v >.։)]S(/+9) Л4֊

т г
[Я(6>1, MP5U+9) Л <

и 
где

] \R(t, >i, Xt)՛» SU + 9) dt, 
0 

т
& = | X, X։)]։S(f+ 9) dt,

о

к(։.I,. Ч)-4In + ч I"*Э *т՜ °)
Stt + G + UiV,.)

SU+9)

Производя вычисления, аналогичные проведенным в лемме 3, получаем 
> г

р”. |՝|/?ил, ад5и+9)л=о. 

о
Далее

г
Ит Др= Ит ( [Л (6 Х1։ Х8)]։ 5(/ + 9) Л = 
г-»֊ г-.- J

о
Т 2 Т 2

= )>? |11п —1 5<*+е)*+Х» | [ 
о о
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, о, . ГГи^Н-В + ^Фг) ] Г. 5(/+ 6 +и։7г) ]О/, _ П1
+ 2Х1Х*.) [|П 5(<н-в) Ц1п 5« 4-8)---- р(' + °) Л =

и
= Ч1“։1Т + *։ 1«։1Т + М֊։ (1«>1т + '«»I1 — 1«з ~ “11т)֊

Следовательно, двумерные распределения случайного процесса Ут (и) 
сходятся к двумерным распределениям процесса 5 (и).

Отсюда получаем сходимость двумерных распределений 2Г (и) к дву
мерным распределениям 2, (и).

Аналогично устанавливается сходимость любых конечномерных рас
пределений.

Л е м м а 4. В сделанных предположениях

Еь |//2 (М։) ֊ гУ2 (И1) < с3 |И։ ֊ «х 1Т.

Доказательство. Из [2] (с. 61 и с. 185, формула (2.13)) полу
чаем

7 1

А \гУ2 (И։) - г'У2(И։)|= < [ (/$(*+ й+и,Тг) _ ] (5^+ 04-И1<рг))։ л 
о

м по лемме 1, ввиду периодичности 5 (<), имеем 
г

У [ ]/£(«+01 и։?г) - /5(«+ 8 +О1<рг)У Л < С։ [и, - И1'Т. 

о
Лемма 5. В сделанных предположениях

Р> \2т(ц» ₽-с«1и1т }^е~е‘ ։“‘т .

Доказательство. По неравенству Чебышева

с МР
Л {2т (И) > е-^ '“П) < е 2 Е, ЕУ2 (и).

Из [2], с. 185 имеем
т

« |„|Т_2. о
е £» 7т2 (и) = е 2 2

•Согласно лемме 1 
г

Поэтому

-с |в\’ ■г1 2 2

с։ШОЛОЖИМ С = Са = — • 
3
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Свойства отношения правдоподобия, установленные в леммах 3—5 
позволяют воспользоваться теоремой 10.1 [3], чем завершается доказа
тельство теоремы.

Ереванский государственный 
университет Поступила 10. X. 1984
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