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Введение

В настоящей работе исследуются некоторые свойства точечных 
дифференцирований и автоморфизмов на алгебрах обобщенных анали՜՜ 
тических функций, возникающих из рассмотрения произвольных полу­
групп Г, с делением (вместо полугруппы 2+ целых неотрицательных 
чисел).

Пусть Г— группа, порожденная'полугруппой Го и Г — ее компакт­
ная группа характеров. Согласно теореме двойственности Понтряги֊

на, Г отождествляется с группой характеров Г соотношением х-* У-х,. 

где Хх (а) = «(х), « £ Г.
Равномерная алгебра на Г, порожденная характерами Х,, х€Г0 

будет в дальнейшем обозначаться через А (Го) (называемой 
алгеброй обобщенных аналитических функций в смысле ’Аренса—Зин­
гера, [1]). Эта алгебра содержит в себе в качестве плотной подалгеб­
ры коммутативную банахову алгебру /1(Г0) (со сверткой в качестве 
произведения и нормой ||/|| = 5|/(х)|.

хег.
Простейший [нетривиальный пример алгебры А (Го)—алгебра 

аналитических в единичном круге функций, непрерывных вплоть до 
границы; в этом случае Го= 2 + . В случае, когда Го—положительная 
часть некоторой подгруппы вещественных чисел, алгебра А (Го) изо- - 
метрически изоморфна алгебре ограниченных аналитических почти пе­
риодических функций в верхней полуплоскости, см. [2].

Теория обобщенных аналитических функций берет свое начало с 
работы Аренса и Зингера [1], в которой впервые изучались аналити­
ческие почти периодические функции с позиций теории равномерных 
алгебр. За ней последовал цикл работ Аренса [2], [3], Гофмана [4] и 
других. В серии работ Хельсона и Лауденслагера [5—7] и Хельсо- 
на [8] дается относительно полное изложение основополагающих рё- - 
зультатов в этом направлении (см. также монографию Гамелина [9],. 
гл. V»).
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В работе [1], в частности, показано, что пространствами макси­
мальных идеалов алгебр А (Го) и Р (Го) служит полугруппа Нот Го го­
моморфизмов Го в единичный круг, а границей Шилова — группа Г 
характеров группы Г. Толчком к настоящей работе послужила статья 
Аренса [2], посвященная в основном автоморфизмам алгебры А (Го), а 
также точечным дифференцированиям на А (Го). Исследованию точеч­
ных дифференцирований на Р (Го) и автоморфизмов А (Го) для опре­
деленных классов полугрупп и посвящена данная работа.

В § 1 вводится понятие квазимаксимальной полугруппы и иссле­
дуются некоторые ее свойства. Класс таких полугрупп включает в себя 
все максимальные полугруппы. Для квазимаксимальных полугрупп Го. 
в /?+ и для любых максимальных дается описание полугруппы Нош Го 
и, следовательно, пространств максимальных идеалов алгебр А (Го) и 
Р (Го). Bö втором параграфе результаты § 1 применяются для описа­
ния точечных дифференцирований на Р (Го). Дифференцирования в 
точках, являющихся идемпотентами полугруппы Нот Го, описываются 
для произвольных полугрупп Го. Описанию автоморфизмов А (Го) для 
некоторого класса полугрупп, содержащего в себе, в частности, и 
квазимаксимальные подполугруппы R+, посвящен последний параграф 
статьи.

§ 1. Квазимаксимальные полугруппы

На протяжении всей статьи будем придерживаться следующих 
обозначений.

Через Нот Го уже была обозначена полугруппа характеров Го 
т. е. гомоморфизмов Го в единичный круг.

Характер р£ Нот Го называют положительным, если р (х)1>0 
для всех х £ Го, идемпотентным, если р*— р.

Очевидно каждый идемпотентный характер положителен. Гомо­
морфизм р — 1 будем называть тривиальным идемпотентом. Если 
G—максимальная группа в Го, то через р0 будем обозначать идемпо­
тент такой, что ро = 1 на G и ?а s 0 на Го \ G. В случае, когда 
G=|0), обозначим р0 — р0. Ясно, что множества всех идемпотентов и 
положительных характеров образуют полугруппы; их мы будем обо­
значать, соответственно, через Ihorn Го и Phom Го. В полугруппе 
Ihom Го всегда имеются идемпотенты psi и р0. Отметим, что если 
pk Phom Го, то ри £ Phom Го при всех вещественных и > 0, где 
р“ (х) =е“1пг<г), если р(х)=^0 и р“(х) = 0 при р(.с) = 0.

Для полугруппы Го, содержащейся в одной и только одной мак­
симальной полугруппе Г+ группы Г, обозначим через >(Г0) порядок 
максимальной группы, содержащейся в Гц.. Напомним, что полугруп­
па Гп называется максимальной, если любая полугруппа группы Г, 
содержащая Го, совпадает либо с Го, либо с Г. Для максимальных 
полугрупп Го, условие >(Г0) = 1 равносильно тому, что в Го нет не­
тривиальной группы.
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Заметим, что, если Го—максимальная полугруппа, то Г=Г0 U (—Го). 
Более того, если Го не содержит Нетривиальной группы, то для лю­
бых х, у6Го\|О| найдется такое целое п^>0, что пх—у £ Г„ т. е. 
Го задает полный архимедов порядок на группе Г. Как хорошо из­
вестно, каждая такая группа изоморфна аддитивной подгруппе груп­
пы R вещественных чисел, причем образ Го при этом изоморфизме 
содержится в /?+• Поэтому, не умаляя общности, можно максималь­
ные полугруппы Го с *(Г0) = 1 считать содержащимися в R+. Кроме 
того, любая подгруппа R, отличная от группы Z целых чисел плотна 
в R в естественной топологии. В дальнейшем, если специально не 
оговаривается, будет предполагаться, что Го с: Z+(результаты для слу­
чая ГПСГ Z+ доказываются тривиально).

Пред ложение 1.1. Пусть Го — максимальная полугруппа. 
Тогда:

а) полугруппа Ihorn Го содержит лишь один нетривиальный 
идемпотент՛,

б) для любых р, Phom Го\ Ihorn Го существует такое чис­
ло и > 0, что р" = q.

Доказательство. Пусть G-• максимальная группа в Го. Для 
любого р£ РЬотГ0 сужение p/Gr&l; поэтому Phom Го—Photn JQ, а 
Ihom Го= Ihom Jo, где _/0 — Г0/6—фактор-полугруппа Го по G. Полугруп­
па /0—максимальна (в фактор-группе Г/G) ине содержит нетривиаль­
ной группы. Это очевидное замечание позволяет свести доказатель­
ство к случаю, когда в Го нет нетривиальной группы.

Тогда, в силу максимальности Га, для любых х, у^ Го\{0) най­
дется такое целое п^>0, что пх—։/<Г0. Поэтому

р(пх) = р(пх — у) р(у) (1.1)

для всех p(z Phom Го. Отсюда непосредственно следует, что если 
р£ Phom Го отлично от р0 и тождественной единицы, то 0<^р(х)<1 
для всех х£Г0\{0} (т. е. р0—единственный нетривиальный идемпо­
тент; напомним, что Ро(О) = 1, ро(х)=О, х=/*0). Продолжим р на всю 
группу, полагая р (х) — [р (— х)]՜1 для х £ (— Го). Тогда Ф (х)= — In р(х) 
определяет линейную монотонно возрастающую функцию на Г. Легко 
показать, что каждая такая функция продолжается до линейной функ­
ции на R; поэтому найдется такое и>0, что Ф(х) = их, т. е. р (х)= 
= е~их для всех х£Г0. Предложение доказано.

Определение 1.1. Полугруппу Го назовем квазимаксималь- 
ной, если любая полугруппа группы Г, содержащая Го, совпадает ли­
бо с Г, либо содержится в одной и только одной максимальной по­
лугруппе группы Г.

Ясно, что любая максимальная полугруппа — квазимаксимальна. 
Для некоторых квазимаксималъных полугрупп можно доказать аналог 
предложения 1.1. (предл. 1.2.).

Очевидно, что квазимаксимальная полугруппа может содержать­
ся только в одной максимальной полугруппе. В частности, все подпо-
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лугруппы Г, отличные от Г и содержащие Го, лежат в одной и той 
же максимальной подполугруппе Г.

Отметим, что в силу вышеприведенных замечаний, для квазимак- 
симальной полугруппы Го условие *(Г0) = 1 равносильно тому, что Го 
изоморфна некоторой подполугруппе R+. В дальнейшем, без ограни­
чения общности, такие полугруппы будем рассматривать как полу­
группы в /?+•

Предложение 1.2. Пусть Го—квазимаксимальная полугруп­
па и ч(Г0) = 1. Тогда՝.

а) полугруппа Ihorn Го состоит из р0 и р = 1;
б) для любых р, q£ Phom Г0\1Ьот Го существует и> 0 та­

кое, что р“= q.
Доказательство. Для Phom Го положим _/={х^Г0: 

: р (х) = 0} и обозначим через Гх полугруппу, .'порожденную “множе­
ством Го11 (—/). Поскольку полугруппа Гг содержит нетривиальную 
группу, порожденную множеством J, то, в силу наших предположений, 
Гх= Г. Тогда для любого х £ Го существуют такие х0£Г0 и хх£_/, 
что —х — х0 — хи откуда р (хг) —р (х0) р (х). Отсюда следует, что 
если р — идемпотент, то либо psi, либо р = р0. В случае же, [когда 
р£ Phom Г0\1ЬотГ0, мы получаем, что р(х)^>0 для всех х £ Го.

Продолжим гомоморфизм р£ Phom Г0\1Ьот Го на всю группу 
Г, полагая р(х) = [р( — х)]՜1 для х£ (— Го) и определим взаимно-од­
нозначное отображение Ф : Г -> R X R, задаваемое формулой Ф (х) = 
= (х, — 1пр(х)). Ясно, что образ Ф(Г0) полугруппы Го, образующий, 
очевидно, подполугруппу в RXR, содержится в первой четверти 
комплексной плоскости. Мы хотим показать, что Ф (Го) расположена 
на некоторой прямой, проходящей через начало координат. Предпо­
ложим противное. Понятно, что в этом случае каждая четверть комп­
лексной плоскости будет содержать более чем одну точку из группы 
Ф (Г). Следовательно, мы можем провести две такие прямые и 1г, 
проходящие через начало координат, что пересечение соответствую 
щих им полуплоскостей П/, и П/,, целиком содержащих в себе Ф (Го) 
с группой Ф (Г) образуют две различные максимальные подполугруппы 
в Ф(Г). Таким образом, прообразы множеств П/։ПФ(Г) и П/,ПФ(Г) 
дают нам две различные максимальные подполугруппы Г, содержа­
щие Го, что противоречит квазимаксимальности Го.

Итак, найдется такое и^>0, что —In р (х)—их, т. е. р (х) = е-вх 
для всех х£Г0. Предложение доказано.

Учитывая теперь тот факт, что пространства ТИд (г,) и (г.)мак 
симальных идеалов алгебр А (Го) и (Го) совпадают с Horn Го и, что 
для каждого характера С £ Нот Го имеется полярное разложение 
С = ра, где pf Phom Го, а а — характер группы Г (см. [1]), можем зак­
лючить, что предложения 1.1. и 1.2. дают описание пространств 
Ма (г.) и М>(г։)> соответственно, для произвольных максимальных по­
лугрупп Го и квазимаксимальных полугрупп Го с v (Го) =1. (Простран­
ством Ма максимальных идеалов банаховой алгебры А называется со-
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вокупность всех нетривиальных гомоморфизмов А в поле С комплек­
сных чисел).

Следующее утверждение характеризует квазимаксимальные полу­
группы в /?+.

Предложение 1.3. Пусть Го — полугруппа неотрицатель­
ных действительных чисел. Тогда следующие условия эквива­
лентны՛.

а) полугруппа Гр—квазимаксимальна՛,
б) для каждого Х£Г найдется целое п, такое, что пх£Г0;
в) для любых х, у £ Го\{0|, либо [х—у, Г0]=Г, либо [у—х,Г0]=Г.
Доказательство. Через [х, Го] мы обозначаем полугруппу, 

порожденную элементом х£Г и полугруппой Го. Положим также 
Г+=.ГП/?+» очевидно, полугруппа Г+—максимальна.

а) => б). В силу квазимаксимальности Го, для любого х£Г+\Г0, 
,[ — х, Г0]=Г. Следовательно, существуют х0£Г0 и целое п> О, такие, 
что х = х0—их, откуда (п-М^ х £ Го.

б)=>в). Пусть х, ։/£Г0 и х—Для доказательства в) дос­
таточно показать, что (—Го) с [у—х, Го]. По условию, п (х — у) £ Го 
при некотором целом п, откуда х—у£ [у—х, Го]. Пусть —х£Г0. Так 
-как Г + максимальна, то найдется такое целое т >0, что т (х — у) 4֊ 
-|-г^Г+. Опять, ссылаясь на условие б), можем написать, что 
ш = к [тп (х—у)4-х] £ Гопри некотором целом к>0, откуда г=кт(у—х) + 
+ <■»+ (к—1) ( — г) £[у—х, Го].

в)=^,а). Пусть Г1—подполугруппа Г, содержащая Го, но не со­
держащаяся в Г+. Тогда, если х^Г1\Г1, то по условию, [х, Го] = Г, ՛ 
т. е. Г։= Г. Предложение доказано.

В заключение этого параграфа рассмотрим несколько примеров.
(1) . Пусть Г— произвольная подгруппа R. Тогда Г0=Г Г1 (х£ R* : 

: х> и^>0| I) (0} —квазимаксимальная полугруппа.
(2) . Любая полугруппа рациональных чисел квазимаксимальна.
(3) . Примером полугруппы в R, не являющейся квазимаксималь- 

ной, служит полугруппа Г« = (т+’п : т, п£2+), а — положительное 
иррациональное число.

. Справедливость утверждений (1) —(3) легко проверяется непо՜ 
средственно из условия б) предложения 1.3.

Рассмотрим несколько примеров полугрупп на плоскости.
(4) . Полугруппа Го=2 + Х2 + не является квазимаксимальной. Дей­

ствительно, каждая полугруппа Г„ = |(тп, п) £ 2 X Т-: т ֊г ап <:՛ 01, где . 
а — иррациональное число, ^^>0, является максимальной, и Го лежит 
в каждой из них.

(5) . Полугруппа Го—|(т, п)£ 2XX 2 при т=0, п^>0)—квазимакси­
мальна, порождает группу2X2, причем V (Го)= со. Полугруппа РЬотГ0 
порождается характерами ри рг (т, п) = е~п и р3, рл(т, п)=0 при 
т > 0, рг (0, п) = е~п, причем р^Р? для всех ц^>0. Нетривиальным 
идемпотентом, кроме р0, служит также рх, рх (т, п) = 0 при т^>0, 
р(0, п) = 1. Пример (5) показывает, что утверждение предложения 
1.2 в общем случае неверно.
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§ 2. Точечные дифференцирования на алгебре /1(Г0)

Напомним, что пространством максимальных идеалов алгебры 
Z։ (Го) служит полугруппа Нот Го. В связи с этим, удобно ассоцииро­
вать с функцией /£Р(Г0) ряд

/о = 2 f( r)Ux),
*t*՛.

абсолютно сходящийся в Нот Го.

Функция / представляет собой так называемое преобразование

Гельфанда элемента f из I1 (Го). Алгебра Z1 (Го) преобразований Гель­
фанда совпадает в точности с множеством сумм абсолютно сходящих­
ся рядов У, с (х) 7-х на компакте Нот Го, 2 |с (х)| < <*>, где Хх (С)=С (х)» 

*€Г, -тег.
Нот Го, характеры х£Г0 будем называть базисными функция­

ми алгебры I1 (Го).
Всюду в дальнейшем функцию /£/։(Г0) будем отождествлять с ее 

преобразованием Гельфанда.
Непрерывный линейный функционал D на Z1 (Го) называется то­

чечным дифференцированием (в С), если существует гомоморфизм 
С £ Нот Го такой, что

D(fg) = /С) D (g) + g (Q D (/), f, g СI1 (Го).
Пусть С = р։ — полярное разложение гомоморфизма. Нот Го, 

где р £ Phom Го, а £ Г. Непосредственно проверяется, что функционал 
Dz, определенный формулой

Д(/) = Д./(«^*“)«-о, (2-1)
где Du(-)jm-n — обычная производная функции от комплексной пере­
менной ю в точке w = 0, задает точечное дифференцирование в С (для 
u-Hv€C, иУ>0 положим pu+,v (х) =ехр [(и + iv) In р (х)], при p(x)\=J=Q 
и р"+<р(х) =0, если р(х)=0).

Если р — не идемпотент, то существует х£Г0 такой, что 
0<р(х)<Ч и тогда D.('Zjr) = ч (х) In р (х)=£0. Если же р — идемпо­
тент, то функция /г(ш) =/(ар1+“), как функция от комплексной пере­
менной ш, постоянна (а именно, ^(ш) = S/(x) а(х), где суммирование 
берется по тем х£Г0, для которых р(х) = 1), поэтому /;/(о») = О, т. е. 
Dz(J) = Q, /£/1(Го)՛ Таким образом, во всех точках Нот Го, для 
которых имеется хотя бы одно х С Го такое, что |С(х)|=/=0, 1, суще­
ствует точечное дифференцирование, и оно может быть задано 
формулой (2.1); однако, формула (2.1) не может задать точечное диф­
ференцирование в точках, являющихся идемпотентами.

Очевидно, что для определения точечного дифференцирования на 
алгебре I1(Го) достаточно определения ограниченного функционала D 
на базисных функциях 7.х, х£Г0, удовлетворяющего условию

Z>(Zx+y)=C(x)D(Xy)֊|-C(i,)D(X.t), х, ^Го, Нот Го.
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В самом деле, пусть |D (Xr)| < 1 для всех х£Г0. Тогда для /€Р(Г0)՛ 
можем определить

(2.2).

ибо ряд в правой части (2.2) абсолютно сходится и jD(/)| < ||/J. Равен­
ство D(fg) =f(y) &(g) + g (Q D(f) проверяется непосредственно.

Обозначим через Е- множество всех точечных дифференцирова­
ний в заданной точке Нот Го. Оно является банаховым простран­
ством в естественной норме функционала.

Следующее простое предложение позволяет сводить вопрос о 
размерности пространства Е-, к случаю, .когда Phom Го, т. е.. 
С — положительный характер Го.

Предложение 2.1. Пространство Е- изометрически изо­
морфно пространству Ер, где р — положительный характер в по­
лярном разложении С.

Доказательство. Пусть С = ра. — полярное разложение гомо­
морфизма Нот Го. Каждому дифференцированию поставим
в соответствие функционал D', действующий на базисных функциях

У-х, х^Г0 по следующему правилу D' . Непосредственно
а(х)

проверяется, что D' ^Ер и что соответствие £>->/?' задает изометри­
ческий изоморфизм между Ez и Ер.

Назовем гомоморфизмы pv •••, ря£ Phom Г0\1Ьога Го мультипли­
кативно независимыми, если равенство (р“՝---р“п) (х) = 1 выполняется 
для всех х£Г0 с (рг՛ • -рп) (х) =/= 0, тогда и только тогда, когда 
и։=- • - = ип = 0.

Предложение 2.2. Пусть pv"’t pn£ Phom Г0\1Ьош Го — 
мультипликативно независимы. Тогда для р = рг- • • рп, dim Ер > п.

Доказательство. Для каждого j' — l, п функционал Dj, за­
данный формулой (2.1), определяет “нетривиальное точечное диффе­
ренцирование в точке р.

Для всех х£Г0 с pt(x)^=0, D, (Хх) = р (х) 1пру.(х). Если теперь 
«!>•••, ип — такие, что — • + ип Dn= 0, то ux In pt (х) +••• +
+ ип In рл (х) = 0 для всех тех с£Г0, для которых р (х) 0. Тогда
для таких х, (р“‘• •-рЛЛ) (х) =1, откуда, по условию/все «у = 0, что и 
требовалось доказать.

Опишем точечные дифференцирования в точках, являющихся 
идемпотентами полугруппы Нот Го для произвольных полугрупп Го.

Пусть р£ Ihorn Го. обозначим через J— \у £ Го: ? (у) = 1) На 
Кег р = (х £ Го: р (х) = 0| введем следующее отношение эквивалентно­
сти^!, х։ £ Ker р эквивалентны (х!~х։), если существуют такие 
Ун y։^J> что х1+у1=х։-}-у։. Класс эквивалентности, соответствующий

элементу х, обозначим через х, х = (х' £ Кег р : х' — х|.
Назовем элемент Кег р минимальным в Го (относительно р)>- 

если х не эквивалентно суммам Xj-pXj при всех xt, х2 £ Кег р. Мно­
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жество всех минимальных элементов обозначим через Jf. Очевидно, 

что х ~ для всех y^J и х £ Jобозначим Л = |х; х£ Jp).
Теорема 2.3. Пусть D*—функция на /Х(ГО), определенная для 

любого x^J* на базисных функциях следующим образом Dx = 1, 

у £ х, Dx (7.у) = О, г/£Г0\ х. Тогда D' для любого х£ Jf является 
точенным дифференцированием в р и множество всех таких диф­
ференцирований образует базис в пространстве Ef. При этом 
dim Ef s= card Jf. ՛

Доказательство. To что Dx представляет собой точечное 

дифференцирование ври семейство | Dx : х £ /р | линейно независимо, 
проверяется непосредствннно.

Пусть теперь D — нетривиальное точечное дифференцирование в 
р. Для всех хг1’о\/р, £>('Хх) = 0. В самом деле, если x^J, то в силу 
ограниченности функционала D, из равенства D(/.nx) = nD(7.x), верно­
го при всех целых п>0, следует, что £)(Хх) = 0. Далее, для 
х£ Кег р\/Р существуют такие хх, х։£ Кег? и у, yt^J. что х+у= 
= x1+xa-ry1, поэтому D(7X) = D(/.x,+x,) = 0.

Теперь, учитывая то, что Р(ХУ) = П(7Х) для всех у £х, легко ви­
деть, что Л= 2 cxDx, где Cr= D(7-х). Теорема доказана.

Пример. Пусть Го= [х £/?+: х > 1) U (0|. Множеством мини­
мальных элементов для идемпонента ро(ро(0) = 1> Ро (х) = 0> х =/= 0) 
служит отрезок _/₽, = [!, 2), поэтому dim£’P։=co.

Перейдем к описанию точечных дифференцирований на I1 (Го) в 
точках pG Phom Г0\1Ьот Го, в случае, когда Го—максимальная полу­
группа.

Теорема 2.4. Пусть Гп—максимальная полугруппа. Тогда 
для любого р£ Phom Г0\1Ьот Го пространство Ер одномерно.

Доказательство. Пусть D — точечное дифференцирование 
в точке р^_ Phom Г0\1Ьот Го. Так как Го—максимальна, то р=£0, и 
мы можем положить Do= Dp~{. Непосредственно проверяется, что 
Do—аддитивная функция на Го, и обратно, любая аддитивная функ­
ция Т)о на Го задает точечное дифференцирование D — pDa в р. В си­
лу того, что D3 разлагается в сумму Z)o= вещественных адди­
тивных функций Dj, j = l, 2, то для описания пространства /Гр доста­
точно описать вещественные аддитивные функции на Го.

Если 1)0— положительно определенная аддитивная функция на Го, 
то ехр (—Z)o) € Phom Го. Тогда по предложению 1.1., существует та­
кое и > 0, что exp (— Do) =ри, т. е. £>0(х) =— ulnp(x), х£Г0. Та­
ким образом, доказательство теоремы сводится к доказательству по­
ложительности любой вещественнозначной аддитивной функции на 
полугруппе Го.

Если G—максимальная полугруппа в Го, то фактор-полугруппа 
Го/С изоморфна некоторой максимальной полугруппе По в R+.
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С другой стороны, 0 на С. Действительно, так как р = 1 
на б, то Д (х) = Ь(Х։-), х£б, откуда О(Хях) = пО0 (х) при всех х£б 
и л£2+. Справедливость тождества Ой= 0 на б следует из ограни­
ченности функционала £).

Тогда при изоморфизме Г0/б-> /?0, функция О0 перейдет в адди­
тивную функцию Оо на /?0, что позволяет рассматривать Гв как по­
лугруппу в /?+•

Если Го=2+, то равенство О0(п)-- л£)0(1), л^>0, влечет за со­
бой положительность (или отрицательность) Ой.

Пусть Го плотна в /?и.. Допустим, что £)0 не знакопостоянна. 
Тогда для любого х£Г0 с />0(х)>0 существует у^х такой, что 
Р։(у)<0. В противном случае, существует такой х, что £>0 (у) > 0 
при всех у С х, и тогда, в силу того, что для каждого х^>х найдет­
ся такое п > 0,' что г — пх<^х, то Ов (г) = 2)в(х— лх) + 2)0(нх)>0,. 
т. е. £>0— положительно определенная функция, вопреки допущению.

Положим х։ = х — у, тогда £>0 (хк) > £>0 (х). Если теперь, 
Хц •••, хя£Г0 выбраны таким образом, что х^> х^- • •> хя и £>0(х)<^ 
<А(Х1)<—<Д)(хя), то пусть хЛ+,= хЛ —уЛ, где ^„^Ге, такой,, 
что £>0 (уп) < 0. Итак, можно построить последовательность хЛ £ Го,. 
хл|0 такую, что £>0(хл)> Щх) и £>0(хл) < Р0(хл+1) для всех л>1. 
Выберем такую последовательность |х^| с {хЛ|, что пхк -»֊0 при. 

л->-оо. Тогда £>0(лхя )^>лб0(х) и, имея в виду, что р(пх. )=еиЯХ*« -» со 
при л—оо, получаем, что О{7.ПХк^) =р (пхк^ Оп(пхк^ -> оо, при п-*оо> 
что противоречит ограниченности функционала О. Это и доказывает: 
теорему.

§ 3. Автоморфизмы алгебры А (Го)

Пусть а. — произвольный характер группы Г ио — автоморфизм։ 
полугруппы Го. Гомеоморфизм

С->֊а-Соф, Нот Го (3.1)«

назовем вращением „обобщенного диска“ Нот Го.
Очевидно, что непрерывный линейный оператор И на алгебре 

А (Го)» определенный на базисных функциях 7֊х, х£Г0 соотношением
1/Хх = а(х)ХИх), х6Г0, (3.2).

представляет собой автоморфизм алгебры А (Го) и

И/(С)=/(аСоТ),/еД(Г0) • (3.3)-

(так же, как и в § 2, функцию f^A (Го) отождествляем с ее преобра­
зованием Гельфанда).

В данном параграфе покажем, что для широкого класса полу­
групп Го, автоморфизмы алгебры А (Го) исчерпываются вращениями 
Нот Г։, т. е. задаются формулой (3.3).
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Забегая вперед укажем, что таковыми являются полупруппы 
Го, у которых полугруппа идемпотентов Ihorn Го состоит из одного 
нетривиального идемпотента р0 (в частности, все квазимаксимальные 
•полугруппы Го с v(r0) = l, см. предложение 1.2.).

Хорошо известно, что все автоморфизмы диск-алгебры А (Z+) 
порождаются конформными отображениями единичного круга на се­
бя (см., например, [10], стр. 203), где ‘t(x)=e/’ —— функция

1 — х0 *
Мёбиуса, переводящая z0 в 0. В работе Аренса ([2]) приведен при­
мер полугруппы Го, отличной от Z + , для которой автоморфизмы Д.(Г0) 
также не исчерпываются вращениями Нот Го. В качестве такой полу­
группы берется полугруппа Го= ((/и, и) £ Z+ X Z для т = 0, п^-0).

Пусть теперь V—произвольный автоморфизм »алгебры ?Д (Гв) и 
—порожденный им гомеоморфизм компакта Л(Г0) на себя:

<И(С) (*) = (^) С), х6Г0, СС Нош Го. (3.4)
Необходимое условие того, чтобы все автоморфизмы V алгебры 

Д(Г0) индуциировались автоморфизмами полугруппы Га, т. е. задава­
лись формулой (3.3), очевидно, состоит в том, чтобы соответствующие 
им гомеоморфизмы были инвариантными на полугруппе 1ЬотГ0,

(Ihorn Го) с Ihom Го. (3.5)

Как показано Аренсом ([2]) для полугрупп Го, задающих так 
называемый слабый архимедов порядок на группе Г, условие (3.5) яв­
ляется также и достаточным. Напомним, что полугруппа Го задает 
•слабый архимедов порядок на Г, если для каждого х £ Г существует 
гомоморфизм А группы Г• в вещественную ось R такой, что А (х) =/* 0 
и А(у)^>0 для всех у (: Го. Примером может служить любая полу­
группа в Ri, и в частности, любая квазимаксимальная полугруппа Го 
с ^(Го) = 1.

Отметим следующее свойство отображения которым мы неод­
нократно будем пользоваться:

МГ)=Г, (3.6)

•справедливость которого непосредственно следует из того, что груп­

па Г служит границей Шилова алгебры А (Го) (см. [1]).
Теорема 3.1. Пусть полугруппа Го не изоморфна Z+ и 

Ihorn Го =-•[ 1, p0J. Тогда для любого автоморфизма V алгебры Л (Го) 
■существует характер а группы Г к автоморфизм ф полугруппы 
Го такие, что Иух = а (х) X, (Х), х£Г0.

Доказательство. Напомним, что р0 (0) = 1 и р0(х) =0, х՝=/=0. 
Из условия теоремы следует, что для всех положительных характе­
ров р=/=Ро, 1, 0<р(х)<^1 при всех х£Г0. Действительно, допустим, 
что множество Jo = {х £ Го : р (х) = 0} не пусто. Определим характер 

следующим образом: р^0 на /0 и рх= 1 на Го^/о- Поскольку Jo 
■есть собственный идеал в Го, а Го\/о — подполугруппа Го, то pt яв-
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ляется идемпотентом Нот Го> отличным от 1 и р0, что противоречит- 
условию теоремы. Точно так же устанавливается, что р (х) 1 для
всех х£Г0.

Зафиксируем произвольный характер p^.Phom Го, р-#1,р0, и 
определим непрерывное отображение Ф правой полуплоскости 
П = [н + iv £ С : и 0| в компакт Нот Го:

Ф (и 4- iv) = pu*,v, и > 0, v £ R, 

где pu+lv(x)= exp [и + iv) In р (х)], х£Г0. Ниже мы неоднократно бу­
дем пользоваться следующими свойствами этого отображения:

1) образ Ф (iR) — [plv : R] есть подгруппа группы Г;
2) для любого /£Л(Г0) композиция /оф представляет собой ог­

раниченную почти периодическую аналитическую функцию в правой 
полуплоскости (см. [1] или [2]).

Предположим, что задан автоморфизм U. Так как U ~ 0, то- 
£/(1) = 1 (здесь 1 = Zo, где 7.0 (Z) = С (0) = 1, Нот Го).

Пусть х£Го\|О], f=U/x, —ряд Фурье функции /. По­
ложим F = /оф. Покажем, что задача сводится к доказательству не­
равенства F(uj) =/= 0, верного для всех ш = и + го П. В самом деле, 

так как ту(Г) = Г ((3.6)), то )/• (го)] в=г 1 для всех v^R. Если теперь 
//=0 в правой полуплоскости, то по теореме Безиковича (см. [11]), 
F (ш) = се’՝“, где (с| = 1, л < 0. Для членов соответствующих рядов 
имеем '21спр‘ (хя) etJ lnp (4Гл) = се"е՛՛՞, иЦ-го^П. Так как р(х„)>0, 
то, полагая в ней н=0, получим 2}ся eJ (Хл) = cei,v, при всех 
Отсюда необходимо следует, что все сЛ=0, за исключением одного 
сп^= 0, и тогда £/7.х = с'/.жЛ։. Полагая затем а= а(х) и хя<=«р(х), не­
посредственно убеждаемся, что » — характер группы Г, а <р — авто­
морфизм Гп.

Допустим теперь, что F (о>о) = 0 в некоторой точке w0= ио + Il’o- 
Докажем, что в этом случае множество Ф (iR) = \p‘'J : v/?) гомео- 
морфно окружности.

Ограниченная аналитическая почти периодическая в некоторой 
области функция, имеющая нуль, имеет их бесконечно много; пусть 
шЛ, п = 0, 1, 2,------ нуль функции F, шЛ = пя + ivn- Как было показано
в начале доказательства, С(х)=^=0 для всех и х £.Г0, поэтому из 
равенств F(«։„) = 0 следует, что ~и (р ") = p<j при всех п. Учитывая те­
перь биективность получаем, что р 'п=р“°, откуда р"п = ри‘, и, так 
как р (х) < 1 для всех х £ Го, то ия=и0. Окончательно, р'',п= р^для всех 
п, т. е. i(vn—v0) принадлежат ядру Кег Ф — |г'о £ iR : Ф (iv) = 1} вло­

жения Ф : г՜/? -> Г.
Хорошо известно, что любая замкнутая подгруппа группы R есть 

либо (0), либо R, либо изоморфна Z. Поэтому, из того, что Кег Ф есть 
собственная замкнутая подгруппа мнимой оси и i(vn—и0) (Е Кег Ф, заклю­
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чаем, что КегФ = /72, / > 0. Итак, Ф(г"Л?) гомеоморфно /?/2 и, сле­
довательно, гомеоморфна окружности. Для удобства положим / = 2~, 
тогда р2т,= 1, откуда — 1пр(х)£2*. т. е. р (х) =е“‘’-г, где пх^2+.

Полагая теперь р (хя) = е *я, кп£ 2+> получаем Г(ш)-֊'^Спв~1'па=

= 2сяхя Мг)< где «и£П, г — е՜"'. Функция У7 обладает следующи­
ми свойствами:

1) /■ аналитична внутри единичного круга;

2) |Г(я)^1 для г, |я| = 1;
3) ?(₽-"՛•)= 0

(отметим, что для всех тя, е"՝‘п — поскольку ։»я=и0 4՜ ։ия > а V* — 
— и0£2к2). •

Пусть а£Г и а 1. Рассмотрим функцию А", (г)~2
Легко видеть, что она удовлетворяет условиям 1) и 2) и не является 

постоянной, поэтому существует г', |У|<С 1» такая, что Т7։ (я')^0. Это 
означает, что -г (’/’" ) (*)=0> где е՜“'— я'. Кроме того 'и (р“՝(х) = 0, 
поэтому ар“’=р"«, откуда следует, что = р/г"(г>'=1т «'), т. е. 
« = С Ф (//?)• Итак, Ф(,£) — Г. Поскольку Ф(г/?) гомеоморфно 
окружности, группа Г изоморфна 2. Учитывая условия теоремы, зак­
лючаем, что Го является подполугруппой 2^., не изоморфная 2±. По­
скольку в случае Гос2. автоморфизмы А (Го) представляют собой 
вращения единичного круга, то теорема доказана.

В частности, в случае, когда Го—квазимаксимальная полугруп­
па с ч(Г0)=1, автоморфизмы А (Го) исчерпываются вращениями 
„обобщенного диска" Нот Го. Автоморфизмы ? таких полугрупп Го 
имеют вид ® (х) = их, х£Г0, к 0, (причем и = 1, когда в Го есть 
минимальный элемент); поэтому для всех автоморфизмов и алгебры 
Л(Г0), £/2х = а(х)7.ал х^Г0, а £Г.

Замечание 1. Пусть и—автоморфизм алгебры /։(Г0) и "(С)(х) = 
= {и7.х) (С), х£Г0. Определим линейный оператор и на Д(Г0), пола­

гая (£/2.г) СО = т (') (х), х^Г0. Поскольку ЛГд (Г.) = (г,) = Нот Го 
и алгебра /1(Г0) всюду плотна в Л(Г0), то I/ представляет собой 
непрерывный автоморфизм алгебры А (Го). Тогда теорема 3.1 утверж­
дает, что в случае, когда в Нот Го всего лишь один нетривиальный 
идемпотент р0, автоморфизмы алгебры 21(Г0) также исчерпываются 
вращениями „обобщенного диска" Нот Го.

Заметим, что в отличие от алгебры Л(2+), автоморфизмы 
алгебры Z1 (2+) также представляют собой вращения диска (посколь­

10 С Ср
1-СрС

ку гомеоморфизм т имеет вид t(C) = e 1, Й <1, иIQ
t(Q^։(z )=14֊2|Со|, a U — ограниченный оператор, то Со = О, т. е. 

т(С) = е'Ц, см. также, [12], стр. 175).
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Замечание 2. Применяя свойство (3.6) нетрудно показать,, 
что все изометрические автоморфизмы /’ (Го) для произвольной полу­
группы Го индуцируются автоморфизмаии полугруппы Го.

Действительно, пусть автоморфизм Ս алгебры Ր (Го) такой, что 
||£/ZJ-<1 Для всех х£Г0. Пусть U7.x = V сп 7Хд, тогда S|c.,|-С 1. С 

другой стороны, поскольку "У(Г) = Г ((3.6)), то для любого а£Г, 
£сяа(хя)|=1, в частности |2ся| = 1 (a = 1). Тогда Щ с„| =£ |с„', 
откуда arg с„ const = 0, т. е. ся = гяе'։ при всех и. Из тех же со­
ображений arg а (x„) = const, так как |V г„ а (х„) =1 = շ г„=^ |г„а(хя)|, 
т. е. а(хя) = а(х։) при всех п- Поскольку последнее тождество верно 
для всех « 6 Г, хп — хг при всех п и, следовательно, U7x=et* 7.Xl.
Ереванский государственный
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Լ. Մ. ՀԱԿՈԲՅԱՆ. Ընդհւսնրացված անալիտիկ ֆունկցիաների հւււնրահաշիվների վրա 
կետային դիֆերենցումների Լ ավւոոմորֆիզմների որոշ ճատկությոլններլւ (ամփոփամ)՝ 

/
Г խմբի մեջ ներդրված Гд, միավորով ադիտիվ արել յան կիսախմրերի համար հետա֊ 

գոտվում են այդ կիսախմբ երով ծնված ընդհանրացված անայիտիկ ֆունկցիաների հանրահա- 
շրվների որոշ հատկությունները!

ներմուծվում է կիսախմրերի հատուկ տիպ ( բվագիմ ա բսիմալ) և այդ տիպի կիսախմրերի 
համար տրվում է Z1 (Гд) բանախյան հանրահաշվի մաքսիմալ իդեայների տարածության նկարա- 
դրությունը/

Կամայական Го մաքսիմալ կիսախմրերի համար նկարադրվում են I1 (Го) հանրահաշվի 
կետային դիֆերենցումները։ Ի (Го) հանրահաշվի կետային դիֆերենցումները Нот Го 
սախմբի իդեմպոտենտներում նկարադրվում են կամայական Гд կիսախմրերի համար։

Կիսախմրերի լայն դասի համար (որը ընդդրկում է նաև քվադիմաքսիմալնեըր) նկարա֊

դրվում են Г խմբի բնութագրերի կոմպակտ Г խմբի վրա Г խմբի 7>յք (х £ Го) բնութագրերով 
ծնված A (Гд) հանրահաշվի բոլոր ավտոմորֆիզմներրւ Ապացուցվում է, որ А (Гд) հանրահաշվի 
Ս ավտոմ որֆիգմները ծնվում են Го կիսախմ բի '3 ավտո մորֆիզմներովւ

£/ Z, = Я (x) (х), X 6 Го, 
որանդ а -Ъ Г խմբի ցանկացած բնութագիր խ

L. М. HAKOPIAN. Some properties of point differentiations and automorphisms 
on algebras of generalized analytic functions (summary)

Some properties of algebras of generalized analytic functions generated by 
additive abelian semigroups Го which can be included in some group Г are investiga­
ted. We introduce the special type of so called quasimaximal semigroups and for 
them we describe maximal ideal's space of Banach algebra /](Г0). For every maxi՜ 
mal semigroup Го we describe point differentiations on algebra Р(Г0). Point diffe­
rentiations on Z1 (Го) in idempotents of semigroups Hom Ги we describe for arbitrary 
semigroups Го. For a large class of semigroups (which includes quasimaxi- 
mals) we describe automorphisms of the uniform algebra Л(Г0) on the dual compact 
group Г generated by characters 7.x of Г, for x£F0. We prove that the automorp­
hism U of А (Го) is induced by the automorphism <p of the semigroup Го

£/Хх = а(х)Х?(х),
where a is an arbitrary character of Г.
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