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Ф. О. МАМИКОНЯН

ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРОГО КЛАССА МНОГОМЕРНЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ

Известное неравенство Гронуолла и его различные обобщения 
играют важную роль при изучении многих вопросов теории диффе--- 
ренциальных и интегральных уравнений (см., например, [1] или [2]).

Предлагаемая работа посвящена одному такому обобщению не
равенства Гронуолла. Пусть Ի = |(х1։ х8,։-։, xn) Ç /?n, х/ О, 
ր = 1, 2,->։, п|, a 1=Ր. В классе непрерывных на J" функций рас
сматривается интегральное неравенство

и (х) </(х) + Км + Lu 4֊ Nu, л- (■ Ի, (0,1)7
где ,

Ku = p(x) J К (t) u(t) dt, (0-2)՜

- о
X է

Lu = g(x) p(f)( ^(s) u(s)ds^dt, (0.3)-

0 ô

Nu=£ r4(x) քպ(է)^[ս(է)]ժէ, ՛ (0.4) •
k-i J 

0

a/(x), PM, Æ(x), g(x), Z(x), m(x), гДх), n4(x) и ш( (х) (։ = 1, 2, - • - , р)— 
—некоторые заданные на 1п и 1 функции.

Изучение нелинейных интегральных^ неравенств вида (0.1) нераз
рывно связано с исследованиями по качественной теории дифферен
циальных и интегродифференциальных уравнений и основополагающий 
результат здесь принадлежит I. Bihari [3] (случай п = 1, /(x)sconst, 
Ku = Lu=0, р = 1, гх (х) = const). Из многочисленных работ, посвя
щенных оценкам решений частных классов интегральных неравенств 
вида (0.1), к предлагаемой непосредственно примыкают работы 
G. Butler и T. Rogers [8], U. D. Dhongade и S. G. Deo [9], V. Sin- 
gare [10]; цикл работ по оценкам решений таких неравенств имеет 
В. G. Pachpatte (см., например, [И]—[13]).

Такие неравенства изучались также в связи с исследованиями по 
устойчивости и асимптотическому поведению решений дифференциаль
ных и интегродифференциальных уравнений: здесь можно упомянуть 
работы S. Grace и В. Lalli [14], R. Agarval [15], J. Tong [16], En Hao 
Yang [17].
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В § 1 работы сформулированы основные результаты, в §2 при
водятся доказательства.

§ 1 Формулировка результатов

При изучении интегральных неравенств вида (0.1) важную роль 
играют два „промежуточных" случая: линейный случай, когда Nu = 0 
и случай, когда Ku = Lu = 0. Рассмотрение общего случая часто раз
личными способами можно свести к некоторой комбинации этих двух, 
частных случаев.

Рассмотрим сначала линейный случай:

и(х) </(х) + К« + Lu, х£/я, (1.1)
где К и L определяются, соответсвенно, выражениями (0.2) и (0.3). 
Обозначим

а(х)= supa(s) (1.2)

для любой непрерывной на Iя функции i (х).
Теорема 1. Пусть функции /(х), р(х), К(х), q(x), 1(х) и 

т(х) непрерывны, и неотрицательны на Iя.
Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) непре

рывной функции и (х) имеет место оценка

и•■'(*), (1.3)
«ле

х х ։
•с(х)֊ехр { р(х) J K(f) dt | • exp | q{x) | I (t) J m (s) ds ) dt j • (1.4) 

a 6o
Если n—нечетное число, оценку (1.3) можно существенно уточ

нить. Для того, чтобы сформулировать соответствующий результат, вве
дем, следуя [6], понятие мультипликативной степени т (т— натураль
ное число) функции. Пусть х = (х1, х«,- • •, Ха)£1п И 1 с&<т<п, 
где к и т—натуральные числа. Обозначим хт~к = (xt+i , х*+г , xml-

Определение. Заданную на Iя функцию А(х) назовем мульти
пликативной степени т (1 -С пг С п) функцией, если существует после
довательность целых чисел р0, р1г- • •, pn(0 = р0 \ Pi < ’' ’ <^pm_։ < 
<^pm = n) и функции hi (xPi~Pl-1) (i = 1, 2,---,m) такие, что

Л(х) = П А. (хр'-р'-1), хб/’. (1.5)
/=1

Имеет место
Теорема 2. Пусть п—нечетное число, а функции /(х), р(х), 

g(x), Z(x) и /п(х) непрерывны и неотрицательны на Iя. Пусть, 
далее, /С(х)А (х) (х £/я), где А(х)—мультипликативная степени 
m(l m п) функция, то есть допускает представление (1.5).

Тогда, если функции hi непрерывны и неотрицательны, соот
ветственно на (г = 1, 2,•••,«), то для любой удовлетво-
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ряющей неравенству (1.1) непрерывной, функции и (х) имеет мес
то оценке (1.3), где

(г, = P—Pi֊v d‘‘ = rt'pi-i+t- • • dtpi', ։-=l, 2,---> «),

lm (tj = V , 
& (k\)m

где 7o(s)----- функция Бесселя нулевого порядка.
Заметим, что в частных случаях оценку (1.3) можно получить - 

при более слабых ограничениях: а именно, предполагая локальную 
интегрируемость с квадратом и неотрицательность на /" функций, 
определяющих неравенство (1.1). Это, в частности, имеет место для 
нечетных п, если р (х) зз q (х) sb 1 (для случая п ==• 1 соответствующий 
результат сформулирован в [5]) и для произвольного п, если Lu = 0* 
(см. [6]).

В связи с оценкой (1.3) для нечетных п отметим также, что лю
бая функция является мультипликативной степени 1 функцией. Поэтому 
полученная оценка имеет место^для произвольной непрерывной и неот
рицательной на 1п функции К(х): только в этом случае /я (t) совпадает 
с экспонентой. С другой стороны, если функция К (х) ограничена на 
/" хотя бы по одной переменной хр она мажорируется сверху через 
мультипликативную степени 2 функцию. Если К(х) вообще не зави
сит от некоторых переменных xf|, х,։,-՛-, х^(г^-<п, з= !,•••, р), то- 
она сама является мультипликативной степени р функцией. Что каса
ется поведения функции 1т (т) при x-»-J-co, то заметим, что

< C(/n)-exp |т

где C(zn) = V me՜13՞1 (см. [6]) и, в частности, /։(т) = _/0(2։]/^), где 
_/o(s)—функция Бесселя нулевого порядка.

Приведенные здесь оценки обобщают и уточняют полученные ра
нее результаты. Отметим, в частности, используемые часто в прило-- 
жениях результаты В. G. Pacbpatte [11] (случай n = l, р(х) = д(х)= 
= 1, К(х) = 1(х)) и R. Agarval [15] (случай и — 1, р (х) = q(x) = 1),. 
результат которого следует из оценки (1.3) теоремы 1 при п = 1. 
Например, для „модельного“ случая, когда р (х) = q (х) нз 1, К(х) = 
= k0 = const, I (х) ~ l0 — const, т (х) = т0 — const, а /(х)—неубываю
щая функция, полученный в [15] для п = 1 результат гарантирует, что •
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к(х)</(.г).е*''е/'”Г, 

в то время как нз оценки (1.3) теоремы 2 следует

м(х) </(x)e,։X Jo (2i | /0-тпо-х*), 

что на порядок точнее.
Ряд работ (см., например, [12], [15]) посвящен обращению дву

мерных интегральных неравенств типа (1.1). Однако предложенные в 
этих работах оценки содержат функцию Римана некоторой определя
емой интегральным неравенством краевой задачи, причем исследова
ние поведения этой функции представляет собой задачу по крайней 
мере той же трудности, что и обращение самого интегрального нера
венства. Предложенная здесь оценка (1.3) теоремы I позволяет, на 
наш взгляд, устранить этот недостаток.

Пусть теперь Ки = Lu = 0. В этом случае интегральное неравен
ство (0.1) примет вид

u(x)</(x) + Nu, х£1п, . ; , (1.9)

где N определяется выражением (0.4).
Определение. Непрерывная на / функция а (х) называется 

субмультипликативной на I, если

?(*-у)< ?(*)•?(!/) (1.10)

для любых X, у^1.
Функция <f(x) = xk (1:>-0), например, явлается субмультиплика

тивной на /.
Следуя [9] и [18] введем
Определение. Скажем, что непрерывная на / функция <р (х) 

принадлежит классу Sr(I), где г—действительное число, если

а~։Ч> (х) ֊< <р(а-1-х), xÇI (1-11)

для всех а ~^г.
Легко проверить, например, что функция <р(х) = х* (0-С&-С1) 

принадлежит классу 5Х(/). Имеет место
Т еорема 3. Пусть функции / (х), гА(х) и nk(x) (к=1, 2,-- -, р) 

непрерывны и неотрицательны на 1П, причем /(х)=^0 на множест
ве 0<^x-<s для любого положительного s. Пусть, кроме того, 

(х)-С (х) (xÇZ, fe=l, 2, •••,/>), где <р» (х) непрерывны, неотрица
тельны, не убывают на I, причем (х),- • -,ч>л (х) (0 < s С р) суб
мультипликативны на I, a (х), ■ • •, ։рр(х) принадлежат 
где 1=/(0).

Тогда для любой удовлетворяющей неравенству (1.9) непре- 
„ рывной функции и (х) имеет место оценка

ФК/ (*) f] Qk(x) П £»*(*)> хС/, (1.12)
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«4«
<?4(*)зФГ։{ф*(1) +

+ г֊֊ •?*[/(*)]■ п ?*[<2£(х)1- Гм«)л} U = i, 2 •• s), (1.13) 
/(.Г) 0J J

G*(x) = фД/ф4 (1) + ?Дх) П Ql М- П Gl (х). Г пк (t) <ftl, (1.14)

(fc-=s+ !>•••» р)

f'(х} urk(x) (к=1, 2,-՝՝, р) определяется (1-2), а 
и

ф4(«)^Г֊^> (“>0. «*>0, Л = 1, 2,...,р), (1.15)
J т* is»

причем оценка имеет место по крайней мере для тех х£/я, для 
которых

+ П<РЛ [Qz(x)]. СпДОлеОот/ФГ1) (1.16)

/(х) L~l о

.для всех х = 1, 2, s и

а 4-1 р_
Ф*(1)+ r*(x). fl Qi(x) • П Gl (х) • nk(t) dtviomtp?) (1.17) 

L-l Ls+1 J

.для всех k = s + 1, s -f- 2, • • ••, p.
Заметим, что оценка (1.12) не зависит от выбора ик в определении 

функции Ф*(и) (1.15). Действительно, полагая в (1.15) ик вместо и4, 
получим

ф4 (и) = Г т = ф4 (м) — 84, где о* = Г , 

J ?* (s) J ?* (s)
йк “к

откуда Ф4(1) = ФД1) — З4(fc = 1, 2,•••, р). В свою очередь, Ф* 1 (х)= 
= Ф* (х 4- о*), поэтому

ФГ1 {Ф4(1) + Л) = ФГ1 {Ф*(1)-2«+ Д} = ФГ1{Ф* (1) + Д), 

что обеспечивает независимость Qk (х) и G*(x) (Æ = l, 2,---, р), а 
следовательно, и оценки (1.12) от выбора ик. Наиболее естественно 
положить Ид=0 (к = 1, 2, •••, р). Однако, легко видеть, что это 
можно сделать только в случае, когда Ф*(ц) имеет конечный предел 
при ик -* 4֊ 0. В противном случае такой выбор невозможен.
3-154
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Если рассматривать важный для приложений случай, когда 
ш* (х) = хг* (Л = 1, 2,•••, р), то несложный анализ показывает, что 
если для всех к, то оценку (1.12) можно применить, пола
гая как з — р, так и 5=0 (если только /(0)^-1), причем оценка 
будет иметь место для всех х^1п. Если же гк > 1 для всех к, то 
оценка (1.12) применима только для $ = р и имеет место на некотором 
подмножестве 1П. В „промежуточном“ случае, когда О-С^^Л для 
к = 1,2,•••, з и г^>1 для /г = з-|֊1, з+ 2, —, р (0<5<^р), оценка 
(1.12) имеет место на некотором подмножестве /Л.

Например, для интегрального неравенства

и (х) < / (х) + [ П1 (0 и* (/) Л + | па (0 н” (0 Л, х е (1.18) 

о о
где 0 < £<Л, тп > 1, а /(0) 1, имеем гг (х) = г3(х) = 1, «^(х) = х*,
и>։(х)=хт и, согласно (1.15)

и

Ф,(«)= = Н_____ ш - ц____
3 зл 1֊к 1-к~1-к

• «1
если положить = 0 (так как 0<&<^1), и

3 5՞* 1 — т 1—/71 т—1| и”՜1/

если положить и3 = 1 (так как тп^>1). Тогда, согласно (1.12), (1.13) 
и (1.14), для любой удовлетворяющей неравенству (1.18) непрерыв
ной функции и (х) имеет место оценка

х 1
и(х)</ (х). ) 1 +(1 — к)‘ Уп1(0 

о
1

1 — (т — 1) 7՞1՜1 (х) • I (0 (И

по крайней мере для тех х £ /я, для которых

(1-19)
о

Так как левая часть последнего неравенства обращается в нуль при 
х = 0, по непрерывности существует интервал 0х < а, на котором 
выполнено условие (1.19).

Рассмотрим теперь общий случай интегрального неравенства (0.1). 
Используя полученные выше оценки, нетрудно показать, что имеет 
место
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Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3. Тогда 
для любой удовлетворяющей неравенству (0.1) непрерывной функ
ции и (х) имеет место оценка

и(х)<7(х) т(х). П П С*(х), хбЛ (1.20)

где<2*(х) и С* (х) получаются соответственно из (1.13) и (1.14) 

заменой всюду / (х) на /(х)--:(х), а гк(х) — на г к(х)-~.(х) (£=1,2,-• • 
•••, р), причем '(х) определяется выражением (1.6), если выполне
ны условия теоремы 2 и выражением (1.4), если выполнены усло
вия теоремы 1.

Заметим, что оценка (1.20) содержит как частные случаи полу
ченные выше оценки (1.3) и (1.12). Она также обобщает и уточняет 
ряд полученных для частных случаев (в основном для одномерных 
неравенств) результатов (см., например, [11], [15] или [17]). Полу
ченные оценки для решений интегрального неравенства (0.1) могут 
использоваться как для уточнения полученных ранее (см. [15] или 
[17]), так и для установления новых оценок поведения при х-*֊|-оо 
решений широкого класса как одномерных, так и многомерных диффе
ренциальных и интегродифференциальных уравнений.

61,

§ 2. Доказательства

Докажем сформулированные выше утверждения.
Для доказательства утверждения теоремы 1 зафиксируем неко

торую точку хо£/я/[О] й рассмотрим на множестве 1Х, = [(хх, х2, 
•••» хп)^/՞, 0<х<х0} интегральное уравнение

т(з) х(з)
о оо

решение которого г(х) является на неулучшаемой оценкой сверху 
для удовлетворяющих неравенству (1.1) функций (см., например, [4]), 

причем /(х0), р (х0) и <?(х0) определяются (1.2). Тогда

А* • П„ г(х) = р(х0)-К (х)-х(х) + д(х0)/(х)- т (0 х(0 
о 

X
<*(*) |р(*о)^(х)+ д(х0)•/(«)• т(0л|>

о
где • -Пи = Дь(£г- • -Ок-г) (£ = 2, 3,• • •, п), а £>/ = -^—. Но так как 

Д* • •.Ойх(х) -Дь-н х(х)>0 (Л = 1, 2,- • •, п — 1) 
^х(х)|ХА+1_о = О,
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согласно [7] имеем
ж t

Inz (х) < Inz (х) U.-o + | ^(хо)-К’(О + <7 (хв) •/(<)• J т (s) rfsj dt, х£/", 

о о

откуда, с учетом того, что z(x)|X1«o= /(х0) и u(x)<z(x) получаем, что 
ж * я t

и(х) (х0)ехр |р (х0)• J K(t)dt 'h g(x0) J l(t)( j m(s) ds'^dt | as 

0 0 0

= Q (xo> x), x £ lx,.
Так как искомая оценка верна и при х = х0, имеем u(x0XQ(x0, х0), 
откуда, ввиду произвольности выбора точки х0 6 /", имеем и (х) 
•С Q{*> х), что и составляет содержание оценки (1.3) с учетом (1.4). 
Теорема доказана.

Для доказательства утверждения теоремы 2 нам понадобится 
ряд вспомогательных утверждений. В классе локально интегрируемых 
с квадратом на /Л функций рассмотрим интегральные операторы

X

Аи= | a(/) u(t) dt, (2.1)

о
х I

Ви = J b (#) J с (з) и (s) ds') dt. (2.2)

о о
Имеет место

Лемма 2.1 Пусть е(х) = 1 и функции а (х), Ь (х) и с(х) ло
кально интегрируемы с квадратом и неотрицательны на 1п, где 
п—нечетное число. Тогда для интегральных операторов (2.1) и 
(2.2) соотношения

А (А՞՜1 е-Вре) + В(Ат е-В^е) ^Ате-Вре (2.3)

имеют место для любых натуральных р и т.
Для доказательства утверждения леммы заметим« что

Л..ДД В} = Л(ДЯ1-1еВ₽ е) + В(Ат е-Вр-1е) =
х ■ X I

= Ja(f) -Am~1e(t)-Bp e(t) dt-]- i(0^Jc(s) A’ne(s) Bp~'e(s) ds^dt^. 

0 0 0
X X t

< J а а) А”-ге (t) Bpe(t) dt + ^b(t)- Ame(t)[ J c (s) Bp-'e (s) ds^ dt. 

0 0,0
Так как

JT
Ant e (x) = ( a (/) Ат~ге (t) dt (m = 1, 2, • • •)

о
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имеем, что О1-• О„ Ате (л) =а (х) Ат 1е(х)иО1---ОкА "е(х)|лА+1-с=0 
(к — 1, 2, п — 1). Тогда, проинтегрировав по частям в первом сла
гаемом, получим

Вт,г \А, В| < рЛ-- £>Л А"'е(։)Вре({) Л+ 

о
Ж 4

4֊ | 6 (^)-Л՞1 е (/) ^ ^ с(з)-Вр-1е (з) Л = 

о о

= Ая,е(х)Вре(х)+(-1)я | Д“е(П£>1"-^л 2Г е (0 Л +

О 

ж /
4֊ I Ь (I) -Ат е(/) ( [ е($) • Вр~'е ($) </$ ) Л= Ат е (х)-Вре (х) 4՜

3 \ 4 /
о о

X I
4 - | Ате (0 (д. • Оя Вре (Г) — Ь (0 с (з) Вр~\ (з) <Н.

о о
Но выражение в фигурных скобках равно нулю, так как по определению 

х ։
Вре (х) = у Ь (0 ( у с (з) В^е (з) </з) Л (р = 1, 2, • • •). 

О о

Отсюда получаем, что /?т,р[А В} ^Ат е-Вре, что и доказывает лем
му.

Лемма 2.2. В предположениях леммы 2.1 для интегральных 
операторов (2.1) и (2.2) соотношения

(А + В)те< £ Ат~‘ е-В՛ е 
4-0

имеют место для любого натурального т.
Доказательство проведем по индукции. При т = 1 оно очевид

но. Пусть оно верно для т = к. Тогда

(Л 4- В)*+1е = (Л 4- В) [ (А + В)к е ] = А | (А 4֊ 5)*е] +ВГ (Л 4֊ В՝) е].

Ввиду изотонности операторов Л и В и предположения индукции при 
т = к

(А+В)^1 е < 2 А (Ак-‘ е-В‘ е) 4֊ В(Ак՜1 е-В‘ е) = 
<-0 1=0

= Л*+։ е 4֊ А (Ак՜1 е • 5'՜ е) 4- *£ В (Ае В‘ е) 4֊ Вк+1 е. 
։=1 (-о

Меняя индекс суммирования в первой сумме и делая замену г= р — 1 
во второй, получим
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|Ь^=Г^———— —■ -====^^^==: ' ' - .... ~ ж

(Л + В)*+։ е<Л*+։ е+£ А(Ак~ре-Вре) + £ В(Ак~р4 ։е-Вр՜1 е) +
Р—1 р-1

Н֊В*+1е = Л*+1 е Ь £ {А(Ак~р е-Вре) + В{Ак~р+1еВр՜1 е) + Вк'{1 е. 
р-1

Согласно утверждению леммы 2.1

А (А1‘-ре Вре) + В(Ак-р+1е-Вре)^Ак-ре Вре (р = 1, 2,•••,/<)• 

Тогда 
> £+1

(А +В)‘+։е<Л‘+1е4- £ Ак՜р е-Вр еВк4Х е = £ Ак-ре Вр е, 
р-1 р-0

то есть (2.4) верна для т = А + 1, а следовательно и для любого нату
рального т. Лемма доказана.

Лемма 2.3. Пусть функции }(х), а(х), Ь(х) и с(х) локально 
интегрируемы с квадратом и неотрицательны на Iя, где п—не
четное число. Пусть, кроме того, (х) и г2 (х) являются опреде
ленными на 1" решениями, соответственно, интегральных уравне
ний.

п = Ц-Ли, (2.5)
V = 1 + Во. (2.6)

Тогда для определенного на Т решения 2 (х) интегрального уравнения

ш (*) = /(■<) + Аи> + 2?ш (2.7)
имеет место оценка

х(х)<Сезззир/(з) ■г1 (х)-я։(х) (2-8)
О «.КХ

почти всюду на Iя, если только I (х) локально существенно ограничена 
на Т.

Для доказательства утверждения леммы решение г (х) интеграль
ного уравнения (2.7) представим в виде ряда Неймана

2(х) = ё (Д+В)‘/.
*-0

Так как /(х) неотрицательна и локально существенно ограничена 
сверху на Iя, то

г (х) -С езззир / (з) • У {А 4֊ В)к е, 
0<з<х

где е (х) = 1. Согласно утверждению леммы 2.2

г (х) «Сезззир/1з)- £ А՛'՜1’ е- Вре \ •

С другой стороны, так как 2, (х) и 2г (х)—определенные на Т решения, 
-соответственно интегральных уравнений (2.5) и (2-6),

Ё А* е՝ га(х) = ^Вке.
*-0 *-0
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откуда, согласно формуле Коши для произведения абсолютно сходящихся 
рядов, получим

х(х) < евввир/(в)- У ( У Ак ''е Вр. 
°''1 х к֊0\р-0 /

< евзвир/(в) • У Аке- У Вк е = евввир (х)-гг (х). 
о ' х 0<а <։

Лемма доказана.
Перейдем непосредственно к доказательству утверждения теоремы 2. 

Зафиксируем точку х0 £ /' / {0) и на множестве 7՞, = {(х1։
• • ՛> хл) £ Г, 0-<х<хв) рассмотрим интегральное уравнение 

х х /
х (х) = /(х) 4- р (х0) -г Ч М / (0 ( У т (в) г (в) <7в) Л,

о ио
(2-9> 

решение которого являе тся неулучшаемой на У", оценкой сверху для 
удовлетворяющих неравенству (1.1) функций (см., например, [4]), при

чем р(х0) и д(хв) определяются (1.2). Если положить а (х) = р (х0) X 

ХЛГ(х). Ь (х) “ д (х0) ■ е (х) и с(х)гт(х), то согласно лемме 2.3 для 
решения интегрального уравнения (2.9) имеет место оценка

г (х) < / (х) • гх (х) • х2 (х), х £ У՞., (2.10՛

где г, (х) и гг (х), соответственно, решения интегральных уравнений

«(х) = 1 + ?(х0) Л (0 «(«)</# (2.11>

6

X {
ш(х) = 1 + д(хо) ((/) ^у т (в) ш (в) Л (2.12) 

о и

на множестве /}։, а } (х) определяется (1.2). Как это следует из утвержде
ния теоремы 4 работы [6], для решения г, (х) интегрального уравнения 
(2.11) имеет место оценка

хх(х) {р(х0)-^(х; А1։ Лщ)), (2.13)

где /т (х) и р(х; А1։ А2,---, Аш) определяются, соответственно, выра
жениями (1.8) и (1.7). Что касается рассматриваемого на 1", решения 
д։(х) интегрального уравнения (2.12), то

^(Х) = £ Шр(х), (2.14>
р-0

где

шоМ = 1,
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о։р (х) = д (х0) У I (I) (р = 1, 2, - ).

о о
Покажем, что для сор (х) имеет место оценка

ш,(х)<>(Хр)՛р(х);т(х)г (хед-1,г,---), (2.15)
(Р »)

где

Р (х) = I I (0 dt, 7 (х) = т (/) Л. 

о б
Воспользуемся для этого методом математической индукции. При р = 1 
имеем

х ։
“1 (х) = д (х0) • У /(0^ 7П(5)’шо(5) Л = д(х) X

О о
х / X

X У I (0 ( | т (з) 4з <д (х0) • | / (7) Л X 

оо б

X | /п(0 Л = д(х0)Р(х)т(х). 

б
Пусть теперь (2.15) верна для р = к. Тогда

X I
°>к и (х) = д (х0) I (0 ( у т (з) и* (з) ds^dt<< 

о о

< 9(*о) [ / (0 < [т(з). [<У(«,)-Р(8Н(5)]* Л< 
֊' (К1)3 /О о

<—• У /(0 [₽«]‘Л-ут(з)[7(з)]‘Л. 

6 о
Но так как Ох- • ■ Оп Р (х) = I (х), Ох- • • Оп 1 (х) = т (х) и так как

Х к 1
1՜ А• • • А. Р (0• [?(0]‘Л< .

•г К, I 1и

[ .. а 7 (Г. [7 (/)]* Л
Л к < 1и

(см. [6], лемма 2), то
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■ ~ - - - ■ *■ ‘ ■ .гт—: ■ п-   !■ , =д—■ , ,, -------------- ——~

„ ,ХХ Л?(*о)]*+1 [?(х)]*+։ [7(х)]*+։ М*о) Р(х)-Г(х)]‘+’
*+։ (х) * (*!)’ *4-1 • ----------- ------------------------

то есть оценка (2.15) верна для р = А + 1, а, следовательно, и для любо
го натурального р. Тогда, согласно (2.14)

г /хч = р (0 (х\ р Г<7 (х0) • Р (х) • 7 (х)}  . / — \
*։(х) <Д (р!)’ “Л(2^(х0).р(х).7(х)А

хбС

где 7о (з)—функция Бесселя нулевого порядка. Отсюда, с учетом (2.13} 
и (2.10) и того, что и (х) < х (х) на /",, получаем

и(х) < 7(х)-/Я||р(х0)|х(х; Ар---, А’")։-/о(2։|/’^(Хо).р(х).7(х))55 

= (?(х0; х)
на множестве 7" для любой удовлетворяющей неравенству (1.1) функции.

Так как эта оценка имеет место на всем 7*։, она по непрерывности 
имеет место и в точке х = х„: « (х0) 6 (х°, х0), откуда, ввиду произволь
ности выбора точки х0 4 7" и следует искомая оценка (1.3) теоремы 2 на 
всем 1п. Теорема доказана.

Доказательство утверждения теоремы 3 проведем в два этапа. Снача
ла рассмотрим «предельные» случаи, когда $ = р и $ = 0, а затем рассмот
рим случай 0 < 5 < р.

Доказательство для случаев 3 = р и 5 = 0 проведем по индукции.՛ 
Пусть р = 1, то есть рассматривается неравенство

и(х)</(х) + г1(х) у л։(1)«>|[и(0]Л. (2-16}

о
Пусть х0£7Л/{0]—произвольная точка. Тогда решение интеграль* 

кого уравнения

г (х) = 7 (х0) + Г1(х0) У П1(0 ш1[г(*)1 

О

где / (х0) и Г1(х0) определяются (1.2), будет неулучшаемой оценкой 
сверху на множестве 7՞, = (х = (хг,-•хя)^_1я, О^х<$хо) для удов
летворяющих неравенству (2.16) функций. Имеем

■ *(Х) - =1 +-41֊-0- Сп։(/)-®1[х(/)]Л. (2.17}

/(х0) / (х0) „
Теперь рассмотрим отдельно случаи з = р, 5 = 0. Пусть сначала з=р- 
Тогда по условию ^(х) -С ?1(х), где 44(х) субмультипликативна на /► 
С учетом этого из (2.17) имеем
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. < 1 + ֊5^- • (' пг (О ?! I ֊֊ ■ ? (х0) <11 <

7 (х0) 7(х0) о 7<*о)
(2.18)

< 1 + •<₽![7 (х0)| • [ п։ (о•?! [ ^- и, х6
' 7 (хо) 0 1 7 (Хо) 1

Отсюда, используя оценку для решений многомерных интегральных нера
венств вида (2.1В) (см. [7], теорема 3), получим

ф! [ ֊ | < Ф1 (1)4- ֊1 (Х°’ • Ф1 [/(хо)] • (’ Ъ (О Л, х 6

1/(х0) / (х0) о

где Ф, (и) определяется выражением (1.15). Рассматривая полученное не
равенство в точке х = х0 и учитывая произвольность выбора х0€ 1П, полу
чаем

• Ч>1 1/(х0)]֊ «ДО <Н (2.19)
6

по крайней мере для тех х^1п, для которых выполнено условие (1.16) 
при к = 1. Полученная оценка совпадает с (1.12) при р —1 (с учетом

Г
того, что 5 = р), так как обычно считается, что |՜՜] =1 для любого 

к-Г-г1
г=0, 1, 2, -..

Рассмотрим теперь случай 5 = 0. Из (2.17) в этом случае следует, что

-гак как / (х0) ^>/(0) = 7, а ф1(х) принадлежит 5Т(/). Из полученного 
интегрального неравенства имеем

Ф1! I <ф1(1)+(х0)- [ пх(0 х^/Г, 
1 7(х0)] о

,где Ф, (и) определяется, как и выше, выражением (1.15). Отсюда приве
денными выше рассуждениями получим, что 

(2.20)
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по крайней мере для тех х (^/п,для которых выполнено условие (1.17), в 
котором положено й = 5-|-1и5 = 0. Полученная оценка совпадает с (1.12) 
при р = 1 в том случае, когда 5 = 0.

Таким образом, оценка (1.12) имеет место для р = 1 в обоих «пре
дельных случаях»: 5 = р и 5 = 0. Предположим, что она имеет место при 
р = L также в обоих случаях, то есть когда 5 = р и 5 = 0. Положим 
р = L + 1 и запишем неравенство (1.9) в виде

.Г
и (х)< g (х) + £ х* (х) • J hk (t) Ш* [и (0] dt, (2.21).

о
где

#(х) Е/(х) 4-гд+1(х)-J п£+1(0-“1+1[и (#)] dt. (2.22). 

о
Здесь снова рассмотрим отдельно случаи 5 = р и 5 = 0. Пусть сначала 
5 = р. Тогда, по предположению индукции

“(х)<$(х)- П Q*(x),

где Qk (х) (k = 1, 2,..., L) определяются выражениями (1.13). Отсюда,, 
используя (2.22), имеем

(х)- ]-| Q*(x)+ гд+1(х)- П 
*-1 *-1

J*՞1՜1՜1 [и (0] dt.u(x) < f

Используя уже доказанную для случая одного слагаемого оценку (2.19), 
получаем

и(х)</ (х)- ]-| <?*(х) Ф/Д1 
к-1

Ф£ + 1(1) +

Г£+1П Q*(x) L X
+ -----------------Ц/(Х)֊П Q*(X) • Гп£ + 1(О dt

/(х)-П<Мх) L ‘-1 J oJ 
4=1

так как очевидно, что (2к(х)=<2к(х) (к = 1, 2,•••, р). Однако, так 
как функция ®д+1 (х) субмультипликативна на /, имеем

<р£+1[/<Х)'П СМх)] <Ч>д+1 [7(х)]-?д+։[п <МХ)]<

< 'Рд+1 I/ (X) 1 • И + 1 [(2* (х)].
к-1
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Тогда

и (х) ■< / (х) ‘ fl Qk (х) -Фдн 1 |ф£ и (1)+ 
*-| I

~ L *
+ •'Реп I/ (х)]-П ?i+i [<Мх)1 • 1՜ «£+1 (0 dt ] =

/ (х) ‘-1 о j

=/(х). П Q*w.

если учесть, что <2д+1(х) определяется (1.13).
Таким образом, оценка (1.12) имеет место для р = L + 1, а следова

тельно и для любого р, если рассматривается случай S = р.
Рассмотрим теперь случай 5=0. По предположению индукции из 

(2.21) следует, что

и(х) -4 g (х)- П С*(х),

так как g(0) = /(0) =7, ®t(x) принадлежит классу 5Т (/) для любого 
k = 1, 2,I— Отсюда, согласно (2.22), имеем

л l l
u(x)<f (х)- П G*(x) + rL+\ М- П <?*(*)• I Л£+։(0-®£ц[“(0] dt —

*-> *“* oJ

» X
= 7(х) 4- гд+։ (х)- j n£+1(r) 0>д+1 [и (f)] dt. 

о •
Используя уже доказанную для случая одного слагаемого оценку (2.20) и 
учитывая представление (1.14) для G £+1(х), получим

так как / (0) = /(0) = у, а ®д+1 (х) принадлежит 5Т(/).
Таким образом .оценка (1.12) имеет место и хля р = А + 1, а следова

тельно и для любого р и в случае 5 = 0. Следовательно, она верна для лю
бого числа слагаемых в обоих «предельных» случаях: 5 = р и 5 = 0.

Рассмотрим теперь случай 0 < 5 < р. Перепишем неравенство (1.9) 
в виде
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и(х) </(х) + £ г, (х) ՛ С пк (0 ®*[и(О]Л 4֊
*-1 и 

о
х

+ и Гл(Х)‘ [ Л4 (О*®* [и (О] А.

X | пк(0^!=7(х). П (2*(х)- П (?4(х), 
п > 4-1 4-Ц-1

»-*+1 /
О

Если обозначить
X

А(х)=/(х)4֊ 2 г4(х) • у л4 (фо>*[и(0] Л, (2.23) 

О
то искомое неравенство запишется в виде

х
и(х) < А(х)+ £ г4(х) • у пк (/)• ®*[и(0] Л1.

О
Так как о>* (х) •< (х) (х £/, 4 = 1, 2,---, $), причем все <рк(х) суб
мультипликативны на /, согласно доказанному выше (см. случай з= р) 
имеем, что

и(х)< Л (х). П <?*(х),
*-1

где <2*(х) (к — 1, 2,---, $) определяются выражениями (1.13). Тогда, 
ввиду (2.23), получаем

"(х)</(х)- П <5*(х) + 2 гкМ‘ П О'-М • Г п*(«)о>л[и(О]Л =
*-» *-+։ 4 — 1

X

= /(х)- 2 Г*(х)- | пк (0 <*>1 [и (01 Л. 
4-^+1 .'

• ֊ 0

то есть интегральное неравенство вида (1.9), в котором ®4(х)֊<ф^(х) 
(хе/, 4 = 54-!,•••, р), причем все <?к (х) принадлежат классу 5Т (7), 
где 1=/(0). Тогда, так как ДО) =/(0) = ’[, согласно доказанному 
выше (см. случай 5 — 0) имеем

и(х)<7(х). п фг1{ф*(1)4-74(х)- п ^(х)-[=
4-»+1 ' 4=Л-1 у )

=7(х)-п (?4(х). п ФГ1(ф*(1)4-7к(х)-п <2Нх). п Сд(х)х
4—1 Л—м-1 . I £-1 4—1+1 
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если учесть, что 0« (х) (Л = $ + 1, .... р) определяются выражениями 
(1.14). Таким образом, оценка (1.12) верна и в случае 0 < 5 < р. Теоре
ма 3 доказана.

Для доказательства утверждения теоремы 4 перепишем интегральное 
неравенство (0.1) в виде

и (*) < Я (х) + Ки + Ьи, х £ Г, (2.24)»

где

г(х)^/(х)+ £ гк{х)- С пА(0-а>*[и(0] л. (2.25) 
*=| и и

Для решений интегральных неравенств вида (2.24) из теорем 1 и 2 
следует оценка

и(х)<^(х)-т(х), Х^Г, (2.26)

где 8 (х) определяется (1.2), а т (х) совпадает с выражением (1.4), если 
выполнены условия теоремы 1 и с выражением (1.6), если выполнены 
условия теоремы 2. Используя (2.25), из (2.26) легко получаем, что

и(х) </(х)-т(х)+гл (х)-т(х)- (* п4(<) <о* [и (#)] Л. (2.27) 

о
Обращение интегральных неравенств вида (2.27) составляет содержание 

теоремы 3, откуда, в силу / (0) •" (0) =/(0) = /֊(0)=-[, получаем для удов, 
летворяющих неравенству (0.1) непрерывных функций и(х) оценку 

(1.20). При этом легко видеть, что Q^(x) и С»*(х) получаются, соот

ветственно, из (1.13) и (1.14) заменой всюду /(х) на /(х)(х), а 

гА(х)—на г*(х)-т(х) (Л = 1, 2,--, р).
Теорема доказана.
В заключение выражаю благодарность А. Б. Нерсесяну за внимание 

к работе.
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$ Հ. ՄԱՍ՚ԻԿՈՆՅԱՆ. Որոշ դասի բազմաչափ ոչ զծային ինտեզրալ անհավասարում սերի 
լուծումների դնանատականներ (ամփոփում)

Աշխատանքը նվիրված է դիֆերենցիալ և ինտեդրոդիֆերենցիալ հավասարումների լուծումնե
րի որակական ուսումնասիրման հետ կապված (0*1) տեսքի բազմաչափ ԱԼ գծային ինտեգրալ 
անհավասարումների էուծումների գնահատականներին։

Առաջարկած գնահատականները ամփոփում են և ճշգրտում մասնավոր դեպքերի համար 
(հիմնականում միաչափ) ստացած արդյունքները։
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F Н. MAMIKONIAN. Estimates of solutions of tome multidimensional nonlinear 
integral inequalities (summary)

The paper is devoted to estimation of solutions of some multidimensional non
linear integral inequalities connected with qualitative theory of differential and in
tegrodifferential equations.

The estimates obtained improve and generalize some results known for special 
cases (mainly for onedimensional inequalities).
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