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Введение

Пусть Нр(0<^р^ + <») — класс Харди в единичном круге 
В=(ССС:|С|<1}. 'Е,с/м/^Нр, то /—//(2/, где .// — внутренняя, а 
О/ —внешняя части функции / (см. [11). Сравнительно недавно выяс
нилось, что эта факторизация обладает следующим важным свойством: 
многие классы функций, аналитических в Б и гладких вплоть до еди
ничной окружности Г, инвариантны относительно деления на внутрен
ний множитель (т. е. вместе с / соответствующий класс содержит 
У՜1, где / — любой внутренний делитель функции _//). Это свойство 
важно для описания замкнутых идеалов (инвариантных подпространств) 
в алгебрах (пространствах) аналитических функций.

Обзор о состоянии вопроса дан в [2] и [3].
Устойчивость многих классов функций относительно деления на 

внутренний множитель может быть выведена из того, что оператор 
Теплица Т* :/-♦ Р(Л/), где А£№, а Р — проектор М. Рисса, сохра
няет гладкость функции, понимаемую в том или ином смысле (см. [4] 
и [5]). В работе [2], в частности, было доказано, что Тл действует в 
пространстве Нр = 1/^ Н1 Нр] каковы бы ни были целое п^-0, 

4֊ оо) и функция К^Н՜ (Нр наделяется нормой
1/|яр = тах|/<‘>у,. 

я О.'Лся п

Доказательство, данное в [2], существенно опирается на теорему 
М. Рисса о непрерывности проектора Р в £Р(Г) при (1, 4՜ оо) и 
поэтому неприменимо к классу Н\ (см. [1]).

В этой статье мы дадим полную характеристику тех Л££։(Г), 
для которых операторы 7л действуют в пространствах Н\ и ВМОАп 
(см. теорему 1). Установление этих результатов основано на новой 
характеристике голоморфных в круге функций с граничными значени
ями из классов ВМО. Хорошо известно, что изучение указанных теп
лицевых операторов в пространствах голоморфных, в круге функций 
и гладких вплоть до его границы, имеет- и другие интересные прило
жения (см. [6], [7]). Одно из таких приложений к задачам наилучшего 
приближения приведено в § 2 (теорема 3). Часть результатов этой 
статьи ранее была анонсирована в работе [8].



Теплицеаы операторы 123

§ 1. Теплвцевы операторы ■ пространствах Н\ я ВМОА„

Пусть /—суммируемая функция на единичной окружности Г, 
скажем, что / принадлежит классу ВМО, если

1Лмо = ։ир {•֊! Г 1/(0-Л1 < + °о»

' 7

окружности Г, // = Длина
I* I •/

где /—дуга на единичной 

дуги 1.
Обозначим, далее, через ВМОА„ = ВМОП Н„, ВМОА = ВМОАС,. 

Я/1!в.И0Ля =пт.ах 11/<Л,(вЛЮ’ " 0'1։<п
Исходя из результатов работы [10], легко установить, что

ВМОА = [/^Н1: / (г) = С-у(!1д|<Л|, ?££*(Г), вео)- (1). 
I Л «— г I• г

При этом существует функция ։р£2.”(Г) в представлении (1) такая, . 
что

11/1вл<ОА (2) •
где С не зависит .от / и ф (см. [10]).

Классы ВМО, введенные в работах [10], [11], в последнее время 
играют существенную роль в различных вопросах комплексного ана
лиза (см., например, [7], [9], [17]).

В дальнейшем Х= Н\ (п 1) или X = ВМОАП (п > 1).' Основным 
результатом этого параграфа является

Теорема 1. Пусть к^ЩГ), Тл(/) = Р(Л/)—теплицев опера
тор с символом к. Тогда

1. Следующие утверждения равносильны՝.
а) 7* действует в пространстве X,
б) Л допускает представление 

к = Лх + Л2, (3) ■

где кх^Х, к2^,Но. Здесь Но ={/£//° :/(0) =0).
2. Если к допускает представление (3), то имеет место 

оценка

ГГ*1<С(П)(|Л4Х+|Л^). (4)

Если же Л1 = 0, то справедлива также обратная оценка 

||Л։,»<[Тл^ (5)

Замечание 1. Условие и>1 в теореме существенно: утверж
дение б)=>а) очевидно не имеет места при Х^Н՜, ВМОА-. Это не
медленно следует из представления

Тл(/) = ЛМ/)+Тл,(/), /^Х.

где Мп, Ц) (г) - кг (д) /(г), г £ О,
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поскольку ЛГл, действует в X не при всех Ь^Х. Более тогЬ,.'-когда 
Х=Н1, импликация б)=>а) снова перестает быть справедли
вой. Действительно, положим

Л(х) = Л։(х)=~ехр|— «(г) = 1о£—-—> г£О,
I 1 — г) 1 — г

где берется главная ветвь логарифма. Легко видеть, что 
Используя двойственность между Н1 и ВМОк (см. [10]), заметим, 
что при ограниченности Тд функция <₽• А должна принадлежать]ВЛ/О<4, 
а это не имеет места, поскольку

. ... . ։ир {(1 - |г| )](А(г) <р(г))'|} = + оо.
,՛՛ • »60

Значит, функция <р -А не представима в виде (1).
Другие -примеры подобного рода можно построить, используя 

результаты работ [12], [14]. Отметим, что такой же эффект для дру
гих пространств голоморфных в круге В функций впервые был обна
ружен в работе [2].

Следствие. Если }$;Х, / = ]Е, где У—внутренняя функция, 
а то КХ и

'Ийх с (п) й/!1х-

В самом деле, А = Ту(/). При Х=Н] 'это утверждение иным мето
дом было доказано в [15].

Доказательство теоремы 1 основано на новой характеристике 
функций класса ВМОА в терминах старших производных, на наш 
взгляд, имеющих самостоятельный интерес.

Теорема 2. Пусть С—аналитическая функция в единичном 
круге В, п—натуральное число, тогда следующие утверждения 
равносильны:

1. С^ВМОА,

2- у^Й’[|Сй,[(1-И)гя_1^и)<С(л, в)|Г|я։ 

о
какова бы ни была функция Г класса Н1. Если С представима по 
формуле (1), то С(п, С) < С (п) |ЭДЯ. Здесь а обозначает плоскую 
меру Лебега. ,

§ 2. Вывод теоремы 1 из теоремы 2

Сначала докажем импликацию а)=^>б). Пусть Тд действует в
<1сГ ________

пространстве X, тогда Тд (1)£Х. Положим Аг = Тд (1) . Очевидно, что 
функция Ь^ = К — К1 принадлежит классу Н\, где Л/о^/СА/1,/(0)=0|. 
Докажем, что А2 £ //“. Имеем

тл(/)М=Ш/и)+-Дт ^в.
Г
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По условию Л! £ X, поскольку оператор умножения на Ах ограничен в 
пространстве X, то оператор Тл, действует в пространстве X. Имеем

К
тл.(/) (*)= £ (-֊-(’ /(е'9)е~'а г‘- <6)'

*-о \ 3 /

Йе! С (г п\
Пусть /(г) — /г (г) =----- ----- » г £ В, г £ (0, 1), а постоянная С (г, п)

1 — г г
подобрана таким образом, чтобы Ц/4х~1՛ при всех г £ (0, 1). Вычис
лим коэффициенты разложения функции аг (г) = Тл, (/У1) (г), Ис
пользуя (6), найдем

= С(г, п)Х 1՝^Ж.Л=С(г, и)Л։(г) л 
2«гЛ С —г

г
А = 0, 1, 2,-.- .

«Следовательно, §г (г) = к։(г)/г (г), г £ В. В то же время

Г*. (Л) Ил=14. (г) I Ых = |А։ (г) I < 0Тл, =И4
Подбирая вместо функции /, (г) функцию /,(е‘։ г), таким же образом 
получим

|Л։ (г е/в)|| < (ТлЛ, бС]֊«, «], ге (0, 1), 
т. е. |А։||в -С ПТлЛ- Таким образом, импликация а)=>б) и одновременно 
оценка (5) установлены.

Для доказательства б)=> а), не умаляя общности, можно пред
положить, что А1 = 0, т. е. к^=Ь%^1Т°. Пусть сначала X = Н\ (п'^■1) 
и /" е Нп, ^=Тл(/). Прежде всего заметим, что достаточно дока
зать оценку (4) в том случае, когда / голоморфна в круге радиуса 
больше единицы.

Дейтвительно, пусть /* (г) = /( = 2’" " ' Оче՜

видно, что последовательность [/*}^° приближает функцию / в прост
ранстве //п. Положим

Гл (х) = —Г А19ЛЫ. г £ 0.
2 тс/ 3 С — г 

г
Если мы докажем, что

[ |Ая,(ел>)| |лц/| „
J "л
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то

Переходя к пределу в последнем неравенстве, & + со получим
нужное нам утверждение. Итак, будем предполагать, что / голоморфна 
в б. Пусть и такова, что |‘|>|» = 1,

(7>

где, как и прежде, /г=Т/,(/).
Используя вид F получим

_  п!
~ 2^

Положим

е(Л*
-ге'։)”+1

ф (е'П е' <"+»т 
е-.-г—-'€D-

Теперь равенство (7) можно записать в виде

Г е'։) i dQ = —Л1 2к

Проинтегрировав по частям, получаем 

(е") </9,

где

f" Gw(rt)dt.

def
Учитывая, что gr и gr-» gt=g при г-»1—0 в пространстве /7s,՝ 
приходим к равенству 

где

/-W = (2я/(*)/”*-.
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При условии теоремы
Л6//1 и 14!я.<С(п)|Яя,.

Далее, воспользовавшись условием /£*’(0)=0, £=0, !,•••, п—1, £(о/=0, 
к—О, 2п, легко установить равенство

К
У /« (е'։) *9 =

(Л(ге'։)(ге'’)'1)(я,г1я) (ге«)е<-»г֊" (1-г‘)2я֊։ г</9 4г. (8)
(2/1 1)! J 

О —х
Учитывая вид функций /я и #, а также равенство (8), окончательно 
получаем

К

У |Г(я) (е‘<)1 49 < С (п)|Мв X 

г е‘։) |G("’ (re1') I (1 -г)’՞-1 r4rd9.

О

У /я (е'°) Gr(e") 49, re (о, 1),

По теореме 2 последний интеграл не превосходит const Таким 
п

образом, когда X= Нп, о ценка (4) установлена.
Случай пространства ВМОАп. Пусть снова F = T*(/), 

ВМОАЯ, h £ №. Тогда, как и выше, для произвольного ф £ Н1 имеем
X

У FM,(rert) H?’jd9==
—X 

где
Z

G' =Г-Чп I - О"՜’ h г Л> 
(п —1) I J 

о
/л(а)=(/(х)а-)(я)а՞. x£D.

Снова используя равенство (8), получаем

< Сх (n) JA|X j '/2п} (Q 1ф(я) С) 1(1- |С|)2я -՛ 4а (С). 

D
Здесь 4а—плоская мера Лебега на В. По теореме 2

У \№’| 1ФЙ' I (1 - И)2"՜1 *а (О < с, (п)ЯЛв.иол ЬйН1. 
О

Таким образом, окончательно получаем

/(я)(ге'в) ф(е'։) 49 •С С3 ||Л1а> [/}ва(Оа1
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По теореме Стейна-Феффермана [10] Р’^ВМОА и

1 Ивмо.» C(n)WJ/U0/,n.

Доказательство теоремы 1 завершено.
Замечание. Рассуждения, приведенные при доказательств е 

теоремы 1, показывают, что если X—некоторая банахова алгебра го
ломорфных в круге D функций, гладких вплоть до его границы, то- 
описание тех функций Л £ L1 (Г), для которых Т/, действует в прост
ранстве X, фактически сводится к доказательству ограниченности Тл 
в X при условии, что

Приведем одно приложение теоремы 1. Пусть If'J (Г), (1֊Ср<^4-°°) ՛ 
класс Соболева на единичной окружности Г, BMOn={f ’6 ВМО}. 
Пусть, далее, X означает один из вышеуказанных классов функций. 
Для f£X положим

* • X
inf 1՜ \f (е'°) - g(e'։) I </0 = f |/(e'>) - г.(е«) | rf0, 
ntH' J ■ J ■'

—X —X

является ^метрической проекцией функции / на подпространство Н1.. 
Будем-ее обозначать через P0(f)- Пусть Естественным образом 
возникает следующая задача; можно ли утверждать, что P0(f) также 
принадлежит классу X? Аналогичная задача в других классах функ
ций рассматривалась в работах [6], [7], [16].

Теорема 3. Пусть f^X и P(f)^X, где Р—проектор М. Рис- 
са, тогда Ро (/) £ X.

Доказателство. Положим

Ф=/֊Л(/). (9)’
По известной теореме (см. [9]) существует функция h£H*, ^£ = 1 
такая, что Л(е'®) ф(е'в) =|6 (е,е) | почти всюду на Г. Следовательно

Л2(е'°)Т(е'’) = 6(е/в) (10)*

почти всюду. Положим Р- = I — Р, где 7—единичный оператор. Ясно, 
что для доказательства теоремы достаточно установить, что ф £ X. 
С этой целью заметим, что Р-'Ь^Х. Действительно, из равенства 
(9) имеем Р_ф = P-f, а по условию теоремы P-f принадлежит клас
су X. Теперь установим принадлежность функции Р Ъ классу X. 
Для этого используем равенство (10) и положим

ф։= Рф, ՛•!»։ = Р_

Из (9) вытекает, что X П Н1. В то же время, в силу теоремы 1 
и результатов работы [2] получаем Р i = РЛ2՜՛^ £ X. Теорема до
казана.

Следствие. Пусть X — ВМ Оп или Х= Wpn (Г), (1<^ р < 4֊ со). 
Тогда оператор наилучшего приближения действует в А՜, т. е. РйХс.Х.
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§ 3. Доказательство теоремы 2

Доказательство 2)=>1). Не умаляя общности можно считать, 
что С(*,(0)=0> & = 0, 1,•••,л —1. Пусть г£(0, 1) и Г регулярна на 
■£>иГ. Тогда, используя равенство (8) и 2), получаем

Г. 1С
Е (ел) С (ге1*) = у / (ге։։) С (е'в) <,0

—к — к

< С (п) у|Г(Я) (г я) 11 С(я’ (я) | (1 - |я|)2<|_։ (я) <

о
к

-<С(л, О)у |А(ге«)|</0<С(л, С)|%։.

—К
Из теоремы Стейна-Феффермана о двойственности пространств ВМО 

:и Н1 легко вывести теперь, что

С(гя)= [ ^^֊г/0. я^ О, ■ . :
е'а — я

где < ЛС (л, С), А—некоторое положительное число.
Выбирая так, что ф # слабо сходится в £“(Г) к некоторой 
функции из й££и(Г), мы убедимся в том, что С^ВМОА. Для даль
нейшего нам будет нужна

Лемма. Пусть Н— такая неотрицательная и измеримая по 
Лебегу в В функция, что мера №(я)(1 — 'я[) (я) карлесонова, т. е.

У Н»С)(1-|:)ЛС)<С(//)/, 0</<1, ?6[-*,«], 

А/ (ф)

. где А/ (<р) = : 1 — I < |С < 1, |агд С — ®| < —| •

Тогда при любом натуральном р

[ |/$| /7(0(1 - Ю)' (С) < С(/7, р)|Пн- 

ь
какова бы ни была функция Р И1.

Доказательство. Как известно, /г = / ", где /, g£;Hг и
= 0/»н. (см* П-В' Из формулы Лейбница для производных 

произведения следует, что достаточно оценить

7=У|/(7) (С)5г(р_л(91Я(С)(1-|С1)рл(С), 

о

Ясно, что р
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г < J (ИО |* Я8 (Q (1 - 1Ч)2'+1Л (С). J |/-у(9141 ֊1«) (Q-7?.

D D
Рассмотрим меру rfj*(C) = (l—Х|)2/+։/Р (С) rfo(Q, Имеем

Н (А/ (<р)) < 17J j (1 - KI) M (Q da (С) < с (Я) r-J+l. 
(т)

Из результатов работы [13]

В то же время очевидно, что

j7<ct (р)Ык
Следователно, имеем

J<kJt<cx (р) с, (р) = С (Н, р)

Доказательство леммы закончено.
Завершим теперь доказательство теоремы 2. Проверим 1)=^2).

С каждой точкой t£D и с числом 3£(0, 1) свяжем крут di (х) = 

= {С С С : |ч— т| о (1 — |т|)), его границу обозначим через f (i, 8). 
Если F^H1, то

/w(^’(’)=֊ 1՞ /?<я)Юб1я)(9<^:== Г К{.։ т)(?(!;)Л> (ц>
* J ч т 2» к I J

Т ( 7. •) т (х, J)

„„ ч dn՜1 /F{n) (С) \
где К(1, х) = — ( . \ .

Л \ <• —х /

Проинтегрируем равенство (11) по 8 в пределах от — до—. Пе֊ 
4 2

реставив интегралы, получим

1г(я)(т)6(я,(т)= А- к (Г, г) G'(9z, (С) 
4 2к J |ч—

D

где Хт=Х#(^(1—|t|)-1, F(t) = d(x, А) \ d(^x,

(/.Е—характеристическая функция множества Е). Далее
L = J F(n) ( 7)1 |С(Я) ( 7)1 (1 - | 7| )2я՜1 da ( х) < 

D
Q Г» р

< - |6' С,) I |Я(С, 7) I Zt (С) (1 -1 т|)2я՜1 do ( х) da (9. 
KI I

‘ D D
Из формулы Лейбница и определения L теперь видно, что достаточ
но оценить интегралы
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2л-շ

X (С) </տ ( т) Ժ՜ (Z), о < i < п—1.
-5)

Но если то Հ- т| > ՚ ■, а 1 —|Հ-<2(1—1^|)-С

< 3 (1 — | х|) (следствие неравенства | |ч — I х| I ~ (1—I '))• Поэтому

Կ< с(п) յ*ւ<7' С) лЧя+/) О վ у (1-|<)я+/_2л(*))^(9<

<С(л) С'С) 1(1 -К1)"+'<мо. 
ъ

Из леммы следует, что 1/<С(л, так как мера \Շ' (С)|2.
•(1 — |С|) </а(С) карлесонова (см. [10]). Теорема доказана.
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Л. Ա. ՇԱՄՈՅԱՆ. 5]п,,п1ч] յան օպերատորներ անալիտիկ ֆունկցիաների մի քանի 
աաւ*ւս^ա|»յա.ններում և ВМО ղասի նոր խարակտերիստիկան (ամփոփում)

Հողվածում տրվում Հ միավոր շրջանագծի վրա որոշված այն հ հանրագում արելի ֆունկցիա
ների ւրիվ խարակտերիստիկան, որոնց համար /է սիմվոլն ունեցող տյոպ/իցյան օպերատորներս 
գործում են շրջանում անալիտիկ և փակ շրջանում ողորկ ֆունկցիաների մի քանի տարածություն
ներում է Տրվում է նաև ВМО ղասերի բնութագրումը այգ ղասին պատկանող ֆունկցիաների 
ևոշու տիպի ինտեգրալների ածանցյալների տերմ իններովէ

F. A. SHAMOJAN. The Teoplitz operators In some spaces of analytic functions and 
a new characterization of the classes BMO (summary)

In the paper we give a description of all function hÇ.L1, for which the Toeplitz 
operator with symbols A acts in the some space of analytic functions in the disc. A 
new characterization of the class BMO is presented.
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