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1°. Введение. Пусть Е — замкнутое подмножество комплексной 
плоскости С, А (£)— класс всех функций/: Е-> С, непрерывных на Е 
и аналитических на £’ (Е°—множество внутренних точек Е; если 
£”=0, то А (Е) = С(£)); /(£)— подкласс А (Е), состоящий из 
функций /, допускающих равномерную аппроксимацию на Е посред
ством целых функций (другими 'словами,՜/(Е), если существует 
последовательность целых функций, равномерно сходящаяся на £к/).

Хорошо известна следующая
Теорема А. (Н. У. Аракелян [1], [2]). Для того, чтобы любая 

функция { (Е) допускала равномерную аппроксимацию на Е целыми
функциями (т. е. чтобы имело место соотношение / (Е) = А (Е)), необхо
димо и достаточно, чтобы множество Е'=С\Ебыло связно и локально 
связно.

Условие на множество Е, фигурирующее в этой теореме, принято на- 
.зывать условием К (а множество — К-множеством). Это условие восхо
дит к работам А. Рот [3] и М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева [4], по
священным задачам аппроксимации целыми функциями на неограничен
ных замкнутых множествах; по этому поводу см. также обзор С. Н. Мерге- 

.ляна [5]. Отметим, что требование локальной связности относится, по су
ществу, только к точке 2 = оо ( £ Ес).

В обзоре '[2] Н. У. Аракелян поставил задачу о характеризации функ
ций I (Е) в том случае, когда Е не является К-множеством. Там же он 
отметил, что аппроксимируемые функции аналитически продолжаются на 
те компоненты множества С\Е, для которых бесконечно удаленная точка 
не является линейно достижимой. Этой задаче посвящены, в частности, ин
тересные работы А. Страя [6], [7].

В этой работе мы выделим достаточно широкий класс множеств Е (не 
удовлетворяющих условиюК), для которых функции / 6 I (Е) могут быть 
охарактеризованы в терминах, связанных с полиномиальной аппроксима
цией на компактах. Соответствующая теорема (теорема 2 ниже) несколько 
проясняет характер рассматриваемой задачи.

2°. Обозначения. Формулировки теорем. Всюду в даль
нейшем мы рассматриваем множества Е, удовлетворяющие следующим 
условиям: (/) -£° = 0 : (и) Ес является линейно связным множеством 
(последнее условие связано с упомянутым замечанием Н. У. Аракеляна).

Примем обозначения: Вг= (г : |*| -Сг}» Ег=Е[}Вг, /> —замыка
ние объединения компонент множества С\ЕГ, для которых бесконеч
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но удаленная точка не является линейно достижимой. Отметим, что 
для рассматриваемых множеств Е условие К эквивалентно требова
нию ограниченности множеств Fr при всех г > 0.

Пусть Et обозначает класс множеств Е, удовлетворяющих кро
ме (։), (Н) еще и следующему условию (z'z7): При любом г>0 все 
компоненты дополнения к Ег, для которых бесконечно удаленная точ
ка не является линейно достижимой, ограничены.

Теорема 1. Пусть Е^'Е1 и f^C(E). Если при любом г 0 
функция f аппроксимируема на Fr П Е с любой, точностью фун
кциями из A(Fr), то f^I(E).

Эта теорема существенно упрощает анализ рассматриваемой задачи.
Для формулировки следующего утверждения нам понадобится еще 

ряд обозначений.
Обозначим через Е։ класс множеств Е, удовлетворяющих усло

виям (z), (И), а также следующему условию (zv): При любом г "> 0 
/"О каждая компонента множества Гг ограничена.

Пусть G’, (л), п = 1, 2,-— компоненты (перенумерованные 
произвольным образом) и для любого р > г,

?(п) = £РЛ(£г (л)).
Для компакта А"сС и функции положим

а(/; /0 = inf||f֊4« Р€Р|.
где Р — множество всех полиномов от z, |-||к — sup-норма на К. По 
теореме Мергеляна, величина а (/; К) не изменяется, если inf в ее 
определении взять по всем функциям р£ А (К), где К— полиномиаль
ная оболочка компакта А.

Ниже нам будет удобно считать, что функция f^C{E) опреде
лена и непрерывна на всей плоскости С; это относится, в частности, 
к формулировке теоремы 2.

Теорема 2. Пусть E^ES и f^C(E). Для тою, чтобы f£l(E), 
необходимо и достаточно, чтобы при всех г^>0 и р^֊г (таких, 
что Ег, р(п) — бесконечная последовательность) имело место соот
ношение

lira (л)) = 0. (1)
Л-**

Доказательство теоремы 2 и построение приводимого ниже примера 
получены совместно с А. А. Гончаром.

3°. Пример. Характерный пример множества, не являющегося 
К-множеством — это график функции у = s (х) = (1/х) sin (к/х); х =£0, 
вместе с предельной прямой z'R:{x = 6j (z = x+z՜^). Другой при
мер— часть этого множества, лежащая в первом квадранте х^>0; 
у >0 (последнее множество обозначим через Е+).

А. Страй [6] построил пример множества Е и функции С(Е) 
таких, что / и!//ограничены на F,/£/(£), но Чтобы проил
люстрировать применение теоремы 2 в простейшей ситуации, построим 
функцию такую, что 1/|=1 на E+,f^I(E+),Hot/fW).
5-4
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Пусть /?л — область, ограниченная графиком функции д = $ (х); 
х£Ал = (1/(2п + 1); 1/2 п], и отрезком Д«; ап — середина Дя, хя —се
редина отрезка Т)п Л (у = л); {п —гомеоморфизм, конформный в
£)я,/л (гл) = 0,/я (ал) = 1. Нетрудно убедиться в том, что функция 

/, равная /я на/)„, п = 1, 2,--, и единице на /R'1՜, принадлежит А(Е\ 

где Е — объединение всех 7>я и /R՜1. Множество Е удовлетворяет ус

ловию К; по теореме А ]^1(Е) и, тем самым, /=/|£ч £/(Е+)(вэтом 

случае а(/; Е’£р(л)) = 0). Для доказательства 1//£ 7(Е + ), нам пона
добится следующая простая

Лемма 1. Пусть В — ограниченная односвяаная жорданова область 
и г0£ Тогда 

где </։ = сПз! (г0; <?£>).
Доказательство. Верхняя оценка очевидна; перейдем к доказа

тельству нижней.
■Пусть ф — конформное отображение круга на область О, ф(0) = 

= 20. Имеем

г— го ?(£)—<р(0) ?'(0);
Тем самым

•НС); ИЖ)-

до\ = а(----֊---- ■; двЛ=---- -------

Неравенство |^' (0)|-<4</0 следует из теоремы Кебе „об 1/4“.
Вернемся к примеру. Полагая 7« = Е։,։ (пХ с помощью леммы 1 

получаем

а / А; \ =- ( 1 ; \ > 1 > ±
\/ / \/' (х„) (х—хя) / 4 с/„ |/' (Хл)| 4

(</л = <Из1 (хя; 7л)). По теореме 2 1//<;7(Е+).
Можно построить пример, показывающий, что в условии (1) теоре

мы 2 нельзя ограничиться каким-либо фиксированным р г. Существен
но также и условие (п>) теоремы 2.

4°. Замечания. 1. В силу свойства (й) множеств класса 
Ех дополнение в С к множеству Ет IIЕ линейно связно при любо м 
г>0.

2. Е։ а Ех.
3. При данном г^>0 замыкания не более чем трех компонент 

Сг (п) могут иметь общую точку. В самом деле, пусть «/3,, /=1,2, 
3, 4, р< = а/+։, ։ = 1, 2, 3 — основания на {|д) = г} четырех компонент 
аг(п). Согласно замечанию 1 в произвольной окрестности каждой из 
точек а<, ₽/ существуют точки дополнения Ег[)Тг, линейно соедини 
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гмые вне Ег1)Рг с бесконечно удаленной точкой. Если допустить, что 
замыкания компонент с основаниями и имеют общую точку, 
то точка ?։ = ։։ принадлежит замыканиям упомянутых компонент, что 
приводит к существованию окрестностей точек ?1=։з и ?։=«4, сплошь 
состоящих из точек, линейно несоединимых с бесконечностью.

В доказательстве теоремы 2 мы воспользуемся следующим утвержде-* 
нием работы [8].

Лемма 2. Пусть компакт ЕсС имеет связное дополнение 
dGc.dE. Тогда для любого о>О существует полинома, удов

летворяющий условиям:

а) |1 — < 8;

Ь) Ь|бх (л\(°)'.<3>‘ с) Н/’<с»

где (е)а—'»-окрестность множества ей с —абсолютная кон- 
ютанта.

5°. Доказательство теоремы 1. Считаем, что множества Ел 
кеограничены при всех п. 1. Существуют функции £ А (Еп) такие, что

I/ - ?якпЕ < — '• П = 1, 2, • ■ ••

Для любого п 1, непрерывно продолжая функцию с множества 
Р„ на (Вл П Е) 0 Еп надлежлщим образом, построим функцию класса 
-Л ((ВяП Д) У Еп) (также обозначаемую через дп) такую, что

д
И —9’п1(вяи/’п)пе< — > Л = Х, 2,---. (2)

Легко установить, что множество (ВпП^)и/гп удовлетворяет усло
виям теоремы автора о мероморфной аппроксимации [9]. Согласно этой

теореме существуют мероморфные функции Цп такие, что

— <7яВ։вяП5)игя< ֊■ • п=1. 2.-՛-

Отсюда, с учетом (2) получаем-
**՝ д

п = 1, 2, •••. (3)

При этом, сдвинув конечное число полюсов функций Цп, можем счи
тать, что они не имеют полюсов на Вп1]Тп.

Существует лишь конечное число компонент множестваа /дХВ, 

на пересечении которых с окружностью (|г| = л4-1) колебание д, 

или Чя+1 не меньше е/2'*՜1. Согласно свойству (Ш) множеств класса 
Еи эти компоненты в совокупности ограничены. Поэтому, с учетом 
(3) и принципа максимума модуля, можно найти последовательность 
чисел | R а]Г таких, что ^>2, Яя+£>2Яя и
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I g
J q„ — <7я+։/?пЛЛ/?л₽л+,< ’ П = 1, 2. • • ■ (4)

М/?яяя+1 — ^Я+Л^я)-

Изменив (при необходимости) значения функций qn на (£dAj? „Яя+j) 
\£л*надлежащим образом и аппроксимируя’на множестве BpnJ^ПС^лО^л) 
(имеющем связное дополнение согласно замечанию 1). получим поли՜ 
номы Хя, удовлетворяющие условиям

g
О 5/֊ М«₽Л +։пв<^zr 5 П = 1, 2.. •;

(5)
8 ՛ • .

Н) Р֊Л - >֊« + l||(F„UE) ПЛ^Д + ։ < ֊££ • П = 1, 2,---.

Из известной леммы слияния А. Рот [10], с учетом неравенства 
2 Rn < Rn-t-ъ легко следует существование абсолютной՛ константы 
и рациональных функций ря> удовлетворяющих следующим оценкам:

։) К - |МвЛя + ։ п (Яяил,) < •֊- ; П = 1, 2, • • •;

(*)

П)Рлн-М - <-^Г; л=1’ 2’ --;
\FnUEVBKn ц)\Д₽я 2 3

Рассмотрим теперь функцию

Л=)1+2:֊։(Нт ->•«,). (7<)

Согласно (6i), h является мероморфной функцией, причем n-ое сла
гаемое ряда (7) имеет конечное число полюсов, лежащих в >1/?лЯя+1 X 
\(FU/rn), По построению Fn каждый из этих полюсов может быть 
соединен с бесконечно удаленной точкой жордановым путем, лежа
щим вне Еп U Fn. Удалив из плоскости С указанные пути - вместе с 
надлежащими открытыми окрестностьями, не пересекающими множе
ства EnUFn, для всех п^-1, в результате получим множество 

Е, Ес.Е, удовлетворяющее условию К, причем Л^А(Е)- С помощью 

теоремы А, примененной к Е и Л, получим целую функцию Н такую, 
что

|Л-Л7|~<е. (8)
Е

Для произвольной точки г £Е найдем число п0 такое, что 
г€-<4/?л*п+1 П Е (считаем, что Ло = Ои Лол>, = В^,\

При п = 0, 1 имеем согласно (51), (61) и (8):

I/W ֊ Я(,)| < I/U) ֊ л (г)| + . < |/(х) - ։,(,)! +

S;_ в<3,+ «.
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Если же п > 1, то

I/U) - H(z)\ с\f (z) - Л (z)| 4- В < EX-, |Ъ» (г) - >..+։ (z)| + 

+ |/(г) — >«(z)|-T- £т-я|ня։(х) — >֊m(z)| + s<10аг, 

согласно (5i), (6) и (8). Теорема 1 доказана.
6°. Доказательство теоремы 2. Необходимость. Пусть 

е>0, г>0ир^г фиксированы, и целая функция g удовлетворяет не
равенству

И—Дг<е- (9>

Обозначим через Е,, подмножество точек Е, являющихся пре
дельными для последовательностей, содержащих не более одной точ
ки в каждой компоненте Gr (л), л=1, 2,Множество Еж замкну
то, и, так как функция f—g непрерывна на С, то существует окре
стность V множества Еи, на которой выполняется неравенство

!/—«I <-2е-

По определению £« существует такое число что л^> №, 
Вг Л (Сг (л)) с И. Поэтому будем иметь из (9), (10) и определения 
^.р(л),

||/-^г,р(л)<2в (Ю)

при л М, что эквивалентно а (/; Ег, Р (л)) < 2 е при л > /V.
Достаточность. Согласно теореме. 1 и замечанию 2, достаточно 

проверить, что при произвольном фиксированном г > 0 функция { аппрок
симируема на ?гПЕ с любой точностью функциями класса А 1/г).

Введем обозначение Ея, * = £7, г+* (л); л, к = 1, 2,--՛.
Фиксируем произвольное число е > 0, и пусть — наименьшее

£ ։ 
число, для которого а (/; £7 — при л Л\.

Рассмотрим все компоненты Сп= Сг (л), для которых
либо

а) «(У; £«, г) > — > либо
О

б) Сп Л Ст=У=0 при каком-нибудь т, удовлетворяющем а).
Согласно (1) и замечанию 3, число компонент вп, удовлетворяю

щих а) или б) конечно. Если таких компонент нет, то примем А\ = ДО,. В 
противном случае, при необходимости перенумеровав {Оп}^» будем счи
тать, что а) или б) выполняются тогда и только тогда; когда

Пусть при к > 2 уже выбраны числа ■
Рассмотрим все Ся, п Лк, длй которых либо
б) а (/; £я,,+1)<-2- 

к ~г Z
• либо

б) Gn Л Gm =/= 0, где либо Л*_։ < т < Ni։ либо 
ряет а). * '

т удовлетво-
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Число Ми выберем аналогично М так, чтобы а) или б) выпол
нялись тогда и только тогда, когда М п Мк+\ (или же примем 
М-ц = 1Ук, если нет компонент, удовлетворяющих а) или б)).

Продолжая этот процесс, построим последовательность (М|,

Обозначим Л* = □ ^*£։՜1 Ал А: = 1, 2.'։՛»
Согласно выбору чисел М, имеют место оценки

при М<у<Мц, А = 1, 2,•••.
Лемма 3. Имеет место оценка

4 = 1,2,..., (11)
к + 1

где Ь — абсолютная константа.
Доказательство. Пусть 1) > 0 — произвольное число. Полино

мы р> выберем из условий

|/ — * < - ■ ֊ + -КГ- > Мь < у < М+ь
к + 1 М-ц

Обозначим М = тах (Мк -Су < М+11 ■ Согласно замечанию 3 
существует 5 >0 такое, что о-окрестности произвольной пары множеств 

и С>;М< 7, у < М+1, имеют непустое пересечение тогда и только 
тогда, когда Тогда о-окрестность каждой точки
пересекается с не более чем двумя другими множествами Су. При 
необходимости уменьшив 8, можем считать, что выполняюся также 
следующие условия

(1 + 8)"*+1 < 1 +2 Лг4 и 8; 2 8 (Ц- с)‘ М+1 Л/ < -
М+1 

где с — константа леммы 2, а также I

< 2Л^;Ц/— Р ^Е/ 4)5 < —у- 4- - ; М < У < М + 1.
А:+1 М+1

При г0£ С^С), из последнего условия вытекает, что

где М, = (г: \г — г0| <8).
С учетом замечания 1 и свойства (И) множества Е, легко видеть, 

что компакты С3 = и ’-мк 6] и /7= Нк удовлетворяют условиям лем
мы 2 при любом s—Nk,^^^, Мк+1 — 2. Поэтому, существует полиномы 

такие,что

11-^ _ <5;Ы „ <8;|^<с; М<5<М+1֊2. (б)
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Рассмотрим полином

Р = ('Рл-* + (! — т֊х) Рх„+։) "л'*+------- Ь

-и (1 - ^у4+1_з) Рх„+}-2^ клг*+1֊2 + Клг7+2 Рлг*+1-1 =

= 5я^Г’рД1֊«я-1)п^1"։,г/

(здесь принято «Лд_1=0 и =1).

Пусть у — любое целое, Л* <_/'< М+1 и х0£(7/ — произвольная 
точка. Заметим, что

г- я,- Ь-Я՜' <0. ֊₽,)<։֊ Г; '

и оценим где Чл — 5-ое слагаемое суммы.
С учетом (а),’ (6) и выбора числа о находим, что кроме, возмож

но, двух значений $; 5 =/= з։, $։, имеет место оценка

к х|о,,п^ < •
/4+1

а при 5=51։ $2,—

Мо/Оп/Г<2(с ■Ь1)36, 6 , +т<)։ 
\к т 1 /

Складывая эти оценки, получаем ;

(8 \ ’ ••
7՜;+7։)+75- 
к + 1 /

В силу произвольности числа т( и точки Хо, отсюда получаем 
в 

с 
I/֊ *<5 (с + ’

что влечет (11) с константной 6 = 5(с-|-1)։.
Из построения следует, что НпС\Нп — 0 при 1<л<^тп — 1. 

Поэтому существуют такие открытые множества Уп, что Н„ П Нп+1 
с Ил и ИпЛИп=0, п=£т. Легко видеть также, что множества 

7Г= I) ф-л Н/ и С =Нп удовлетворяют условиям леммы 2 при любом 
п>2.

Согласно (11) существует полином р1 такой, что 
1 .

1/-л1»,<֊- ' (12>
• • < 2 »

Существует также полином Ц2 такой, что ,г

Ч-Р.-я^,<֊- (13>
о

По непрерывности, соотношения (12) и (13) выполняются также и на 
некоторой окрестности И множества Л '/4, причем Их с: Иг Поэтому
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ы7-<^(֊+4У (14)
Г1 X 2 и /

Выбирая число 5 > 0 достаточно малым, с помощью леммы 2, 

примененной к Нг К Нг и Н։, построим такой полином тс1, чтобы для 
полинома Рз=1С1<7« имели место соотношения:

1/-Р,- Ч.\|;<7։ К.х»; <

Имеем из (14) и пункта с) леммы 2:

[ргЗ-г < Ьсг

и, так как оценка (12) выполняется и на И/, то отсюда получаем

I/—Рх — р։1 — <с Ьсг- ( — 4՜ —-V

Пусть теперь, для т 2 уже выбраны полиномы р,, рг..... рт, удов
летворяющие неравенствам (Ио=0):

/՛“=!» 2,• • •» т—1;

(15)

где Р'п='£1'^грг
Согласно (11) существует полином чт+1 такой, что

У-Р.-я.+,Ь.+, <֊֊• .. <16)
7П-1-Д (

По непрерывности, соотношения (15) и (16) выполнены также и на 
некоторой окрестности Уп множества Н-п(\Нп+1, причем ЙтаИт. 
Поэтому

Выбирая число б > 0 достаточно малым, с помощью леммы 2, при- 
и։ 1 л л

ценённой К и Л.| М И Нт + 1, построим такой полином «т, чтобы для 
полинома р_ ,, = к я выполнялись соотношения* гП т 1 т • т.

(Ч 1 \ 
---- 1--------- )» 7=1» 2|• • •» т,
/ / + 1/
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Будем иметь из (17) и оценки пункта с) леммы 2:

1
т

Учитывая также, что (15 ii) выполнено и на Vm, получаем

tf-Pm֊Pn +
бе 1

2 1
Xm-H m+2/

Совместно с (18), эчю неравенство показывает, что соотношения (15) 
имеют место с заменой т на т -j- 1. По принципу индукции отсюда полу
чаем существование последовательности полиномов {рт}, удовлетворяю
щих соотношениям (15) при всех т 2.

Из (15 iii) вытекает, что ряд Yim-iPm сходится равномерно на 

множестве U fLi Hi при любом Следовательно, его сумма g 

непрерывна на U JLi Gt — U 7-х Hi (см. свойство (i) множества класса 
Е2) и аналитична на U Г-i Gi. •• '

Для произвольной точки z £ II Г-i Hi найдем такие числа /0 и Nt 
что z06 (Яу.\И;._|1)'йТ7; JV>;0+- 1 и S^.v+1 (ВД <</(/»+D- То- 
гда будем иметь ^согласно [(15 i) при m — N, j=jo и (15 iii)- при

1\ , е < Ае
-ь 1/ /о+1 /о

где А — абсолютная константа.
Последняя оценка показывает, что § аппроксимирует функцию { на 

^7-хН[ с касанием на £-. Поэтому, доопределив g на £- равной /г 
будем иметь Л (II 61) и

1'-4^<Ле- <19>
Теперь продолжим функцию а непрерывно на множество /’ГП£\ 

\ и /Л (которое содержится в II б/ и поэтому ограничено, в силу 
свойства (5у) класса Е։), с сохранением оценки (19). Аппроксимируя 
полученную функцию на множестве II Н/ II (£7п£^) с помощью меро
морфной функции (согласно упомянутой теореме работы ^[9]) с точ
ностью е и удаляя воз можное конечное число полюсов полученной 
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функции с множества и )-Г՛ С(, можем построить функцию класса А (/>), 
.аппроксимирующую функцию / на Рг П Е с точностью (А 4֊1)е.

Теорема 2 доказана.
Ереванский государственный 
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Ա. Հ. ՆԵԲՍԻՍՅԱՆ. Կոմպլեքս հարթության փակ ենթաբազմությունների վրա մոաարկվող 
ֆունկցիաների մասին (ամփոփում  )

ն. Հ> Աոաքելյանը 1970 թ. խնդիր էր դրել նկարագրել այն ֆունկցիաները, որոնք կամա
յական ՜ճշտությամբ հավասարաչափ մոտարկվում են ամբողջ ֆունկցիաներով կոմպլեքս հար
թության փակ անսահմանափակ ենթաբազմությունների վրա այն դեպրում, երբ բազմության 
լրացումը ընդլայնված հարթությունում կապակցված և լոկալ կապակցված չէ (այս պայմանն 
անհրաժեշտ և բավարար է բազմության վրա անընդհատ ներս ում անալիտիկ ֆունկցիաների 
մոտարկելիության համար)։ Այս աշխատանքում, բազմությունների բավականաչափ լայն դա
սի համար, մոտարկվող ֆունկցիաներր նկարագրված են կոմպակտների վրա բազմանդամս։ յին 
լավագույն մոտավորության չափի տերմիններով։

A. H. NERSESIAN. On function* which are approximable on doted subtets of the 
complex plane (summary) .»

In 1970 N. H. Arakelian posed the problem of description of the class of func
tions, uniformly approximable by entire functions on closed unbounded subsets of the 
complex plaae, whose complement is not connected and locally connected in 
the extended plane (this condition is necessary and sufficient for approximability of 
any function continuous on a sot and՝ analytical in its interior). For a large enough 
•class of sets we give such a description in terms of the best polynomial approxima
tion on compacts.
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