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А. А. СААКЯН

О СХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВАРИАЦИИПусть / (х), х £ (— оо, со) — 2те-периодическая, интегрируемая на 

[—г., к] функция и°3 * * * * 8 у) + Ё а» (/) COS л х + Ьл (/) sin л х (1)

(3)л-1 \ п /
для любой функции f £ Уф имеют место утверждения а) и б) из 
теоремы А.Необходимость условия (3) в теореме Б была доказана независи­мо К. И. Осколковым [7] и А. Бернштейном [8].В статье [9] Д. Ватерман рассмотрел новый класс функций огра­ниченной обобщенной вариации—класс функций ограниченной гармони­ческой вариации HBV:HBV = HBV ([— те, те])= (/ (х) : V* (/) = (f; [- те, те]) =

2 л=1-ряд Фурье функции /(х). Хорошо известна (см., напр., [1], стр 121) Теорема А. Если f(x) имеет ограниченную вариацию на от­
резке [—те, к], то

а) в каждой точке х£[—те, те] ряд (1) сходится к значению ֊[/(  + 0) + Ах-0];*
б) если, кроме того, /(х) непрырывна в каждой точке отрез­

ка [а, 6]с[—те, те], то ряд (1) сходится к /(х) равномерно на [а, 6].Эта теорема обобщалась многими авторами (см. [2] — [6]), кото­рые вместо обычной вариации рассматривали различные классы Иф функций ограниченной Ф-вариации (см. [1], стр. 287):Уф = {/(х): Иф (/)^ sup 2 Ф(|/(.г* +.)-/(х*)|)<оо},  (2)
И*}  'где Ф (/) (£>0)—непрерывная, строго возрастающая функция с Ф (0)=0. ■Окончательный результат для классов Уф получили Салем (в случае /£С(—те, те), [5]) и Гофман (см. [6]):Теорема Б. Если функция Ф (/) выпукла и <]»(х) — дополнитель­

ная к ней в смысле Юнга (см. [1], стр 32), то при условии

л Л



518 А. А. Саакянгде /(7) =/(6) - /(а), если 7= (a, b), a sup берется по всем системам {/а]л—1 попарно непересекающихся интервалов из [ — •֊]. Справедли­ва (ем. [9D „ .,„RV

* Здесь и ниже мы рассматриваем прямоугольники со. сторонами, параллельными 
осям координат.

Теорема В. Для произвольной функции t < Hov имеют мес­
то утверждения а) и б) теоремы А.Эта теорема является обобщением теорем А и Б, так как, в си­лу неравенства Юнга (см. [1], стр. 32) аб'СФ(о) 4*1(6),  (а, 6^>0) при условии (3) класс ИфсНВУ.Для двойных рядов Фурье в случае, когда их сходимость опре­деляется по Прингсхейму, т. е. через прямоугольные суммы, аналог теоремы А был доказан Г. Харди (см. [10]). Для этой цели им был определен класс Н функций двух переменных ограниченной вариации на прямоугольнике. Б. И. Голубовым были введены классы Нф, Ф։, обобщающие класс Н Харди и доказан аналог теоремы Б для функ­ций двух переменных; им найдены достаточные условия на функции Фу(х), / = 1,2,3, обеспечивающие сходимость по Прингсхейму двойных рядов Фурье функций из классов 7/ф/ф, (см. подробнее [П]).В данной работе определяется класс HBV функци й ограниченной гармонической вариации для функций двух переменных и доказывает­ся аналог теоремы В для двойных рядов Фурье, обобщающий резуль­тат Б. И. Голубова.

§ 1. Определение и вспомогательные результатыВсюду ниже функция f(x,y) считается измеримой и 2'֊периодиче­ской по переменным х и у. Пусть 7—интервал или отрезок на (— со, оо) с концами а и Ь. Через 2 (i) обозначим множество всех (конечных) сис­тем попарно непересекающихся интервалов 1п = (ая, Ь„) с условием [an> 6я]с 7. При фиксированном у0 положим f(I,ye)=f(b‘l уа) —f(a, jy0), через Их(/(х, у0); 7) обозначим гармоническую вариацию функции 
f(x>Uo) на 7 относительно переменной х:

Ул(/(х,у0);1)= sup V 1-/(/я> Уо)1- {4i|W)7 пАналогично, при фиксированном х0определяются/(х0,։7) и Иу(/(х0,у);Г)- Положим также (А—отрезок или интервал с концами a и ₽>
/(7, Д)=/(а, a)-/(a, ₽)-/(*,  a) 4-/(6, ft.Иг, У (/; 7 х Д) = sup у 1/(/- А*)Г.И» }€□(/) .ti n k;а>)в։(л)Определение. Скажем, что функция f (х, у) имеет ог­

раниченную гармоническую вариацию на прямоугольнике *D=IX±  
(ftHBV(D)), если
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УнЦ\ D) = Ух. у (f; В) 4- Иг(/(х, а); I) + И, (f(a, у); Д) < оэ.Через HBV и Ун(/) обозначим, соответственно, НВИ([—л, к]։) и Ия(/; [-к, «]’).Лемма 1.1. Если f (х, у) 6 НВ И (В), D = 1X Д — [а, 6] X [а, 3], 

то для произвольных (х, у), (х', y')^Dа) У у (f (х, у); Д) < Ун (/; В), Ух (/ (х, у); /) < Ун (D),б) |/(х, y)-f(x,y')\<2 VhU-, В).Доказательство. Пусть х £ 1 и {А *■}  £ Я (Д), тогдаЕ ֊1/ (*.  М I •< S ֊ I/([». X д*)  |+ X 4֊I/ (а, Д*)  I < 
« к к к к к< Иг, у (/; В) + Иу(/(а, у); Д) < Ун (/; £>).Следовательно У у (f (х, у); Д) < Ун (fi В). Аналогично доказывается и второе неравенство а), а б) непосредственно вытекает из а):1/(х> У)—fix', y')\<\f(x, y)—f(x', у)| + |/(х', у)— /(х', у') |< 

< Ул (f(x, у)-, I) 4֊ У у (/(х, у); 1)^2 Ун (f; В).Лемма 1.2 Если f (х, y)£HBV (В), B-I՝^^. и g(x)£HBV(/), 
то функция F (х, y)=f(x, у) g(x)£HBV(Z>) и

Ун(Г; В) < Ыод Ин(/; В) 4֊ |/JC(O) (g; /) + Ун (f; В). Ун (g; I)

(здесь |А|с(£)= sup ,Л (г) |).Доказательство леммы 1.2 сразу вытекает из следующих равенств (см. также а) из леммы 1.1)/"([а. 6], [«. Р]) = £(6)/([а, 6], [а, ₽]) +/(а, [а, ₽]) g( [а. 6]);Н[а, 6], a)=g(6) /([а, 6]. а) +/(а, а) g ([а, 6]);
На, [», 3])=g (а) /(а, [а, ?]).Замечание. Легко видеть, что если функция F(x, у) принад­лежит классу НВИ на прямоугольниках Di, / = 1, 2,•••, i0 и D— U Di 

i-прямоугольник, то F (х, i/)^HBV (D) и
Ун (F; £))< с£ VH(h Dt). ( (4)

Отсюда и из леммы 1.2 вытекает, что если F (х, у) = /(х, у) g(x, у), гДе /» g^HBZ(D), D= U Di и на каждом прямоугольнике Di функ­ция g (х, у) зависит только от х (или от у), то F (х, у) HBV (£)) и
Ун(Г՝, D)<C(f, g), (5)где С (/, g) зависит только от Ыс(О)«Ия(/; В), Ун (g; В).Лемма 1.3 Пусть f (х, у) HBV (£)), Л = /ХД. Если в точ­

ке (х, у) £ В существует предел f (х 4֊ 0, у 4֊ 0) = lim / (x4֊f, s 4՜ О» /-+о 5“* тО 
то для любого р=1, 2,-• •
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4” (=) = sup V V — |/(Z„, A*)  | - 0 при e -> 0 (q = 1. 2),<— u-i nk
где sup берется по системам (Z>)»Li ((x, x + e))» {A*}*-։  6 (Sy>
y-j-t)) с условием nq^.p.Замечание. Как показывает пример функции/(х, p)=|1’npi։0<»<X<W . (6)(0, в остальных точках квадрата [ «>для функции f (ж, у) £ НВ V предел / (х + 0, у + 0) может не сущест­вовать.Доказательство леммы. Достаточно рассмотреть случай 
p = q = l. Допустим противное, а именйоlim /Р։(в) = 11m sup у—|/(Z։, д*)|  = 8>0. (7)—о —в (4*)еа  «у. у+.) »±i к1 ЛССх, х+։)Построим по индукции последовательность интервалов

In = (ан. Ь„), Д(*" ։ = (4*»,  ₽£*»);  к = 1, 2, • • •, кп. п = 1, 2, • • •. (8) Положим Д = (.г, х 4-1), Д|1։ = (у, у + 1), kt = l. Допустим, что по­строены интервалы
{1т}яп£ £ Q (ж, X -ь 1), {{ДУ’ ]& }"-։։ 6 2 (у. у + 1) (9)

> 1и построим интервалы 1п, {А* 0} *21  (при п = 2 выполнение условий (9) очевидно). Положиме0= min (р(/„, х), Р(Д1Г‘>, у)}, (10)
где р(/, x) = inf|£ — х| и учитывая, что существует предел /(хЧ֊0, 

ttf
у + 0), найдем число в, 0 < в е0 такое, что1/(6 при t, t' £(х, хЧ-в); S, s'£(y, у+&).

\ к / (11) В'силу (7) существуют интервалыZ„c(x, х-Н), у+е) (12)такие, что
$4- 1/(Л, Д'*я,)1>4-։- (13)
*-1 k зИнтервалы (8) построены. Выполнение условия (9) для любого л = 2> 3,••• вытекает из (10) и (12). Отметим также, что в силу (11)

и поэтому
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*֊‘7-1+* к 3ПоложимД* = А*0, при 4гя-1 < к < к„ п =2, 3, • • •. (15)Согласно (9) для любого Л7=1, 2,е 2 (X, X + 1), { А*  Й-1 € “ («6 У + 1).а в силу (14) и (15) при Л/= 2, 3, ••• 

N 1
л-1 к-1КП п ,Х1 К 3 пчто противоречит условию /£НВ\7 (/)). Лемма 1.3 доказана.Лемма 1.4. Пусть ] (х, у)£НВИ (О), 2? = /ХД. Тогдаа) если в точке (х, у)^О существует предел / (х + О, у + 0), 

то ,Пт Ун {]', (х, х + в) X (у, у + е)) =0; (16)
ж-0б) если / (х, у) непрерывна в каждой точке открытого мно­

жества E^-D, то для любого компакта К с ЕНт Ия(/; (х—в, хН֊е)Х(г/—в, у + в))=0 (17)■-*о
равномерно по (х, у) £ К.Доказательство, а) Так как (см. [12], теорема 3) для (х, у) £ D lim Vt (J (t, у); (х, х+в) = Нт У, (/(х, s); (у, у + ^)) = 0, 

■-*0 ж-*0то достаточно доказать, что •lim Vt,s(f(t, s); (х, x + s)X(y, дЧ-8)) = О. (17')Допустим противное:Нт У/,., (f (f, s); (х, х + в) X (у, у + е)) = 8, 0<S<oo. (18)•֊.оПусть в^>0—произвольное фиксированное число. Согласно (18) существуют системы интервалов
(Л1 = |(ап, М)Х1£ 2 (х.х + в),{Д*} = ((а», ₽*) 2 (у, у -I- е) (19)такие, что л< 1> 1 2S S —(20) 

Л-1 Л—1 ПК 4Используя лемму 1.3, найдем число в0, 0<в0<С min {ая — х, — у} (21)
1<л<ла 
1 k<k.



522 А. А. Саакянтакое, что /?.’(««) +Л? (во)< (22)Теперь, учитывая (18), найдем системы интервалов
такие, что {А։)}:!-1€2(х, х + ч), {л{1։ 1*1.1  € 2 (у- у +е»)

2 2 ֊1/(44Из (22) и (24) следует, что лх > л0, кг > к0 и
2 2 — 1/(Д1,Д1) 

1-Л.+1 *-*,4-1  ПК

1з- 4
֊2 2 ֊ 1/(44 д*’)1—2 2“тГ/(44

л-1 *_1  пк л-л.4-1 *-1  пк

> |з-4!) (е>-4?(в) >43-4 2

(23)
(24)

(25)Положими։> _ (/« при 1<л<л0 , т _ (Д*  при ։ ,26,(4’’ при па 4֊ 1 -< л лх к (Д* 1’ при /га 4-1 ■< А *>А ХТогда, согласно (19), (21) и (23) {44 С 2 (х, х + 5), (дл’ | € 2 (у> У + 4֊ е) и в силу (20), (25) и (26)
2 2֊ 1/(44 Д* ։)1> 2 2 ^-1/(/п,Д*)!4-
л-1 4=1 ПК п֊-1 4—1 ПК

+ 2 2 ^и(44д2։)1>֊։+-|֊-ф-
. я—>лй+1 *-*,4-1  пк 4 2 4Следовательно, У/, г (/; (х, х4~е) X (у, ^4£))^- — 8, что, в силу 4произвольности числа е^>0, противоречит условию (18).б) Аналогично п. а) можно доказать, что для (х, у) £ ОНт Ун (х, х ± е) X (у, у ± е)) = 0.Отсюда и из (4), учитывая, что для непрерывных функций

Ун {/'г [х> X 4- а] х [у, у + в]) = Ун (/; (х, X 4՜ £) X (у, у 4՜ 8)).вытекает равенство (16) для (х, у)^Е. Докажем, что (16) итеет мес­то равномерно по (х, у) К. Допустим противное: существует число *о > 0 и последовательности (х„ у1) £ К, г = 1, 2 ,••• и е/0 такие, что
(/; (.XI — еь XI 4՜ В/) X (У1 — у / + в£)) > 80-В силу компактности К, можем считать, что (х/, у/}'^(х<, у0) К при г->-оо. Но тогда для произвольного е^>0 при достаточно боль-



О сходимости рядов Фурье 523ших 1՛ будем иметь, что (х/—е1։ + ։/) Х(у/ —е/. «д + в/)с=(х0 — е,х0 4՜ е) / (до — ֊, Уо 4՜ в) и следовательно
Ун (/; (х0 — в, х0 + е) X (у0 — в, д0 + в) ) >

> Ун (/', (х1—г1г х/ + е») X (^։—в/, у/4֊ е։)) > оо, что противоречит (16). Лемма 1. 4 доказана.Нам потребуется также следующая лемма, которая фактически доказана в работе [13] (см. стр. 45—47).Лемма 1.5. Если ё (х)£НВИ, то для произвольных а и Ьг — к -С а Ь -С77
»| У § (0 ֊? Л < с [ У„ (ё-, (а, 6)) 4֊ (а ь) ]. 

а

§ 2. Основная теоремаОбозначим через Ен, .и (/, х, у) прямоугольную частичную сумму ряда Фурье функции / (х, у՝) £ 24 ([— я, я]*  ):
5У>Л(/, Х>У)= £ Е с,.т е'(ях+ту), М 2И== 0,1,---, 

л=—ЛГ т—-ЛГ

где
к ։сл, т = сп. т (/) = | У / (*>  У՝) г՜1 4х <1у

, —к —к— коэффициенты Фурье функции 2 (х, у). Положим такжеЕ/(х±о, 1/±0)=/(х + 0, у4-0) + /(х + 0, у-0) -ь+ /(х-о, у + 0)+/(х-0, у-0), (27)если все пределы в (27) существуют.Теорема. Если /(х, у)^НВИ, то1) в каждой точке, где существуют пределы (27) имеет мес­
то равенствоВт Ен.м (/, х, у) = -֊֊Е / (х ± 0, у + 0); (28)л-- 42) если, кроме того, / (х, у) непрерывна в точках открытого 
множества £с[—я, я]։, то (28) имеет место равномерно на каж­
дом компакте Кс.Е.Замечание. Пример функции (6) показывает, что если в не­которой точке (х, у) не существует один из пределов (27), то ряд Фурье функции /(х» у)£НВУ может не сходиться по Прингсхейму в этой точке (см. [14]).Лемма 2.1. Пусть / (х, у), £ (х, у) НВУ, при этом на 
прямоугольниках О։, ։ ■• 1, 2,- • •, ։։, II Иг = [— я, я]։ функция ё (х> у) 
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зависит только от х или только от у. Тогда для произвольных 
х, у^1-к> «1. М М=2, З,--
П

,. , . . . /. \ 5*п Ш 1 I г*  С (/• 8) (па\
/(х+1,у + 5^(1,з)---- ------ е Л С м (■&)•—X •—X

где С—абсолютная постоянная, аС{1, §)—постоянная из неравен­
ства (5).Пусть х, у, Ы, М фиксированы и Е(1, 5) ~/(х 4՜ 6 У 4՜ 5) В (.!> 5), /, з£[—«, к]. Положим X, X Г С/, X ®1П Л? (з) = 1 Г{1, 5)---- ------  <Н-

— Т.В силу неравенства (см. [15])
нам достаточно доказать, чтоИ//(Т; [֊z, тс])<СС(/, g). (30)Пусть (Л*}  э {(а*,  0*)  !*-1  £ 2 ([—тс, тс]). Тогда, обозначив е*  = = sign <р (Д*)>  мы будем иметь

X
= S ֊ Г [Г(/, ₽*)-/(#,

*-i к *±1  к J t—X
t = |'\ (()5!”Л'л,—X тде

Н0 = 2-^[^(/։ ?*)-/=  (6 а*)].
k-i кСледовательно (см. лемму 1.5)

/< C[VH (■]>;[- тс, тс]) +Ыс(_^)]. (31)В силу леммы 1. 1, п. а)Me (-z.wj^sup^ И,(Г(/, 5); [—тс, тс]Х VH(F; [—Тс, тс]։). (32)■Оценим Ия(|>;[—тс, тс]). Пусть {/я}«-1€ 2 ([֊ *]),  тогда
S — 1Ф (Л.) I < Е S ֊ I < (/=■; [- <]’)■ п=1 п Я_1 Й_ । п кОстюда, из (31) и (32), в силу замечания после леммы 1.2, (см. (5)) получим, что

1<CVH (F; [- *;  Тс]») < с- С (f, g).



О сходимости рядов Фурье 525Оценка (30), а следовательно и лемма 2.1 доказаны.Лемма 2.2 Если /(х, у)£НВУ, то для любого е 05.v. м (f, х, у)= ± j j /(х + t, у + s) dt ds + 0 (1)> (33> 
где о (1) стремится к нулю при IV, М-+ х> равномерно по (х, у) 6 6 [֊«,*] ’•Замечание. Из леммы 2.2, в частности вытекает, что для функций из класса НВУ имеет место принцип локализации: если /(х, у) —0 на открытом множестве £с[—", "]’, то х, у) ->—> 0 при IV, М—» зо равномерно на каждом компакте КсЕ. Этот факт для функций / (х, у) с условием (/ (х, у)) £ Е1 (— к, к), Иу (/ (х, у))£ 
^Е1(—тс, я) был доказан Г. Гофманом и Д. Ватерманом, однако до­казательство равномерной сходимости в этой работе неполное.Доказательство леммы. Имеем равенство

Sn.m (f, x, у) ■= — Л У + s) Av (О Ди (s) dt ds, (34}
где DN(t) = J sin (^N + t 2 sin — ядро Дирихле. Обозначив

g —---------֊. 0<|/1<тс, Я(0) = 0,2t4
мы находим, что

Dn (t) — S-in~ -|- g (f) sin Nt + cos Nt, t £ [— тс, it]
и, согласно (34)

тс*  SN. m (/, x, y) = J J f (x +#, у +$) dt ds

— кXif f / Z lx . X sin Nt sin Ms ,я .+ I /(x + 6y֊l-s)-------------------dt ds +
J J t s
-x+ J j №+(„+^^,«4 + «<М<хЦИ«

ж ж+ J J / (x + t, у + s) s—^ g (s) £:n A_ cos Ms 1л ds 4֊
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+ I |’/(x + 6 jH-s)5֊ Я (Osin M + y COS ds +

— Ж —ж+ f f /(x + t. У + s) p (0 sin Nt -b j- COS Nt I I g (s) sin Ms 4֊ 
—Ж —жIlf Г . i sin Nt sin Ms , ,4֊ — cos Ms di ds = J J f (x 4֊ t, у + s) $ dt ds -|-

4֊ V ]$M (x, y). r-։Остается доказать, что при р — 1, 2,---,5lim Jn.'m (х, у) = О л՛, .и—равномерно по (х, у) £ [—к, «J*.  Прир = 1, 2, 3, 4 это вытекает из леммы 2.1 (при соответствующем выборе функции g (t, $)), а при 
р — 5—из того, что коэффициенты Фурье сп. т (f) функции F(s, t) = 
f(x + t» у 4֊ s) g (f, s), где /(x, у) € V ([— it, к]’), a g (t, s) ограни­чена, стремятся к нулю при |п| + |тп| — °° равномерно по (х, у) £ [—ж, я]։ (см., например, [16]).Доказательство теоремы. Согласно леммам 1.4 и 2.2 теорема будет доказана, если мы покажем, что для произвольных <Х, «]’, е>01 С Г ZZ I л . \Sin Nt sin Ms — I f (x 4- t, у 4- s) —-------------- dt ds —

֊ ֊ S f (x ± 0, у ± 0) I < C S Ия(/; (x, х±г) X (у, y±t))+o (1), (35)
где С—абсолютная постоянная, о (1) —»0 при Щ М— со равномерно при <х> у)6[~ «Г- Неравенство (35) достаточно доказать в случае (4-4՜ )>т. е. доказать, что

о и

. , . sin Nt sin Ms ,, ,
У 4՜ s)------------------ dt ds —

t s—(x 4- 0, у 4-0) I < C VH (f; (x, x 4- s) X (у, у 4֊ e)).
Выберем натуральные числа n0 k0 так, что 2y»o֊lr<c<2no4-l_ 2*o-l  , - 2^4-1,

N N M ' ՝' ’ M ‘ ’Имеем (см. (33) при /=1) 
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ж» /= 1' [[/(, + /. y + s)-f(x + 0, y + 0)]Ŝ ^S-^-5dtds+o(l)=

J J t sо 0

6+ o(i) = £ 4 + o(i). P-։Нужно доказать, что
|/,|< с И« (/; (х, х + е) X (у, у + е) ), р = 1, 2,- -,6. (36)При р = 1 (36) непосредственно вытекает из леммы 1.1, п. б). Сог­ласно леммам 1.1 и 1.5 для любого з£[—«, к]

/(х + 6 у-Ь ։) —/■ (х 4-0, у + 0)
7/

sin Nt 
t

<С [ V< (/ (х+t, у+ s); (0, а)) 4֊ sup’| / (х 4֊ t, у 4֊ s)— f (x-f-O, у 4֊ 0)]( <
< С Vh (f; (х, х 4- s) х (у, у 4- е) ),откуда вытекает (36) при р — 2. Аналогично доказывается (36) при 

р = 3, 4, 5. Остается рассмотреть случай р = 6. Обозначим у (t, s) = 
=f (х 4- t, у 4- s) — f (x 4- 0, у 4֊ 0), тогда

4+1 я+1 
U * V - 

2Я.-2 2 4.-2 p •„ . ... .1 V V ( ( x Sin Nt sin Ms .. ,k= L L I ? {t, s)------------------- dt ds =Л—1 Ie— 1 J J t s
к n 
M՝ A*

И
*2 я,֊։ 2 k,-i

2' 2' Qnk(t, s) sinf sins dt ds, (37)
"1 4-1

о огде 2' означает суммирование только по нечетным значениям индек­са, а ( ? 4՜ s 4-А՜ \ // Н~ (и 4- 1) s 4՜ \
О и . ' М ) Т k N ' ~М~)

5> ц + п-) (S 4֊ кг.) (t + (n + 1) к) (s 4֊ Л")
/ t + пъ s4-(fc4-l)1t\ /*4-(п4-1) тс s 4՜ (к 4-1) к\----------------М-------) , Ч-------- N--------------------М-------- ) .(( + »«) (։ + » + J)։) ‘г (< + (л + 1)^) (։ + (4 + 1) =)Обозначим△/^/(и, v)=/(u4-A, v) — f(u, v), Лл’ f (u,v)=’f(u,v+h)—f (и, v),
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<2„4Л տ) = 1 Д(Цд(?«/ *+ -(<4- пк) (տ + к*)  н м \ М

տ + \ I
М )1 .(Ո / * + пК տ +(^Ч- 1) -

(է Ч- пъ) (տ + к*)  (տ + (к + 1)к) Я՜ \ М МI_____________________շ____________ шЛ + (п + 1) Ղ տ + *ւ\
(է + ո«) (Н^«+1)’)(« + (*+!) ’) л \ м )________________________л2_________________________ /Հ ֊յ՜ (ո + 1) ։ տ + \ + а+п«)(<+(п+1)«)(з4-м(5+(*+1н  \ ՝ н м >Следовательно, при (ք, տ) £ [0, к]։ (см. лемму 1.1)

’ г ’ Տ' Թ. ‘ ('. •)I < Տ ■ Տ ՚ I ‘1’ 4’ Т (-֊Հ1-
1

пк

+ տ՚տ՚^ л՛;1» 
.V

/ է + пп з + (& + 1) к' Л4Р’Р’Д- дстт Л+ (” + !) ж _տ_±±Լ\ п։Л йг \ Я ' М ), . 1 I /< + (п + 1)к տ + Խ \

Հ Ч па ка Г \ N ՝ М. )< И/, , (<р (Հ з); (0, в)«) + £ ֊2֊ 1/Հ? (է, Տ-±1հ±ՃԼՃ\; (о, е) V 
к ка \ \ М / /

+ Ս “ТТГ Мско,.)«) <С Ун (х, х + е) х (ք, у + е)). п. * н кОтсюда и из (37) получаем (36) при р = 6. Неравенство (35), а еле довательно и теорема, доказаны.
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 27. V. 19Տ5֊

Ա. Ա. ՍԱՀԱԿՏԱՆ. Սահմանափակ վարիացիայի ֆունկցիաների ֆուրյեի կրկնակի շարքերի զու- ցամիտոլթյան մասին) (ամփոփում)

Հոդվածում սահմանվում է սահմանափակ հարմոնիկ վարիացիայի ֆունկցիաների դասր եր­
կու փոփոխականի ֆունկցիաների համար և ապացուցվում է, որ այգ ղասի ֆունկցիայի ֆուրյեի 
յարրը զուգամիտում է Պրինգսհեյմի մեթոդով ամեն մի կետում, որտեղ գոյո,թյուն ունեն, 
ք (^՜ -1— ,Ձ _Լ 0) սահմանները, ընդ որում, զուգամիտությունը հավասարաչափ է, եթե 

ֆունկցիան անընդհատ քւ
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A. A. SAHAKIAN, On convergence of double Fourier eerie» of function» 

of bounded harmonic variation (summary)

Convergence of double Fourier series of functions of bounded harmonic variati­
on In any point where f (x + 0, у+ 0) exists is proved. The convergence is uniform, 
when f (x. y) is continuous.
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