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ПОЛУПЛОСКОСТЕЙ

1 (а). Обозначим через С՞ и Кл (гдеп^ 1 любое) обычные коорди­
натные пространства комплексных и действительных чисел соответствен­
но. Кроме того, при произвольном п 1 пусть

П|=|ж = (г1։---, г„)^сп, 1тг,>0 (1<;<п)) (1.1).

обозначает декартово произведение полуплоскостей в С", а

R՞ = = Уп)^Ъп, У1>0 (1<у<п)| (1.2)-

обозначает декартово произведение положительных полуосей в 

R”. Далее, для ^=(х1։ •••, гп) £ С՞ мы часто будем использовать сле­
дующие сокращенные обозначения:

г = х+ (у, (1.3).
где х = (х1։- • •, х„), у = (у1г-• •, уя), Х1=ху+ {у}(1 < у <п),

х = г-е% (1.4)
гДе Л=(г1>'''» г")> ’ ■>?«)» е‘(1 ■С/< п). Договоримся так­
же, что если х = (*1, -*, гя)£КЛ или г = (Г1,-• •, г„)£К՞, то

dx=dx1^^^ йхя, dr=dr^■ ■ • drя. (1.5)

Пусть р£ (0; +оо). Обозначим через Нр (П") и Ср (П՞) прост­
ранства голоморфных в П՞ функций /(я) =/(«!,•.., 2л), для которых

Сс \1 /Р
1/(х-Ь й)|р</х) <-|-оо (1.6)

яЛ /
и соответственно

!" /(г‘е /?)| Р</г)։/< + (I-7)'

В данной статье анонсируется следующее основное утверждение 

Нр (Щ.) = С'’(Пи рб (1; + оо) (1.8).

и намечается краткая схема его доказательства.
Отметим, что эта важная теорема впервые была установлена М. М. 

Джрбашяном и А. Е. Аветисяном [1] для р = 2 и п = 1, затем С. А. Ако-



Характеристика классов функций 505

пяном [2] и А. М. Седлецким [3] для р (- (0; + °°) и п = 1. Позже эти 
результаты были повторены в работе А. Б. Кевички [4], где равенство 
(1.8) вновь было доказано для п. = 1, но другим методом и лишь для зна­
чений р (1; + °°). Предлагаемое нами доказательство утверждения 
(1.8) проводится способом, сходным с тем, который применен в работе 
1.4]. Отметим, наконец, что только ради упрощения записи изложение в 
статье проводится для П — 2.

(б) . Введем необходимые для дальнейшего обозначения

П+ = {г6С, 1тя>0], П_ = {г£С, 1тя<0|. (1.9)

В этих обозначениях будем иметь П+= П+, П+ = П+ X Щ. Ядро 
Пуассона для Пл. определяется формулой

Р((,у)=֊----- ------------- - ------- , (2.10)* * *? + У։ к + 1

тде ( = (/1։ £2) £ R3, у = (у։. У։)£К+-
Далее, если у= (у1։ у։)С^т> то договоримся писать у -» 0, если и 

ух— 0 и уя—0. Кроме того, полагаем всюду дальше, что р6(1;+°°)- 
в). Справедлива следующая теорема, все утверждения которой в яв­

ной или неявной форме содержатся в монографии [5].
Теорема 1. Пусть /(г) =/(х 4֊ гу) £ Нр (П+) Тогда՛.
1’. Для почти всех х£Я։ существует предел

Пт/(х+(у)=/г(х)6^(К։), (1.11)
у-0

П0Ц ЭТОМ

= Нт Г|/(х + гу) - Р (х)Г <1х = 0. (1.12)
- у-*0 I

R3

2°. Имеют место формулы

1 Р(1г, 12) <Иха1г = га)> (г1> *։) 6 П+ х П+
<2к/)2.] ($» —«О •(<! — *») (о, (я1։ г։)6П+ХП_иП_ХП+иП-ХП_,

(1.13)
/(г)=/(х + /у) = ^РЦ)Р(х — /, у) Л, я£П2+. (1.14)

R’
2 (а). Введем новые обозначения. Пусть для / = 1, 2

ду=(я/с, гу^=о, е?1<Аггя.<ел| (2.1)

•суть угловые области,а Ду-= СД; (/= 1, 2)— их дополнения. При 
этом предполагается, что 0<8р—6/1Ч^2'к 2). Обозначим че­
рез С (ДхХ Дя) пространство голоморфных в ДхХ С՜ функций 
/(я)=/(я1։ я2), для которых

С
 Г՝ \ 1 ,Р11/(г-е/,:)|Р4/г ) < + (2-2)
) /

R* . 
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где <р = (?1> '₽»)• Таким образом, при специальном выборе Дх и Д։ бу­
дем иметь бд(Д1ХД») = С'(П^).

б) В дальнейшем нам понадобится следующее полезное утверж 
дение.

Лемма 1. Пусть /€:^Р(Д1Х^2) и пРи 2 ։ 0р < в/1 8Л 
6д. Тогда существует положительное число Л/<^ 4՜ сс> завися­

щее лишь от выбора е7ь еуг и такое, что։

(г1т։)1>.|/(г1е'т‘, г^')\<М-\^р (2.3>

при всех 0 < гу < -4- со, ед < < ер (у = 1, 2).
Доказательство. Рассмотрим функцию

Г(ш1։ = е”/₽•/(«’*. в*). (2-4>

где 0л<^1тшу<0>2 (у = 1,2). Тогда Р, как функция комплексных пе­
ременных ю։1 и)г голоморфна во всей области своего определения, 
при этом

„ БиР ( + «’)!'’</«) =ШОР<+оо> (2«5>
Яр »,1<Ь1<.»д\ .) / аР

R'

где «/у = Иу + гиу (у = 1, 2). Но для таких функций справедливо сле­
дующее неравенство (см. [5]):

4֊ ш։, и։ Н-гё9)К Л4 • (2.6)-

п ри всех — °° <С <С + °°, е;1 С V/ < ®у։(/=1, 2)- Переходя в (2.6) об­
ратно к функции получим нужное неравенство (2.3). На этой лемме осно­
вано доказательство следующей теоремы.

Теорема 2. Если (ДхХ Дг), то
Ф*т6^(К+) (к, 

1°.
т=1, 2), такие, что։

2°.
8Ф*.Ддр < |/|1оР (&, т = 1,

существуют

2),

функции

(2.7

1 у Г( — 1)*+'71-е'°1*-е1>2'п-ФдД| (г,, г8) бгг<1г2 
(2 тс/)։ к, т—\ ,) (г^'9**— г,) • (г«е/в2т — г2)

Л

( *։), (х1։ 2։)6\Х дг (2.8)՛

°> (г1. *я) <6 Дх X Дг и Д1 X Д։ II Д* X Дг.

Доказательство. Так как Сд(ДхХ Д»), то найдутся после­
довательности и {9^}Г=։ (у = 1, 2), такие, что:

1) 0д I 8/1, 6>2 Т в/2, при п-* оо (у = 1, 2), (2.9).
2) при к, т = 1, 2 существуют

(/0я /Вп \
гге 1к, г2е 2т^ = Ф4т 6 Л/(Я+), . (2.10).

где пределы понимаются в смысле слабой сходимости функции в простран­
стве 2/’(Я+). Покажем, что функции Ф4я1 и являются искомыми. Пусть,.
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например, г’)£Дх;/Дг (остальные случаи рассматриваются
аналогично). При / = 1, 2 окружим точками г”, специально подобран­
ными контурами Г/ и запишем обычную интегральную формулу Коши

/(*?,
1 ( /(•»!> 'ч)

(2«0։.) Сч֊«?НС,֊4) ' 
г,хг,

(2.11)

Специальным образом расширяя контуры Гу., в правой части (2.11) со­
вершим предельный переход. Если при этом воспользуемся леммой 1, соот­
ношением (2.10) и тем, что /£ (ДхХ Д»)> то получим формулу (2.8).

Замечание к теореме 2. Если р=2, то в качестве функ­
ций Ф*т (к, т = 1, 2) можно взять остовные граничные значения ис­
ходной функции /, которые существуют.

Следствие. Если (П^.), то существуют функции ^>кт 6 
ч Ьр (Я+) (к, т = 1, 2), такие, что

Г. т = 1, 2), (2.12)
2°. 

1 \т Г_ Ф»ш(Гц г3) (1гг(1г,__________
(2«0’*.^-> 3 [(֊1)‘+1.Г1_г1Н(֊1)"+։.г։֊г։] ~

*։), (г1։ г։)£П+ХП+
(о, (яр г։)бп+хп_ип_хп+ип_хп_. (2.13)

■(в) Теорема 3.1°. С (П2+)сЯ' (П2+), и если О" (П1 ), то 

В/1//Р ■< 4 • \j\gp.

2Г ЯР(П2.)с СЧП’+), и если КН'^.то ИО,<А’-И .где 
иг н"

+ •*
л 1 1՝ 31П Ф Л , ..Ар= зир-----| —-----------------1-----------------< 4-а>. (2.14)

0<¥<к к |5|1/р. (1 4- з1—2$.СОЗ<р)

Доказательство. Если /£СР(П+), то воспользуемся след­
ствием из теоремы 2, гарантирующим существование функций Ф*т(; 
6Г(К2+) (к, т = 1, 2), удовлетворяющих (2.12) и (2.13). Тогда не­
трудно построить функцию Ф^£₽(Я+), обладающую свойствами:

|ФЬ<4|л0р, (2-15)

1 (* Ф(^х> __ //(^1> (^1> ■21)€П+Х п+ «2
<2^)։,1 (<։֊х|).(1։֊г|) (0, (г1։ с։КП+ХП_иП_ХП+иП_ХП_/ '

R’

Из формулы (2.16) следует, что

/и)= Ф(0.Р(*-«, у)^, г = х4- /</€П2+. (2.17)

R’

Пользуясь затем свойствами свертки двух функций, из (2.17) получим
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(Г|/(х + ф)1/>^)1РС|Ф(0|£р Р(6 А.^4’^ОР- (2Л8>

R* 
2

Переходя в левой части к sup по всем у £ R-+, получим, что 

кШ) и 4-||/Ьр.

Пусть теперь/е//₽(П։+)и F(x)er(R2) является граничной 
функцией для / (см. теорему 1). Тогда

I/WK J'jF(0|-P(x-f, y)dt, z^x + iyk^\- (2Л9>

R>

Если в обеих частях (2.19) положим z=r-e'4 и затем в правой части, 
сделаем замену переменных <։=ri-s1։ G=r»-s։, то получим

|/(re'»)|< [iFOvSp r2ss)|c+($), s = (s1։ s2), (2.20}

R* 
где

(S)= JL_______’ll?!___________ »in K-dS1dSi__ . (2 21>
г.г 1+s?—2s1-cos?1 1+s?—2s։-cos4>։

Применим к (2.20) обобщенное интегральное неравенство Минковского:

Q’|/(re'‘)|pJry/P< pp(s)| [ ^(rrSp r,'S։)|/’4r|1 (2.22)

• R2 «* R2к+ *+
Из (2.22) легко вытекает следующее неравенство:

<+($) 
IsJ'^lsJ1"

( )’ |/(ге'Г^)1Р<Ю^ f 

в2 R*“+

(2.23)

Переходя в обеих частях (2.23) к sup по всем ։=(<р1, ®2), 0<^»у<2
<К (/=1, 2), получим, ЧТО /£б'/’(П+) и при этом

Шор՜^- ^р'ИИлр—^р-И«р- (2.24)

Теорема 3 доказана. Мы уже отмечали, что ограничение п = 2 сделано 
лишь для упрощения записи. Поэтому окончательный результат таков:

Теорема 4. Для любых л>1 u (1; + оо) /+’(ПХ)=СР(П+). 
При этом для произвольной функции f £Нр(П՞) = Gp (П՞) имеют 
место оценки

1Я/Р < 2я • Wop, Wop < АПР • Wz/p- (2.25)

В заключение выражаю благодарность академику АН Армянской ССР 
М. М. Джрбашяну за постановку задачи и руководство.
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