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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ РЕГУЛЯРНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Изучение вырождающихся уравнений начато в работах Трикоми, 
Холмгрена, Геллерстедта, Франкли и других авторов. В дальнейшем изуче
ние таких уравнений было развито по разным направлениям.

М. В. Келдышем в работе [1] получены теоремы существования и 
единственности для решения задачи Дирихле для уравнения Трикоми с 
младшими членами. Отметим также результаты К. И. Бабенко, А. В. Би- 
цадзе, С. Г. Михлина, Л. Д. Кудрявцева, М. И. Вишика, О. А. Олейник. 
Краткие очерки об этих работах и историю вопроса можно найти в книге 
[2] М. М. Смирнова. Вырождающиеся эллиптические уравнения высших 
порядков изучены в работах С. М. Никольского и П. И. Лизоркина [3], 
Дж. Дж. Кона и Л. Ниренберга [4], М. С. Бауенди [5], М. И. Вишика и 
В. В. Грушина [6] и других. В отличие от работ [4] — [6], где рассматри
вались «слабо» вырождающиеся уравнения, в работе [3] рассматриваются 
«сильно» вырождающиеся уравнения.

В дальнейшем эти результаты развивались по разным направлениям 
(см., например, [7] — [9]). .

Настоящая заметка является обобщением результатов работ [3], [6] 
для задачи Дирихле общих регулярных уравнений и для задачи типа Ди
рихле полуэллиптических уравнений. Регулярные уравнения введены и 
изучены в работах [10] — [12] и других.

§ 1. Определения, обозначения и постановка задачи

Пусть Еп, — п-мерные евклидовы пространства. Обозначим 
через Еп множество мультииндексов, т. е. векторов а = (ар•••,(։„), где 
а/ (։ = 1 »•••, л) — целые неотрицательные числа. Если х £ ЕП, $ £ Ея> 

■а С Е^то положим х* — х? • • • хп", ;’ = ?*' • • • «л՞, 0*=— —— > к =
I Охк

= !,•••, л, Опп. Пусть имеем набор мультииндексов
(**>• ••, Л

Определение 1.1. Характеристическим многогранником (х. м.) 
для данного набора мультииндексов {а')?, назовем наименьший выпук
лый многогранник в Еп, содержащий все точки (а')/.

Определение 1.2. Многогранник Ы назовем вполне правиль
ным (в. п.), если а) Ы имеет вершины в начале координат и отличные 
от нее на каждой оси координат Е%.
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б) координаты внешних нормалей всех (п 1)-мерных нсксорди 
натных граней положительны.

Пусть 14—вполне правильный характеристический многогранник на
бора {«'П-1. Ж= а,։ = 0). Пусть ЯК?՜2 ֊ (п - 2) ֊ мерные грани-
(л— 1)-мерного многогранника ЯК с внешними нормалями , норми
рованными так, что уравнение (л—2)-мерной гиперплоскости, прохо
дящей через грань ЯК"՜2 можно записать в виде (р*, а) == 1 (' 1»---,М).

С каждым вектором р' свяжем вектор 3' = (°1> • Зл-1). где О,
/ = М, /=1,---, п-1.

Рассмотрим оператор
Р(х„, Л) = Ро (хя, Л) + Л (Л) = V а. Хпа & + сеД а. (1.1)- 

°1 ЯК

где /а = шах (3',а), а։-произвольные действительные числа. 

Предположим, что для точек а£ЯК". 'тах(։,8 )=(51։, а).- 

Многочлен
Р (хя, 5) = Ро (х„, Е) + Л (Е) =£ а, х'< ?«+ X а, Г <12> 

"е\ЯК “б^хиК

называется характеристическим многочленом оператора (1.1).
Обозначим через 14/* (7=1,-• /И*, Л = 0,1,--, л — 1) А-мерные 

грани многогранника М.
Определение 1.3. Вполне правильная грань Г4" многогранника 

М называется регулярной (невырожденной) в точке хп > 0, если для 
всех точек ։ 6 = [;, Е 6 R,,, ••։„=£()}

Оператор Р(хп,;) называется регулярным (невырожденным) в точке 
хп > 0, если все в. п. грани характеристического многогранника Ы ре
гулярны (невырождены).

В. П. Михайловым в работе [1] доказано, что если многочлен 
(1.2) регулярен в точке хя>0, то а) вершины многогранника Ы име
ют лишь четные координаты, б) существует постоянная т = т (х„) *>0 
такая, что

Ы ДО у
I՜1 х р.“'1<|Р(хя,$)|+1<7 2|Г|. (1.3)

У-1 7-1
Вместе с оператором (1.1) рассмотрим оператор дивергентного вида

Р (хя, £)) и = £ (_ 1)1« Я։ ^9 +
“•₽<=ЯК

+ 2 (֊1)|31а^+?и.-

Будем предполагать, что оператор (1.4) регулярен в следующем 
существует постоянная А > 0 такая, что

(1.4)>

смысле-
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X а.?х£+НЪ + 2 <мМ>>2х"«а, (1.5)
<*ЙХ ?ек.^хЗК ’

где ^—действительные числа, отвечающие векторам а, /, =0, а£Н/ЯХ. 
Пусть (0, • • •, тп) £ N—вершина многогранника Ы, /?Л = [х, х £ /?„, хЛ^>0}, 
/^/.г(/?л). Рассмотрим краевую задачу

Р(хЛ| и (х), х„ > 0, (1.6)

£>'и|жя-о =ф< (х')> г = 1,---,/п, х/ = (х1>-• хл_։). (1.7)

Опишем пространство, где будем изучать задачу (1.6), (1.7).

§ 2. Пространства Н(П ,։ Г} (В.п_^, (/?+) в их свойства

С помощью множеств ЯХ, И и чисел о’(/ = !,•••, М) определим 
следующие функции:

Л де ($', х„) = (X '2 • (2.1)

где /, — шах {а, йг), г = 1,-••,//),

ъъ 3«я-1
>!'* Р-2)

•лл>" «ьди

Для любого вещественного числа з обозначим через ։ (Х։_1)

множество обобщенных функций и £5' (/?Л_| ), преобразование Фурье 
которых являются функциями и для которых конечна норма 

՛ / с - \1/2
м.Ка.>= I <м>

Й-,

Пространства Н(ди - )(/?»-։) в изотропном случае изучены в работе 
{6], а в общем случае они являются частными случаями пространств 
-В*(/?Л-1) Л. Хёрмандера (см. [13], стр. 54), при соответствующем 
выборе весовой функции к (г').

Определим также пространство как совокупность тех

и £/.2 (Кп), для которых конечна следующая норма:

|«1кч=( | | (рди, (И + /«эх +

о

В эллиптическом смучае пространство H(ti (^Л) совпадает с изотроп
ным пространством H(r 6) (R+), изученным в [6]. Из свойств простраи 

■ств непосредственно следует
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Лемма 2.1. Функции из Gù (Rn) плотны в //(N. л) (^л)- Здесь 
через Со (/?; ) обозначено множество бесконечно дифференцируе
мых в Rn функций, равных нулю вне некоторого компакта. 
Следы функций и из пространства H։n, ։) (•/?« ) на гиперплоскость хп = 
= 0 удовлетворяют следующему соотношению.

Лемма 2.2. Пустъ «и = (0,-• -, т) 6 <?'N- Го։да лля *юбо'° 
и € Cû (Rn) отображение

и -* D՝n и (х', хп) |-гя=п > г = 0.1,- • - , т — 1 
ограниченным образом распространяется по непрерывности из 
h<n, »>(/?:) в . (Rn-г ).

«. 1/т (т-1- —>

Доказательство. Сперва докажем, что для любого у; 0 
<у-<т—1 и v^Cô (RÎ՜) существует постоянная С”>0 такая, что

со

|£)уи(0)|։ <с( | |ü(0l2^+ | \ Dm V (t) dt\■ (2.5}
О il

Действительно, пусть v^Cô (R*)t Y € Cà (Rj)> Ч* (0) = 1»
<p (t) = 0 при |f, > 1, |£)' v (t) | <.CZ. Тогда v <f £ C“ (/??).
Из формулы Нютона-Лейбница имеем

1

D'v(0) =<f(0)DJv(0) ֊ <f(l)DJ'v(l) = | D(<? (t) DJv(t))dt = 

0

1

= | [ D'+1 v (t) <p (t) + D <p (t) D1 v (t) ) dt. 
о

Отсюда получаем

|D4(0)|’< | |D'v(0M + j |£>/+Jv(#)|։^V (2.6).

0 (1

Используя неравенство (см., например, [14])
** *** со

Д ) |‘|Р'%(01։л+ f|v(f)|’rfA
° о о '

для функций uÇCo (Ri) получим неравенство (2.5).

֊Применяя неравенство (2.5) для функции и (;', х„), при и (х) Ç. 
CÔ (Rn), t = Xn (p(5æ -)(î/))։/m, получим

рж.Г । « (*'» °) is< с( j p;g {։ G') i « ($', x„)i։’rfx„+ 

ô
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™/-(П|£)-в(?',Хл)Р<Лг,

о

Отсюда, умножая обе части полученного неравенства 

и интегрируя по К„-1, имеем

1 
,2—я։ 

на МК.։,

р2'т(т—/—1/2) (Г) | д/ ~ (У 0) |2 & 
(ЗИ. 4)

<с( 1՜ [’р(ЯИ.։)(Г)|ц(;/,Хл)|։</хя^,+ 

о

+ 1՜ у I £>ят « (V, хя) Р</хл </;' < С|4и. 4). 

о
Лемма 2.2 доказана.

Следующее предложение показывает, что пространство Н(/?^) 
(-1л. 4) 

можно определить непосредственно без применения преобразования 
Фурье.

Лемма 2.3. Пусть и £ А2 (/?+), тогда и £ Н(ы, 4) (7?п) тогда и толь
ко тогда, когда конечна следующая норма:

|*4 (И.«) = |“1, г +\+ X , +\ + 5 ЙХЯ^’М£ г +•. (2-7) 
£։(^) обИ/Ж £’(«Я) аеЖ 44)-

Доказательство. Покажем, что из конечности ОмЯ(м,«) следу
ет конечность Ци||'(н, 4). Применяя равенство Парсеваля, из (2.7) полу
чим

Св|Г(М.4)=/ Г | (1 + £ £/2։хя'։ )|и (5',х?։)|։</хяЛ'4- 
\ 3 .՛ «еж 

<1 

-о а

+ У |В*' • • • и (Г, хя) р <1Хп < ВиЬ. ։).

Покажем обратное неравенство. Для этого достаточно доказать, что для 
некоторой постоянной С > 0 выполняется неравенство

Лд^ (։', хп) [ и (В7, хя) Р дхл +

Полагая I = хп б)(«'), имеем

(2.8)
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- / (;,>/)-

₽<аи.ч(Г) |и(?',01*<«< с(] ՛------ — |и(Е',01’^ +
9 О (ЯК, 4)

о

Оценим член Лэд (Е'։ О/Р(где ;) (П:

/2« /2'«

.яр .. ՝’ >

Рассмотрим вектор

’ р^н+։ (£')

,,«Н с

где л1 £ Ж (։ = !,•••» ;У). Очевидно, что если положить р-=2(1//.1+։, • • - 
•••»1/^+1). то Н—расстояние: р>(т)==1 (см. [14].’ Следовательно, для- 
Любого Е' Яп-1

’еЖ р2(*«4-1)(ЕП С|”
(ЗХ.«)к

и окончательно

. р(Ж.։)(е') ) ^\с0, />1.

Таким образом, доказательство неравенства (2.8) свелось к доказа
тельству неравенств

>0= тах
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Так как и^Со (Р1 ), то первое неравенство следует из оценки Пуан
каре-Стеклова, а доказательство второго см., например, в [14], стр. 128. 
Лемма 2.3 доказана.

Лемма 2.4. Пусть < з։, тогда для любого компакта 
К с /?я_1 оператор вложения

А (К) П (Рл—։ ) , ։ (^л-1 ) является вполне непре

рывным. Здесь А (К) ={и; и ^(Ря_։). зиррисДГ].

Лемма 2.5. Пусть а £30?, и£Н(ц.г)(В'„). Отображение и-* 2>
•определяет ограниченный оператор из //(н.?.) (7?л ) в £»(РЯ). 
Доказательство следует из равенства Парсеваля.

§ 3. Задача Дирихле для вырождающихся регулярных уравнений в 
полупространстве

Рассмотрим оператор (1.4), для которого выполняется условие 
(1.5). Из леммы 2.2 следует, что для любого у, О -Су т — 1 функ
ция и (х) £ (Вп) имеет след, который принадлежит пространству 

^3)? 1 (т / 
д-1.-. — (т-1—-) Ш I

Е (/,?)= ГЕ а,9х։.'+19 П'/П?'Р(/х +

Пусть функция Ф £Пн.6) (Вп)- Обозначим черед Жф класс функций 
и 6 Мн.л, (7?л ), имеющих те же граничные функции, как и Ф, т. е.

ДМг„-0 = ^Ф|хя-0, у = 0,1,-.., т-1. (3.1)

Так как для любого у, 0-Су < т — 1, 1 ։ (Ря_։) с
Ул, 2. т (т~'— • • т т

с/.2(/?я_|), то граничные функции (3.1) определены почти всюду. 
Положим 2)?0 = ЗХф, если Ф = 0.

Определение 3.1. Для любого /:^£3(РЯ) слабым решением 
уравнения

Р(хя,£))и = Г, (3.2)
удовлетворяющим условиям (3.1), называется функция О £ 30? ф такая, 
что

ГЕ а„зх/'։ + (з£)а I) Г)9у бх-^- 
3 «ж п

+ ( Е а։?Д’(//)^</х=С (3.3)
абИ/ 30? J

/?+ 36м /?+я я

для любого и£50?о.
Обозначим (см. [15])
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+ Г X a.^D'fD^dx, EU) = E(f,f).J .ек|Ж
Rn^N

Лемма 3.1. Для функционала Е ([, ф) справедливы соотношения

i£(/.?)i<%։w+)hk.w+)> (3-4>-
/> Л

E(f)>CiffN։,ut,). (3-5)

Доказательство. (3.4) непосредственно следует из определения 
функционала Е ([, ср), а (3.5) следует из условия (1.5).

Из леммы 3.1 вытекает, что для некоторых постоянных С։>0, С.>0

СМ, г (/?;> <1/1, + W1 < ОД. «(/?;) • (3.6)

2 (/•՝, П = 2 (F, f - Ф) + 2 (F, Ф)< А. р/ ֊ Ф) |Ч
Л- ЪУ

+ 2 С W 4- 2 (F, Ф) < 1Е (f - Ф) + 2 С J/f + 2 (F, Ф). (3.10).

Вычитая (3.10) из (3.9), получим

£(/)-2(Г,/)>֊(£(Ф) + 2С|1/:(*-U2(F, Ф)).

Следовательно |/| -j- E(.f)' 2 можно рассматривать как норму в прост, 
ранстве HN.

Теорема 3.1. Пусть оператор (1.4) удовлетворяет условию (1.5). 
Тогда существует единственная функция U £ ЯКФ, являющаяся решением 
вариационной задачи

min [£(/) -2 (Л/)] = E(U) — 2 (Г, U),
Л (3։7)՜

(F, v) = J Fv dx.

Функция U является также решением вариационной задачи

Е(и,у) = (Л,»), (3.8)՛
Следовательно, теорема 3.1 (равенство (3.8)) доказывает существо

вание и единственность слабого решения задачи (3.1), (3.2).
Доказательство. Из линейности и неотрицательности формы 

Е (() имеем

Е(/) = ֊£(/֊ Ф) + ֊֊ E(f + Ф) - Е(Ф) > | Е Ц-Ф)-Е (Ф). (3.9).

Если теперь 9К ф, (/?+)< °о, то (/—ФКЗК0. 
п

Из неравенства аб < — а2 + s и (3.5) имеем
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Следовательно, функционал Е (/) — 2 (F,f) для любого /£ЯЯф ограни
чен снизу и

inf [£(/)֊֊ 2 (/,/)] = </ (-oo<rf<+=°). 
/(;ЗКф

Существует минимизирующая последовательность функций fn 6 ЯКф,. 
для которых E(fn)—2 (Е, fn) = d -f- sn, ~n~*0 при n -*• oo.

Так как (/я+/m)/2 г ЕКф, то

Е (f„ - fm) = 21 Е (fn) -2 (F, f,) ] + 2 [£ (fm) - 2 (F, fm) ] -

- 4 [ \ _ 2 Л /«_+/'"_'j | (З.Ц).
\ 2 / \ 2 J J

<2(</+eft) + 2(</+sm)-4</->0 (n, m-»oo).

Отсюда

I/л—/т|*4։(Л*) E (fn f m) -* 0.

Из полноты пространства H(n,г)(Rn) и неравенства (3.6) следует 
существование функции i)(Rn ) такой, что

|(7 — Л|/., (/?+) + £ (6/֊ fn)'12 ֊>0, п֊>оо.

Окончательно получим E(U) — 2(F, U) = d.
Докажем, что U£ Е0?ф. Для этого оценим

ID' Ui.,-. - о՛. Ф|,,-։|£, ֊1D' (У - Ф) -

= |D.' Щ-М 1,„.о <|D'((/-f>llx J.
/п 2

< С|| U — /Ди,») -»о.

Следовательно D'n v ir„=o = D'n<t> |лЛ=о п. в. и равенство (3.7) до
казано. Докажем единственность функции U. Если существует другая 
функция сД^ЕЙф, для которой имеет место (3.7), то заменой в (3.11) 
fn,fm> на U, иг получим E(U—£/t) = 0. Следовательно, ||6/—I/J/l,— 
= 0 и U (х) = (х) п. в.

Для получения (3.8) заметим, что из (3.7) следует

min[£(£/ + ).«)—2(Г, U+lv)] = E(U)-2(F. £/),Vu^3JJ0- (3.12)՛

Из (3.12) и определения Е (u, v) имеем
E(£/,v)-(F,u) = 0,

Теорема 3.1 доказана.

§ 4. Вырождающиеся полуэллиптическне уравнения с общими 
начальными условиями

Пусть ■*!,-••, "bi 6 четные числа, р = (рг,• • ■, ря) =(—>• • •, — V
Vi
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4>s։> • • • > O/I-! > о, £, = 0/4֊ Р/ , ։ = 1,-• Л — 1, £л = !*я.

Рассмотрим оператор
Р(гя,£>) = Р0(хя. D) + Рх(£>), (4.1)

где
P0(x„,D) = S а,х'’£)’, PAD)= X a,D-, 

(Г. «)<։

a а* действительные числа.
Будем предполагать, что для любого хп > 0 оператор (4.1) полуэллип- 

тичен, т. е.

Р°(х„Л)= X aax/.S'^O, V?;S¥=O, 5 6Р„. (4.2)

(g, •)-/«-։

При п>2 это означает, что для любого хя^>0 и урав
нение Р°(хп,г) = 0 имеет ровно v„/2 корней с
Предполагается, что при п. = 2 это условие опять выполняется.
Вместе с оператором (4.1) рассмотрим граничные операторы

Bj(D) = Е b).D\ j = !»•••» vn/2. (4.3)

Пространства, где в дальнейшем будут рассматриваться краевые задачи, 
являются частным случаем пространств, определенных в § 2. Опишим их. 
Положим

(я-х ։ \1/2

/-1 /

При хп = 0, Лц (;') = ри (?').

Как и в §2 для любого 5 определим пространство //(??։,(/?л-х) как 

•совокупность тех обобщенных функций и £ 5'(/?я_ ։), для которых V (;') 
.является обычной функций и

!<„-( У ^<О1։(1 + |Г|../</!')՛'’< со.

Введем также пространства//'^(Р^) как совокупность тех 

ш££։(/?я), для которых О'п и (։', х„) при всех /, 0 </ < V., являются 
функциями и

, ’я г г7
М(1,։»= X ] ] (1 + + ли(։.',хя) у х

о
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/ ! О՞ и (։', хп) ։* бхп б¥<^ж. (4.4)■

Справедливы следующие леммы (доказательства см. § 2).

Лемма 4.1. Со ) плотно в пространстве //а?о)(Я«).
Лемма 4.2. Для любого /, 0 -< у < — 1 отображение

и — Эпи (х՛, 0), и £ Со (Яп) по непрерывности продолжается до ог
раниченного оператора из в пространство Н{՛։ 1 (/?,_[).

(։-и+т>ля)

Лемма 4.3. Функция и££2(Я„) принадлежит тог
да и только тогда, когда Сп'п и Хп‘1' О? и^£2(Лп) для՛
всех г. 1 < г -< п —1. Норма

К« -(К.«*»+։Д?<.«п+2 <*■' *' °1։ <<«+>)” <4-5> 

\ п н п /

'1 н(и-) эквивалентна норме
Лемма 4.4. Пусть число I и мультииндекс а удовлетворяют соотно

шениям

(?>а) —!'<։<(«.а) — (».|0. (4.6)-

Тогда отображение и —» хп ПТи определяет ограниченный опера
тор из //(!?«) в пространство £։(7?я).

В дальнейшем мы существенно используем свойства обыкновенных 
дифференциальных операторов с медленно изменяющимся коэффициента
ми (см. [6], § 3, [16] ).

Рассмотрим на /?+ краевую задачу
2т ,

Р(Л<)и=£а;Д; и(<)=Д<), *>0, (4.7)«

£Уи(0) = яу, у = 0,1,-• •, тт։ — 1, (4.8)

где /бДДЯГ՜), £ = (£1.• • •> бт-г) Ст, Си —тп-мерное комплексное- 
пространство. Тогда известна слеующая

Теорема 4.1 (см. [13], т. 10. 2. 1). Если уравнение Р(?) —0, 
где Р(£)— характеристический многочлен оператора (4.7)՛ имеет в точ
ности т корней с 1т ; > 0 и не имеет действительных корней, то опе
ратор Ао: и -> (Р(Ру) и, £)' и(0), / =0,1,- • •, т — 1) определяет огра
ниченный оператор из Н2„, (Я1+) в £2(/?1՜) X Ст с обратным оператором. 
Л՜1, и для любого 6^>0 такого, что к = 1,--',т сущест
вует А > 0, что

, /т—1 \1/։
!А0֊ЧМ)|,т<Л(||Д։+( |а/ )

Ху-О /

для любых (/, я) €: ^>2 (^1+) х Ст.
Это означает, что для любых (/, я) £ Ьг (Л?) X Ст задача (4.7),. 

(4.8) имеет единственное решение из класса Н1,п (Л։՜) и
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. ,т-1 \1/։ \
2 ю1 < А (։/| + ( Е 1?>1’) )■

Для изучения существования и единственности решения задачи с пе
ременными коэффициентами применим метод работы [6].

Рассмотрим оператор (4.1), для которого выполняется условие (4.2).

•С каждым оператором (4.1) рассмотрим Ш = 4 граничных операторов

£/(£)= X Ь^П՝, (4.9)

где 5/(В) ^-однородный порядка с/у<^ 1, т. е. -5/(ая' -։>'՜'? л*Гя?п) = 
-=^5У(В։, •••,?„).

Рассмотрим в Кл краевую задачу
Р(хя,£>)н(х)=/(х), хя>0, (4.10)

5/(£>) и(х) =<р/(х՜), хя = 0,/=1,-■ т =—. (4.11)

Пусть задача (4.10), (4.11) удовлетворяет следующему условию типа усло
вия Лопатинского (эллиптический случай см. [17], [18], полуэллиптиче- 
окий случай см. [19]): на задача

Р(хя,В',Ря)и(хя) = 0, хя>0 (4.12)
В/ (;', Оп)о(хя) =0, Хп = о, 7 = 1,- • ՛, тп (4.13)

ни при каких ?,=7=0, В'^/?я_1 не имеет решений в Нъп (/?1+), отличных 
•от нуля.

Определим пространство Н как прямое произведение

Н=£,(Х.+) X П<(„-^))<*->•

где норма дается формулой 
т

КЛт)1-1Л + £1ц,_(^^)).

Рассмотрим отображение А: и—(Р(хя, £)) и, В) (£)) и, хя=0,у = 1,- • -,т), 
Из лемм 2.2, 2.5 следует

Теорема 4.2. Ао определяет ограниченный оператор из 
•Д% (/?«) в пространство Н.

В Я։ рассмотрим уравнение

Р(хя,В',Д,)«(хя) = 0. (4.14)
Теорема 4.3 Пусть для оператора Р(хя>£)) при хя]>0 вы

полнено услози?. полуэллиптичнэсти. Тогда для всех = 0, £ /?„_1 
у

размерность М;- равна т^=—. В Ы;՛ можно выбрать базис 4,(;л,

-*«).••■. фт (В', хя) такой, что функци-л Оя ф* (;*, х,) при всех к, 1<&<
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< тп, 0 < у непрерывны по совокупности переменных и сущест ■ 
вуют числа Л > 0 и 0=0(15'1,, ։) такие, что

2 (4.15)
у—О«—1 1

Доказательство. Заметим, что функция Р (хя, д) квазиодно- 
родна в следующем смысле:

Р (у > •,՝ Ч. • • •, 1֊Кл 5« ) = >• Р(х„, с,,--, 5Л).

Следовательно, если V (хя) — решение уравнения (4.14), то и (ХхЛ) будет 
решением уравнения

Р (х,, ).*’?„• • •, >5—։ Ев-։, £>,) и = 0.

Поэтому достаточно доказать теорему 4.3 только при |£'| = 1. Пусть 
I ОУ | = 1. Положим

(ш, ХЛ) = ( Е “/’'Хл'

•Отсюда очевидно следует, что существуют постоянные Ск > 0 такие, что

К.к (<», Хп) < Ск хЛ * Ар. (», хя). (4.16)

Сделаем замену переменной хя = хя(0так, чтобы сП = А1Л (ч>, х„) 4хп- 
Тогда из (4.1-6) следует, что для всех А, 1 С к -С иг.

О'а = (ш, Хл) £>; + 5’ /* («*. Хл) о/, (4.17)
*=0

тде при хп > 1 удовлетворяют соотношениям

|П;ХдКхл)|<Сх71А(/“։)։‘»(<и,х„), 0<г<т. (4.18)
Для любого слагаемого в уравнении (4.14) при х„ 1 получим

! Хл’՛* +"’+ ?'л՜1 | (х;։ ’* ш? )•’"•- • • (х?-1«Г»֊«

<М«°. Хл)'“'-11'’ < А^1-’л ;1"’ (ш.Хл). (4.19)

У равнение (-4.14) можно записать в виде

«V (“. хя) £ ал(о>, хж) /X V (хя) + £ ад (ш, хя) Д/ V (хя) | = О,
*• у—о у—и ։

где

= .2 а։ Хл’ ш“ /А.?՜“' Ил)(։и, хя),
(։, |1)_1-У цл

•а коэффициенты (ш, хя) при хл 1 удовлетворяют соотношениям

|а/։ (ш,хя)|< Сх;1

с некоторой постоянной С > 0. Из (4.17)—(4.19) следует, что при
О г гл

(£);ауХ>(и։»Хя)| <Сх֊։.
5—1011
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Перейдем теперь в уравнении (4.14) от переменных хп к переменным t, 
уравнение (4.14) примет вид

у а;0 (ш, 0 Dl и (О + У а (“, О v (О = О'- (4.20)
j-o j-o Jl

Из вышеприведенных рассуждений следует, что при t > = коэф
фициенты a/lt («>,<) равномерно ограничены. Для достаточно больших 
х0 > 0 |аЛ (о», хя ) I, \Drn afl («. хя), | К г < будут меньше любого напе- 

ddiO , а„ / \ dcbjtlред заданного числа s > 0. И так как------= (ш,хЛ)—> то функ-
dxn at

ции |D[ajo(®, f)|, при достаточно больших t также будут
меньше е. После перехода к новой переменной t = t(x) на полуоси 
t^-t0 получается уравнение (4.20) такого типа, что. и в пункте 3 
работы [6], в = 2 ={ф; |ф| = 1). Проверим, что выполняются все ус
ловия теоремы 3.1 работы [6]. Из полуэллиптичности следует, что 
a,nQ (/) = Ро(1, 0,- • •» 1) и является постоянной, отличной от нуля. Так 
как выполняются все условия этой теоремы покажем, что для корней 
уравнения Ро (t, ш, z)=0 с некоторой постоянной 6>>0 справедлива оцен
ка [Imz|> Ь.

Из условия полуэллиптичности следует, что для любого ш, |ы =1. 
уравнение Р0(1,ш, z) = 0 имеет т корней с 1тх*(ш)>0. Из компакт
ности множества 2={w;|<u| = l} следует существование числа Ьо> О 
такого, что |Imz* (ф) | > 60, уш^2. А из полуэллиптичности вытекает, 

(л-։ \1/2

‘-1 /

Ро (1, а>1,- - -, ф„_։, Л11« г) =■/. Ро(1. ф, х) = (к

Следовательно, если z*—решение Ро(1, ф, z*)~0, то A|1"z* — решение 
, .-л-i \։/аця

уравнения Ро( 1, /Л ф, »z) = 0 и |A՝l/,z*|>6fr( У W ) для любого-

£ Rд—j, V 0. Если перейти теперь от t к хя, получим.

Р0(хл,<о, zAjtn (ф, хя)) =-0. (4.21>

В силу полуоднородности (4.21) можно записать в виде

Ро (1. Хл* “1, • • •, Хлл-1 Фя-ъ Хл1 zh^ (ф, Хл)) = О'.
Отсюда получим, что

(х„ Ли (ф, Хд))՝1" I lm z* I > Ьо ( 2՛ (xf/ )^л.
\<=1 /

Следовательно, |Imz*\^>60 при к = 1,- • ■, т.
Таким образом, проверено, что уравнение (4.21) удовлетворяет всем 
требованиям теоремы 3.1 работы [6] при f^-t0.'

Если теперь перейти о’г переменной t к х„, то- получим, что существует 
такое х„, для которого на полуоси х„ х0 решения уравнения (4.14) об
разуют /п-мерное пространство. Поскольку любое решение уравнения
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(4.14) непрерывным образом можно продолжить на всю полуось R ։+, то 
получим, что размерность пространства М ֊. равна т. Применяя теперь 
теорему 3.2 работы [6] получим неравенство (4.15) для любого 4 < Ь„. 
Отсюда непосредственно следует

Теорема 4.4. Пусть оператор Р (х„, £>) удовлетворяет условиям 
теоремы 43. Для того чтобы граничная задача (4.12), (4.13) не имела 

•ограниченных на R։*՜ решений, отличных от нуля, необходимо и достаточ
но, чтобы

с!е1 (2?,(2)я) >*(;', хя) }хЛ-э =/= 0, у?'£Яя-1, «'¥=0, 
1 де («', хп) — элементы базиса в №.՛.

Нижеформулируемые теоремы являются обобщениями соответствующих 
теорем для эллиптического оператора (см. [6], предложения 4.2, 4.3, т. 4.2) 
и доказываются аналогичными соображениями.

Теорема 4.5. Рассмотрим неоднородное уравнение

Р(хп, ։',£>) V (х.т) =/(.тЛ). (4.22)

Пусть для Р(хп,с) при хя^>0, удовлетворяются условия теоремы 
4.3. Тогда для любых с' =/= 0, £ Кп -1 можно определить непрырыв- 
ный оператор С--из Ь*(Р1) в пространство Н1т (R:), обладающий 
следующими свойствами:
1) Для любого /££։(Я1 ) функция и(хп) = С»г/(хя) является реше
нием уравнения (4.22).
2) Существует такая постоянная С^>0, что при всех ?'=£0,

? । (н<.»+(г, х.) V м |’ , < с и’ , •
Д-4 (к. м '

Перейдем к изучению краевой задачи в
Р (хя, Оп) V (хя) =/(х..,)։ х„ > О,

5; (;/>2)я)и(хя) = Ч>/, хя=0, /=!,••., т. 
Обозначим через А:- отображение

”(хя) -+ (Р(хп,Оп) V, В/Рл) и |х„-0, /= 1,---, лг).

Теорема 4.6. Если выполняются условия теоремы 4.3 и гра
ничные операторы В,- удовлетворяют условиям теоремы 4.4, то 
для любого =/»0. ?'^/?я_1 можно оп ре делить непрерывный опера
тор А;՜1 из £։(^1+) X Ст в прэстр анство Нтт (R:), обладающий 
■следующими свойствами:
1) А? А?1=£’, Е—тождественный оператор в Ь2(Р\) X Ст.
2) Существует постоянная С^>0 такая, что

2 II(|Гкл + А.Л (Г, ХП) )’-^ V (Хл) 1* < 
,-0

X 1-1 /



486 Г. А. Карапетян

3) Если V (хп) /Лт (Л1+) и

51(15'1«. (г*х«))1-' *• °1 ® (*«) ։։ < °°«
у-0

то А;-1 А V = V.
4) При 5'^0 оператор А?1 непрерывно зависит от

Обозначим через Н (х) подпространство пространства Н, сос
тоящее из тех (/,<р)СН, для которых /=Ъ, при х„ > ч.

Теорема 4.1. Пусть выполняются условия теоремы 4.3. Тог
да существует линейное отображение Ео из и^Н(х) в Н^,’«)(£„)» об

ладающее следующими свойствами՝.
7) Для любого х > 0 отображение Ко является ограниченным опе
ратором из Н (х) в Н(^г,)(Лл).;
2) Для любого х>0 и всех (/,’<рКН(х)

Ао/?о(Л?) = (/, ?+(?(/,<₽)).
где (^—непрерывный оператор из Н(х) в Н_ (7?л-1) — П Н, 
3) Если и (л) € Н(1,)4)(/г^) и а (х) = 0, при хя>~ Лля некоторого х>0, 
то Ео Ао и = и-
Ереванский государственный 
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Գ. Ա. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. Վերասերվող ոեզուլյար հավասարումների որոշ ղասեր կիսաւոարածություն- 
Լերում (ամփոփում)

Աշխատանքում ապացուցվում են վերասերվող ռեգուլյար հավասարումների լուծումների 
համար Գիրիխլեի խնդրի, ինչպես նաև վերասերվող կիսաէլիպտիկ հավասարումների լուծումների 
համար ընղհանուր եզրային պայմաններով խնդրի գոյության և միակության թեորեմներ։ նշված 
թեորեմիները վերաբերվում են էր թույլ» վերասեման դեպքին և ընդհանրացնում են վերասերվող 
ելիպտիկ հավասարումների համար համապատասխան թեորեմները (տե'ս [3] ։ Գտնված
են կշոային դասեր, որտեղ ուսումնասիրվում են նշված խնդիրների լուծումների գոյության և 
միակության հարցերը, ինչպես նաև լուծված կ այդ կշռային դասերի ֆունկցիաների հետքերի 
խնդիրը։

G. A. KARAPETIAN. On a date of degenerate regular equation» in half-»pace 
(summary)

The existence and uniqueness theorems for solutions of the Dirichlet problem 
for degenerate regular equations and general boundary value problem for degenerate 
quasielliptice equations are proved. These theorems concern the “weak" degenerate 
case, and generalize corresponding theorems for elliptic equations (see [3], [6]).
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