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ОБ ОЦЕНКАХ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА 
ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Регулярность решений гипоэллиптического уравнения с постоянными 
коэффициентами Р(О) и — ^։"1аВ,и=0 определяется ростом функ

ции и (?) — расстояния от точки $ С /?« до поверхности |С; С^СЛ, 
Р(С)^О| (см. [1], теорема 4.4.1).

Г. Г. Казаряном в работе [4] введено понятие веса гипоэллиптичности 
П (б) = Л (Р. 5) Для одного класса регулярных (невырожденных) опера
торов, изученных С. М. Никольским [2] и В. П. Михайловым [3], обоб
щающее понятие показателя гипоэллиптичности, при помощи которого по
лучены наилучшие оценки для производных решений уравнения Р(Д)и = 0 
в терминах классов Жевре.

Цель настоящей работы — получение наилучших оценок в терминах 
классов Жевре для производных решений нерегулярных (вырожденных) 
уравнений, изученных в работах Б. Пини [5], Г. Г. Казаряна [6], [7], 
В. Н. Маргаряна [8] и других. Вес гипоэллиптичности для таких операто
ров 'выписывается явно. При этом мы описываем то множество ЭХ (Р), 

. г оторое порождает вес гипоэллиптичности Л (Р, е) данного нерегулярного 
гипоэллиптического оператора Р (О). Отметим, что в работе [9] было до
казано, что для произвольного гипоэллиптического оператора Р (О) мно
жество ЭХ (Р) является вполне правильным выпуклым множеством.

§ 1. Определения и постановка задачи

Пусть /?„, Еп(Сп) — п-меряые эвклидовы пространства точек 
։ = (и»***» Ьп), х=(х1։хп) с вещественными (соответственно 

^п) комплексными) координатами, — п-мерное прост- 
ра։.ство мультииидексов, т. е. векторов а=(а1։а„) с целыми неот- 

( п 1 рицательными координатами, М°’= Е; Е (; /?„, [] Е; 0 , = (Е; Е£

^Еп, Е;> 0, / = !,•••, п}_
Для Е £ /?„, а О, положим

М-У £։’. И> = У ет-|цр...у?, 

у-1 ' ?-։ । '

^Ел), |а| = £ =
7-1
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где 77/ =---------(/= !«••'> п) — обобщенные по С. Л. Соболеву про-
/ Ох, 

изводныс.
Пусть Р(О) = £-'1,О—линейный дифференциальный операторе 

п
постоянными комплексными коэффициентами и Р (;)=£ 7««՞— отвечаю

щий ему характеристический многочлен (полный символ) (сумма здесь 
распространяется по некоторому конечному набору мультииндексов, 
который обозначим через (Р), т. е. (Р) = |а; Ъ^О)). Опера
тор Р(£)) называется гипоэллиптическим, если все непрерывные ре
шения уравнения Р(£)) и =0 являются бесконечно дифференцируемыми.

Определение. 1.1 Пусть А = (»*)у*£Рп. Характеристиче
ским многогранником (х. м.) М = 14 (А) набора А назовем наименьший 
выпуклый многогранник в Рп, содержащий все точки набора А.

Определение 1.2. Характеристическим многогранником (х. м.) 
или многогранником Ньютона многочлена Р(?) = 21а?։ называется а
минимальный выпуклый многогранник 14 (Р) в Рл, содержащий все 
точки г. £ (Р)7/ (0).

Определение 1.3. Многогранник N называется вполне пра
вильным (в. п.), если а) И имеет вершины в начале координат и на всег 
осях координат и б) все координаты внешних нормалей (л—1)-некоор- 
динатных граней N положительны.

Легко показать (см., например, [10]), что х. м. К (Р) гипоэллипти- 
ческого оператора является вполне правильным многогранником.

Обозначим А-мерные (0ч 4 < л — 1) грани многогранника Ы че
рез Г4* (։ = !,•••» Мк\ (п — 1)-мерная грань 14*”1(г՜ = 1,- • Л/п-|) мно
гогранника Ы называется главной (см. [3]), если единичная внешняя 
нормаль )/ = (/֊{, •••, >4) этой грани имеет хотя бы одну положитель
ную координату. Главная грань Наказывается вполне правильной 
(в. п.) (см. [7]), если 5у>0 (/ — !,•■ •, п) Точка называется глав 
ной (соответственно, вполне правильной (в. п.)) (см. [3], [7]), если а 
является предельной хотя бы для одной (п — 1;-мерной главной (со
ответственно в. п.) грани многогранника 14. Грань 14*, Д-<п— 1 назы
вается главной (соответственно в. п.), если она состоит из главных (соот
ветственно в. п.) точек.

Определение 1.4. (См. [3], [7]). Грань Г4* (/=!,•••, Мь; к = 
= (),•••, п —1) х. м. Ы (Р) многочлена Р(;) назовем регулярной (не
вырожденной), если подмногочлен Р,’*(?). отвечающий грани Ы*, удов
летворяет условию

Р,։*(?) = £ ъ Г Н-- 0, е р!,0).
«ей*

Г рани, не являющиеся регулярными, будем называть нерегулярными. Опе
ратор Р (7>) (многочлен Р (5)) назовем регулярным (невырожденным), 
если все главные грани х. м. И (Р) регулярны. В противном случае опе
ратор Р (7)) назовем нерегулярным (вырожденным).
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Обозначим через Л* = Л*(Р) множество тех внешних (относи
тельно N) нормалей X A-мерной в. п. некоординатной грани 
N?(0<A<n — 1, для которых minXy=l. После такой

14/4/1

нормировки можно считать, что все компоненты векторов из А, рацио
нальны.

Пусть /^Ря+ = т. Обозначим через А (?) функцию-

А (?) = |5՝*j, а через N (А) х. м. набора (у*)“-։.

Определение 1.5 (см. [4]). Функция Л(6) называется весом ги
поэллиптичности оператора P(D) (многочлена P(s)). если для некоторой 
постоянной с > 0

/(։)- у I D'Ptf,) Zl 1 с ►.(-/? (1 IV

и для любого V^/?^\N(A), у ¥= 0 существует последовательность 
такая, что (5-*оо и

(А (?') 4-|(?։)’1) ՛А (^) “• °°> ПРИ « ֊* °°.

§ 2. Вес гипоэллнптнчности для одного класса 
нерегулярных гипоэллиптических операторов

Обозначим через Р множество гипоэллиптических операторов с 
постоянными коэффициентами, все A-мерные главные грани (к < п —1) 
х. м. N (Р) которых регулярны и положим

ЯИ(Р) = {у5 у£Яя+; li’MGXconst<oo, l^R„}.

Легко заметить, что для любого гипоэллиптического многочлена Р (?) 
N(A)c2R(P) и если SD? (Р)-многогранник, то функция А(?) =

= X |? |> где I £Rn (А = 1,---, т) вершины многогранника SK (Р), 
п — J

является весом гипоэллиптичности многочлена Р(?).
Пусть все грани х. м. N (Р) оператора P(D)£P регулярны за 

исключением, быть может, единственной главной грани N՞՜1, Х°£
—нормаль грани N/" (которая определяется однозначно), 

О <о<1. Положим

S (Р'-я-։) = {т^/?«|), Р'1’՞՜1 (т) =0, |т|=1],

P(8) = (v; ^R+, (X®, у)<3, (Л, у)<1, Хе А“՜1}-
Лемма 2.1. Если все главные грани х. м. оператора P(D)£P 

регулярны, а грань N“.՜1 — не регулярна, то для некоторого числа 
о<зп<1зх(Р) = В(гв).

Доказательство. Пусть т £ £ (Р'։՛л-։), 0< в <1, 0 £ Rv l(i.) — 
наименьшее натуральное число такое, что I (X)/Xz (f== 1,. •., п) — це
лые (существование такого числа следует из рациональности Х/.(?=1,- • • 
• • •, п), положим
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Q.(>, в, ') = s (~ У ,РИЛ'— 92/р]12— е-6‘*/('), 
t«i \ -I / I

Q, (;, Ъ, х) является многочленом от (д + 1) вещественных перемен
ных: 9, ?!.•••» ?я. Пусть rf(?)— расстояние от точки ; £ R„ до поверх
ности |С; С£СЯ, Р(С) = О| и

/1/(9, х) = inf
<?,(=, в.еХО

Тогда
— М(9, х)а= sup {— |; — C|s),

где верхняя грань берется по всем вещественным 9, ;, для которых 
Q, (։« 9, :)<0 и по всем С6 Сп, Р G) = 0, или, что то же самое, для 
всех 9£ЯХ и ; £ R„, для которых выполняется неравенство

(1 —j/s)9’/w </-!'-У'(')/>'<(1+ /7)62'(М, (2.1)
\ ~i /

и по всем С£СП, />(»)=0. Если рассматривать переменную C-=iCx,՛-- 
•••, 'л) как 2л вещественных переменных, то по лемме 2.1 из прило
жения к работе [1] следует, что существуют рациональные числи А (т), 
и (т) такие, что при 0 -> со

М(9, х)=Д(х)9в{,’(1 +о(1)). (22)

Так как P(/1)ÇP, то М(9, х) — со при 9 —• ос и, следсвглелыо 
А (х) =/= 0, а (х) > 0.

Обозначим
So= inf а(х).

■tes (/։'•• "

Из гипоэллиптичности оператора P (D) следует, что 39> 0 (см 
[1], теорема 4.1.3). Докажем, что B(80) = SR(P).

Сначала покажем, что SK {Р)сВ (о0). Пусть, наоборот, при вы
полнении условий леммы существует вектор v £ Ж (Р) \В(о0), у=/=0. 
В силу леммы 3.5 работы [4] достаточно рассмотреть случай 
1 (’*< л°) > 30. По определению числа % существует точка
x°Ç^(P,։՜ Л-1) такая, что

*o-<a(x°)<(v, л°). (2.3)

Из определений М(9, :°), а (x°j и А (-°) следует существование 
последовательности |9,|/_i (и, следовательно, последовательности 
|;J)?-i) такой, что 9Л-* со (и, следовательно, по(2.1) «*--»• со) и

</(Г)=Д 1x0) |';՝|ПЛ’(1 +0(1)) (2.4)
при S —» оо.

Тогда в силу леммы 4.1.1 работы [1 j, из (2.1) и (2.4) имеем

IGTl-Д (S') > с6<’-‘։> -A (;J)> с։|'։ (У>։’ .Г1 (Г). (2.5)

Из (2.3) и (2.5) получим, что v£3K(P). Таким образом, дока
зано, что 3R (Р)сВ(80).



362 Г. О. Акопян

Для доказательства обратного включения 5(о0)с:5К (Р) восполь
зуемся методом Михайлова—Казаряна (см. [3], [7]). Пусть, наоборот, 
существует точка В(го)\<К (Р), * ¥= 0. Тогда существует последо
вательность {?,)Г-։ такая, что при 5 — оо с — оо,

1(О’1л Ю-(2-6* 

Не умол яя общности, можно считать, что Е/^>0 (г* =-!,• • •, п; ь—1, 2,• • •),. 
Положим _____

Х' =— -» (։ = !,•••, л), р,=ехр՜) £(1п^)։,
1/ £(№ 
Г Л-1

тогда

= р'з (?/ — Рз1 /=!,-••, л), 5=1, 2, • • •,

Так как для всех 5 = 1, 2,— векторы )* находятся на единич
ной сфере, то у последовательности |Х’} есть предельная точка X"* и 
за счет, быть может, взятия подпоследовательности можно считать, что 
Х'-^Х". Из выпуклости х. м, И следует, что X“ является внешней нор
малью к одной и только одной грани х. м. Ы.

Возьмем в 2п какой-нибудь базис (е1' 1, е1, 2, •••, е' п), е’’ ' = X՞ 

Тогда X* = у 7.Ц ։ е1, 1 причем, так как Х*->-X" = е''’, при з -» со, то 
1—1

Х?.!֊»!, а при^г=, 2,-• •, л 7.*՛ / = о 1) — о (1). За счет выбора под
последовательности можно считать, что при 5 —♦ ос

Перейдем в подпространстве, натянутом на (е1*’,•••, е1, ") к но

вому базису (е2- 2, • ■ •, е2> "), тогда Х* = ։ е1,։ -р /г 1 е2- причем оче-
1=2

видно Х1.г = о(х։,л) = о(1), 711 = о(х^2), г = 3,-., п.
Поступая аналогично в подпространстве с базисом (е2, 3,• • •, е2,/1)։ 

и т. д. получим (после переобозначений), что

к' = £ 7.1е!, х?֊> 1, Х?+1 = о(Х;), /= 1,..п - 1. 
/—I •

При этом существует номер 50 такой, что для всех з>$0 

7\ > 0 (։ 1,՛ • •, иг), X* = 0 (г' = 7п-|-1,-• •, и), тп-^л.

Рассмотрим грани Н’,1,---, Ы’՞ х. м. М, удовлетворяющие усло

виям, что Г*!’,՝ лежит в .опорной гиперплоскости к Ы с внешней нор
малью е1 (после нормировки шш(е1,-.., е!)=1, е^ЛЭД, а каждая грань.
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^/1 (:'= 2, • • •, т) лежит в опорной гиперплоскости (рассматриваемой 
изолированно) к предыдущей с нормалью е1. При этом если суще
ствует несколько подграней грани Ы’' с нормалью е<+1, то в каче
стве условимся брать ту, для которой (е1՜՝, а) больше. Из по

строения граней М’’, • • •, видно, что для размерности этих гра
ней выполнено соотношение кх Л։> • • • > кт-

Пусть Р"'1,1 (;) — подмногочлен многочлена Р(Е), отвечающий 
грани и а—произвольная точка, принадлежащая всем ••,«),.
т. е. Изучим поведение многочленов Р(^) и /У Р (V) при

È'Z/e'

pj—*<»> E*==pd 1 . Ради простоты записи опустим s в обозначе
ниях. За счет выбора подпоследовательности можно считать, что при 
некотором г (1 < г т) р/г -» со, рг+1-*6^>1 -(при г=п положим, 
по определению, 7-п+1 = 0). Тогда из е однородности многочленов 
Pii<-ii ($) (см. [3J), из выпуклости х. м. N и его граней, получаем 
при некоторых cr. 1 < г (ея+1— какой-нибудь единичный

7д+1 — 0)вектор,

P (Е) = р(в’ье’։

Так как р7+1->֊ b >0, то р “r+1 -» Ье =7). Очевидно при всех7=1, • • •
•••, п 0 < со (?;, — конечные степени положительного числа 6).

Рассмотрим два следующих случая:
a) P,r։ Яг (tj) =/= 0, б) Pir։ Яг Ь) •= 0.

Рассуждая так, как это делается в [3] или [7], легко доказать, что в 
случае а)

|(ЕХ)’| ■ А (?) < const <^ос, s=1, 2, ••••

Это противоречит нашему предположению.
В случае б) грань Nj' совпадает с нерегулярной гранью N՞,՜1, 

г = т = 1, qr = п—1, е1= t).° ( / £ Рг) являетея внешней нормалью грани. 
N?.՜1, С2 (Р1”Л՜1).

Пусть s —» со, имеем

(1 +~о(1)) = (1 + °(1))’

4 -695 ,'՜1
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т. е.
Г/|5^.,->!/(/й)к- = ^2(Р',я՜’)

и |В,|*ъ ") -С0 при достаточно больших s. Используя это, в си 
лу (2.2) получим, что при s —* °о

Х) = А (х)-|։Т'Г,(1 + о(1)).
Но поскольку

то из леммы 4.1.1 работы [1] с учетом того, что (*, л°) % (* € В (%),
с некоторыми положительными постоянными с, с։, с։ имеем
* |(?ТМ (?') <с|ф К>,-Л (Г) <сп №-Л (О < cjtfj-A (Г) < с„

Это противоречит (2.5) и показывает, что 5(оо))\!Ж (Р) =0. Лемма 
доказана.

Замечание 2.1. Пусть все главные грани х. м. оператора 
P(D)£P за исключением главных нерегулярных граней Ni ,•••

N?՜՜1 (KiCAfn-i) регулярны, тогда существуют числа 5/ 0< <
<С 1 (/ = !,•••, Мп-\) такие, что SR(Р) = В(\,• ■ -, 8/) = {v; v£P„; 
()?, v) С8/у = 1,* • г, ()., у) <1к^Лв-'), где I1 — внешняя нормаль 
грани N՞՜1 (/ = !,• • •, г).

Доказательство проводится аналогично.
Так как по доказанной лемме 2.1 множество ЯХ (Р) является мно

гогранником, то если обозначить через еА, к = 0. • • •, М' вершины 
многогранника ЯХ (Р) и

Л(?)=2 И, (2.8)
*-о 

то функция А (с), порождаемая многогранником ЯХ(Р), является весом 
гиноэллиптичности оператора Р(£>) £ Р.

§ 3. Оценка производных решении внутри области

Пусть N = N(P)—в. п. х. м., Л(;) — вес оператора P(D)£P, 
многогранник ЯХ (Р) определяется как выше и - , *„) —произ 
.вольная точка из ЯХ (Р) с рациональными компонентами. Обозначим 
через A(v) наименьшее натуральное число такое, что k^-'t^Zn.

Положим также Л/(Р)=={и; и£С(Е„), Р(£>)и=0). Справедлива 
■следующая

Теорема 3.1. Пусть h (?)—вес гипоэллиптичности операто
ра Р(£>)£Р и *£ЯХ(Р). Пусть u~N(P) и К—произвольный ком
пакт из Еп. Тогда существует постоянная c = c(Af)>0 такая, 
что для всех у = 0, 1, • • •

sup |D[* (’>"J 'и (х)| -< суу‘ <” < . (з,1)

Доказательство теоремы 3.1 ничем не отличается от доказательства 
теоремы 3.1 работы [4].
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Мы покажем, что результат теоремы 3.1 является неулучшаемым. 
С этой целью сначала докажем следующее вспомогательное предложение.

Лемма 3.1. Пусть и (у, /.) <С 1, Х£ЛЛ”։. Тогда суще
ствует последовательность С’£СЛ, s —1, 2,-։- и постоянная с>0 
такие, что Р('*) = 0 и |ImC|<c (ReC)|.

Доказательство. Так как v£SR(P), то существует последо
вательность V, $ = 1, 2,•••, такая, что при s ֊*■ so

(3.2)
По лемме 4.1.1 работы [1] из (3.2) следует, что при $->оо

rf(O=o|(r)’i). (3.3)

Из определения функции </(?) следует, что для каждого s=l, 2,• • • 
существует точка С(;СЛ такая, что Р(с*) = 0 и rf(C) = |C*—Из со
отношения (3.3) получим при s —* оо

|Imd= Ö((CTI).

Не умаляя общности, можно считать, что ;<^>0, 1 = 1,2,•••, п, s = 
= 1, 2, • • •. Обозначим

^=pf (5-=р^։-=1։..., П), s = 1, 2,..., 

где ________
=ехр |/ Д(1п )։ j = (*։»։'։= Ь . ։=1» ■ • п.

Аналогично доказательству леммы 2.1 получим представление (2.7), 
где возможны 2 следующих случая:

а) Р7" Чг (т)) =/= 0 и б) Р,Т' Чг (т)) = 0.

В случае а) простые выкладки показывают, что при условии (X, 6)<1, 
х^л՞՜1.

|(С*)։| • А (£л) < const < оо, 

что противоречит соотношению (3.2).

Рассмотрим случай б): Pir‘ Чг (tj) =0, тогда r = m— 1, qr = n — 
— 1, e1=A°(f^7?1) является внешней нормалью некоторой нерегуляр
ной грани N?,՜1, ։e=l,-- > Мп-и (Р'”՞՜1). При этом имеем при. 
s -> со

'(1 + о(1)), 
т. е.

57ГЛл- Wп) °=< S (Р'"я՜’).

Положим /s=in*։> и пусть s-» со, тогда
(14-~(1))։ (3.5).

где £ (Р'”я՜’).
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Из (3.3) следует, что

|Re (ч-5/')| =o(,(«Ti).

•Отсюда, с учетом (3.5) и условия (v, Х°) < 1, получим с некоторой по
стоянной с. > О

cr։|։fKlReS’|<c1|«|. «3.6)

Из (3.4) и (3.6) следует существование постоянной с։ > 0 такси, что

|Im H<c։|(Re^)’j.
Лемма 3.1 доказана.
Теперь уже мы можем доказать основной результат настоящего пара- 

. графа.
Теорема 3.2. Пусть — произвольное открытое множе

ство. Пусть все славные грани х. м. опрератора P(D)^_P регу
лярны, а грань N"՜' не регулярна, х0€-- Если для любой функции 
u^N(P, 2)=(И, И^С(2), Р (D) И=0,1 существуют постоянная 

• с = с(и)>0, мультииндекс а 0 и рациональное число 1=1 (и)
такие, что

\DJ * и(х°)\ <. cJ jI J, j = l, 2,-(3.7) 
■то ,

у==(т՜ •••■• т)е9Х(/) = В(5^

Доказательство. Пусть в N (Р, Q) определена топология, ин
дуцированная из L ՝20С (Q). По теореме 4.1, 2 работы [1] (см. замечание 
после этой теоремы) эта топология совпадает с топологией индуцирован
ной из С “ (й). Тогда для любого натурального числа т множество

Fm = {ü; u(;/V(P, 2), |£)'։и(х0)|<тУ-/ '. / = 1. 2»"’1

замкнуто, а из неравенства (3.7) следует, что

N(P, Q) = U Рт.
т—1

Тогда из теоремы Бэра о категориях и из того, что N (Р, Q) является про
странством Фреше, следует существование натурального числа та такого, 
что множество Fимеет внутреннюю точку. Так как, с другой стороны, 

•очевидно, Fт* является выпуклым и симметрическим множеством, то на
чало координат является внутренней точкой для F mt. Это означает, что 
существует число ■ О 0 и компакт /(ей такие, что F п содержит всякую 
функцию u^N(P, S), Д։-норма которой по компакту К не превосхо
дит t, т. е. для всех 1=1, 2,---

|D'%(x°)|<mo/'r։.

к 
как только

Jl“ dx К. Р. 

К

(3.8)
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Так как неравенство (3.8) однородно по и, и оно верно при 

го неравенство (3 8) справедливо для любо» Фувкции

u£N(P, 2)-
Перейдем к непосредственному доказательству теоремы.
Пусть наоборот, при выполнении условий теоремы а// £ ЗХ (Р) = 

= 5(о0). Так как ЗХ(Р) замкнуто, то в силу того, что а/l (- 2R (Р), сле
дует существование числа 6 2> 1, для которого o-jb-l ÇSR(P), т. е. 
().°, a/6-Z) > 80, где >.®— внешняя нормаль грани N՞,՜1.

Пусть —такая последовательность из Сп> что P(V)=0 
■(s = 1, 2, • ••), |î’| -» оо при s — оо.

Рассмотрим последовательность функций

U3(x)=zxp{i(x — х°, С3)}, 5 = 1,

Очевидно, что ил£/՝!(Р, й). В силу неравенства (3.8) для всех 
5 = 1, 2,--

|(;3)' 7 < [mes Г։ еа‘(3.9)

где а — верхняя грань |.г — х°|, при х^К.
В силу теоремы 4.1.3 работы [1J для гипоэллиптического оператора 

P(D) имеем, что при s оо |Itn ?3| . Тогда из неравенства (3.9)
следует, что для всех 5 = 1, 2,

|(В/[.!п>^1] •«| < (mes К)'“-• [ | Im £'|]zImс'|] -Г1- еа <’+ И1” .

где [с] — целая часть числа с £
Это значит, что с некоторой постоянной с, > 0 и для всех 5 = 1, 2,...

КСГ'КсИЦтП], 

или, что то же самое, для всех 5 = 1, 2,...

i(ReCT,'|<c1[|ImC|]. (3.10)

Так как afb-l ^ЯХ(Р) (6^>1), то по лемме (3.1) существуют последо
вательность (£0, 3|Z-i из Сп и постоянная с^>0 такие, что

Р (С°- *’) = 0, |1т Ö 31 < с J (Re С0' ’)’/6 '|.

Так как для последовательности [С0, J)Z>i также верна оценка (3.10), • 
то отсюда имеем

|Im Со> *1 < с |(ReС0' ,)“/à ,| = с |(Re С0, ,)։,,11/6 < с • с։ [|1т С0' ,|]’/ь.

Полученное противоречие доказывает утверждение теоремы.
Замечание 3.1. Можно доказать аналогичное утверждение в слу

чае наличия нескольких (п—1)-мерных нерегулярных граней х. м. N (Р) 
(см. также замечание 2.1).
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§ 4. Описание многогранника ЯК (Р) для одного класса 
гипоэллиптическнх операторов

В этом параграфе для одного класса гипоэллиптическнх операторов 
{Р (O)ß} мы вычислим чйсло б„ (Р) и, тем самым, дадим явное описание мно
гогранников ЯК(Р).

Пусть = 1), многочлен Р(;) представим в
виде суммы однородных многочленов по вектору /°

= S (4.1)
/—1> J-0 (X", ։) — ,«| — dj

На множестве 2(Р) (опред. см. в § 2) определим функции /(*/), при
нимающую целочисленные значения из множества (!,•••> ТИН-1) сле
дующим образом:

/(т<) = min |min [у, Pj (tj) =£ 0, ?j£S(Po)l» ТИ+1).
Приведем некоторые определения.
Определение 4.1 (см. [11]). Пусть R (;) — однородный мно

гочлен порядка d. Характеристической линией (х. л.) многочлена R (?) 
в точке fi^Rn назовем отрезок прямой Z (R, т\, Ъ) = d — (1 — 3)Z 
3£[0, 1]. где / — порядок многочлена /?(?) в точке т;.

Определение 4.2 (см. [11]). Характеристической линией (х. л.) 
многочлена Р(;) вида (4.1) в точке 'ГА^АР<)) назовем график 
функции

7-(Р, т/, о) = тах 7-{Pj, »J, 3); [0, 1], М= М(Р).
О- У<.Н

Определение 4.3 (см. [11]). Скажем, что многочлен Ру (£) 
реализует х. л. многочлена Р(;) вида (4.1) в точке /)£ ЯК (Ро), если 
существует число 30£ [0, 1] такое, что 7. (Р, /), 30)=х(Р/։ т), 30).

Обозначим через ш (Р, tj) множество тех индексов / (0<у^Л4), 
для которых многочлен Ру(։) реализует х. л. многочлена Р(;) в точ
ке 7).

Определение 4.4. (см. [И]). Точка 8('»j)(;[0, 1] называется 
вершиной х. л. многочлена Р(с) в точке т; 2 (Ро), если существуют 
по крайней мере два индекса у, /£ш(Р, tj); j=f=i такие, что

7-{Ph ri> s(7i)) = z(^> 3(71)) ='/.(Р, 7J, о(т))).
Обозначим через А(Р, т)) множество тех [0, 1], которые являются 
вершинами х. л. многочлена Р(с) в точке ^£5(Р0), а через В(Р, т), 3) 

множество тех индексов у'С:ш(Р. ’?)» для которых ylPs, ъ, о) = 
= 7-(Р, 7J, 3) (8£ [0, 1]).

Ооозначии через Р ().°) 0֊°= (!,•••, 1)) множество тех гипоэллип- 
тических операторов P(D) (многочленов Р(?)), с вещественными ко
эффициентами, которые удовлетворяют следующим условиям:

а) все главные грани, кроме, быть может, главной грани N?.՜’» 
регулярны, ).° = (l,...f 1)£ЛЛ՜'(Р) является внешней нормалью гра
ни Nz՞՜1.

б) если многочлен Р(?) представлен в виде (4.1), то для каждой 
точки ^62(Р0) и каждого многочлена Ру (;), у = 0, !,•••, /(т;) —1
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сущнствуют окрестность и(т|), гладкие в £7(т;)\{0) однородный функ
ции Р/"(?. 7Л ' (’» натуральное число С=~//(7։) такие, что

Р/Чъ, 7,)¥-0; г(т(> 70 = 0; ПДг(ч, т))^0
/-։

и
Р, (9 = Р,°’ (?. ч) [г (5, Ч)]4 5 € и (’О- (4.2)

Отметим, что при п. — 2 любой однородный многочлен Р (д) пред
ставляется в виде (4.1); в) существует постоянная с > 0 такая, что

м
£ |Ру(;)|<с(Ц-|Р(5)[). (4.3)
/-։

Пусть P (D)(z Р ('֊°Л Обозначим
5о(т<)=^ min 5> А (Р) = inf о0(т(), если ^.{P0)=kZ

«6Л (р, д> gfci (Ро)
и

Д (Р) = 1, если S(P0) ~ 0՛
Очевидными геометрическими соображениями убеждаемся, что для 
операторов класса Р (>°)

Д(Р)= inf min (</z(r,) —rf; + Z;(7l))/Z/(7)). (p,) (!</</(g)-l
Легко показать, что 0<^Д(Р)С1, причем Д(Р)=1 тогда и 

только тогда, когда Р($) регулярен.
Теорема 4.1. Пусть Р($)^Р()֊°). Тогда 2R (Р) — В(Д (Р)).
Доказательство. Сначала покажем, что 3R (Р) с В(Д (Р)). 

Пусть существует vn£ SR (Р)хВ (Д (Р)), 0. Как и в доказатель
стве леммы 2.1, достаточно рассмотреть случай (v°, Х°) = |»°| > û (Р). 
Пусть для точки т)°^2(Р0) 50(т/>) < Jv°| (здесь 30 h) С А (Р> 710))֊ Су
ществование такой точки тре2(Ро) следует из определения Д(Р) и 
из того, что |у°|>Д(Р). 

п
Рассмотрим многочлены P (ç) и Q(ç) = P(S)|2 на последо-

вательности £* = s-r(°as’111|,), s = 1, 2,՛՛՛, где a^Rn пока произволь
но. Для многочлена Р(;) с некоторой постоянной с։^>0 имеем при 
з = 1,2,--

.Vf М г\а тч t л» (Vr |«1
|РЮ1= S р,^} = S S ^/(s-7! )

м (4-4)

■sÇi^ZjS ■< сД/и + 1) s ,
у—О

при S-» оо с некоторой постоянной са>0
п М 2 л

D՝DkPj a՝

a для многочлена Q(î) имеем

I yi а^Р^РкР) (7)0)|a_2[l (P, ■g*. ». (WJ-i.
Uee (P. gi. ։.(T1')> 1=1 > lj (g’)-1 «1
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, 2|Х(Р, г,», 
— О ( S

Так как I/ (V) — порядок нуля многочлена Р/ (;) в точке т,0 £^(Р0), 
вектор а £ Рп можно выбрать так, чтобы

*-1 76В(₽. V.O’(V)) |'|*>Zy(if)-l

a*P'PkPj W2 
al

¥=о.2

Тогда с некоторой постоянной с։ > 0 для всех S — 1, 2,... имеем

(4.5)

Из (4.4) и (4.5) с некоторой постоянной с, > 0 имеем для достаточно 
больших s

1(ГГ։м(е')>|(Н՝'|- i 
k-1

ОкР(<‘) 
р&)

CfS I»» sz (P. rA <■•(<■,<))-«, (V) 

sz ;p, < j,
„ b’l-S.W = С4 s

Так как по предположению |v°| 2> 80 (т(°), то это противоречит условию 
7°^Я)?(Р) и доказывает соотношение S3? (Р)с Р(Д (Р)).

Для доказательства обратного включения, докажем несколько вспо
могательных предложений.

Предложение 4.1. Пдстъ Р(;)€Р('°)> тогда для каждой 
точки т}££(Р0)

min jX(P, т), о(т))) ֊7.(DjP, т), 8(tj))) > Д (Р), п. (4.6)
о<։^։ , •

Доказательство. Так как 7(DjP, rlt 6)^Х(Р, у, 8)— 8 для 
каждой точки т)££(Р0) и / = !,•••, п, то

min (X (Р, т), 8) — X (Pj Р։ т), 8)1 > min о > А (Р).
4(P)<S<1 Д(Р)<«<7

Остается показать, что при J —п и т)£У(Р0)
min |Х (Р, т), 8) — 7(Dj Р, т), 8)1 > Д (Р).

По определению чисел Д(Р) и OqItJ имеем <4 — Z* (tj)-J-8Z*(r(X 
при 3< 80(7)), lc=Q,---, /(tj)-1; rf*<rf/(n,-l, А«/(т})+1,..., М, где 
Ik (7)) — порядок нуля многочлена Р* (5) в точке ц. Так как 7.(Р/Р, 
4. Ь) < rfi-1- (/* (tj) -1)4-8 (Zt (-/)) - 1) < dk- lk (tj) 4- Д (P) (Zt (t))- 1) <

Д(Р), при 0<о < Л(Р), k = Q,---, /(т)) — 1; 7(0, P/{v, tj, o)< 
1, 7. (Pj Pk, 7), 0) dk— In (tj) 4՜ 0 (lk (t;) —1) 4C dk dr(Tj—1, при 

k = I (tj) 4-1,• • •, M, 0 -C? < 1, то при 0 8 д (P)

X P> V, 3) = max X (Oj Pk, tj, 0) < rf/m— A (P). 
Q<k<m

Но поскольку при 0<8<Д(Р) 7.(P, ц, ՝a) = dr^ltTO отсюда следует, 
что

о<ЙпДх(Р> 8)1>^й)֊к/(п)-д(Р)'] = д(Р),

что доказывает предложение.
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Предложение 4.2. Пусть Р (?) € Р 0֊°) и б{Р)<1. Тогда для 
любого числа а: 0 < е < 1 — Л (Р) существует число р: 0р< 1 —Д(Р) 

.такое, что
mln {Z (Р. Ъ, S) ֊’/• (Dj Р, г„ 8)} > Д (Р), т) е2 (Ро), j,■ • •, п. 

(Р)—в
д (р>+в--։'1

Доказательство проводится аналогично доказательству предложе
ния 4.1.

Предложение 4.3. Пусть P(z) £ Р (л°). Если такая 
.последовательность из fin, что при s — оо т) £ 2 (Ро), то Для 
некоторой постоянной с}>0

у S = l, 2 ....
.=1 Р(Н I

Доказательство. Пусть наоборот, существует подпоследова
тельность }7-i последовательности |;5}Г-1 (не умаляя общности 
можно считать, что К* ]“-i = для которой при s—* оо

fa Р(И I '

В силу леммы 1.1 работы [11] существуют подпоследовательность 
{В,'| последовательности [$л]7-1 (которую также обозначим через 
(£՝г)"-1). число 80, 0 < 80 1, > 0, 5 = 1, такие, что для любо
го г О

#.6*1“ —* оо, 61;՝’/՜'-* О 
и

в"1, 2,- •, (4.9)
> I

где к — порядок нуля тК2(Р0) функции г(;, г() (см. определение 
класса Р (>.°)). (

Из (4.8), предложения 4.2 и условия Р(*)£;Р('°) следует, что
Ъ0=-Л(Р). Рассмотрим два следующих возможных случая:

1) существует подпоследовательность последовательности
{6}“-։, для которой

6* const оо, s' = 1, 2,•••,

2) существует подпоследовательность [/,՛).“=1 последовательности 
для которой при 5՜—• оо — оо.

В первом случае в силу предложения 4.1 и условия Р Р (Х°) 
имеем

|£>/Р(П՜ 
i PG1') I

IH4(₽)< const* |^'|Z (Oy P. 1. «0) 

le'p (/’•’i* '•>
IH4(P,<

< const, s' = 1, 2, • • *, / = 1, 2,- • *, n.
Это противоречит (4.8).

Во втором случае, в силу условия Р^Р().°) и соотношения (4.9), 
имеем при s ->■ оо
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Г։.|Д (Р) A I DjP(fs') I ? kffi (И. Т„ г.)_________ Л|։ 1 ,?,Нчн . on։t IH^’S t՝.M ■ 

что также противоречит (4.8).
Лемма 4.1. Пусть Р£Р (Х°), тогда для некоторой постоян

ной с > О
min (inf |С*1,К|‘<р’)Л($)<с, И Rn- (4.10

*€Л (N)
Доказательство. Пусть наоборот, при выполнении условий 

леммы существует последовательность такая, что при s—»со оо-

inf |?5\х-А (?) -» со, (4.11)
хел (N)

JV|4<p>-/4 (?) - оэ. (4.12).

Не умаляя общности, можно считать, что у = !,•••, п,.
5=1, 2, •••• Положим

Р, = exp ]/ 2 (In?>)’; X/ = In;J/ln pJ։ j = 1,- • n; s = 1, 2,- • •,

тогда

^ = pfG>=piA n), s=i, 2,- -.

Для многочлена P (£J) получим представление (2.6), поступая так же,, 
как при доказательстве леммы 2.1. При этом, возможны два случая:

а) Р1г‘Чг (*))¥= 0, б) Руг.,,(г() = 0.

Рассуждая так, как это делается в [3] или [7], легко доказать, что в 
случае а)

inf |с^х-А (?*■) = const < со, 5 = 1, 2,--՛. 
»ел"-1 (Н)

Это противоречит (4.11).
В силу б) имеем, что г = т — 1, qr - п - 1, е։=*л°(/£ PJ, при. 

этом при s —* оо

֊! / „ Е <4 _____

՝' = У Е/рГ1 )2 = |/ Др'5'(1 + о(1)) =

= /пр?1-‘ (1 + о(1)); ?"/?«|-^//п=֊-те2(Р0).

Применяя предложение 4.3, отсюда получим, что для некоторой по
стоянной с > 0

Л(?)- М4(Р><с, s = l, 2,-... • 

протисс₽ечит <4-12) и доказывает справедливость неравенства- 
(4.10), а вместе с тем и лемму 4.1.
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Поскольку для любого Â^A(N) и

!Г|<с|;|ГХ։,

где постоянная с > 0 не зависит от к, то теорема 4.1 следует из леммы 4.1.
Пример. Пусть п — 2, Р(«)=«? 4-?® (ч— *։)®4- + 1- X. м.

N(P) полинома Р(?) в. п. четырехугольник в 7.Ï с вершинами (0, 0); 
(12, 0); (6, 6); (0, 8). Главными гранями (сторонами) здесь будут сто
роны: NJ, соединяющая точки (0, 8) и (6, 6), MJ, соединяющая точ
ки (6, 6) и (12, 0). Остальные две стороны не являются главными. 
Поэтому главными вершинами будут е*= (0, 8); е2= (б, 6) и е3= (12, 0). 
Регулярность всех главных граней х. м. N (Р), кроме грани NJ, оче
видна. Внешние нормали граней NJ и NJ из множества AX(N) будут 
>.х= (1, 3) и (1, 1).

Как следует из теоремы 2 работы [7] многочлен P (g) гипоэллипти- 
чен, при этом если многочлен представить в виде (4.1) по вектору

)?=(!, 1), то PO(S) = SÎ(51-Ï»)’. *4=12. <4=10,

4 = (t> и /0 <Tl) = 6.
Так как, очевидно, Р£Р(/.°), то по теореме 4.1

ЯЙ(Р) = В(Л(Р)) = Н ^Rt; v։4-3v։<l; ^т^<Д(Р)}, 

где

A (P) = inf ô0 (■»))= inf 
’æs(P) issu’.)

d- (d0- ln h)) _ ? 2
Ш 3

Весом гипоэллиптичности многочлена P (g) является функция

Л(5)’==(ех!а/8-Ь|ея|։/34֊|«1|1,г-/М։/в-

По теореме 3.1 для v = — » — 'j £ Я)? (Р) и для произвольного 
2 6 /

компакта КсРп существует постоянная с = с(К)>0 такая, что для 
любого натурального у

s^\DV DÎ и {К) j6'.
лЬК

(4.13)

С другой стороны, если применить теорему 4.4.6 работы [1], то су
ществует постоянная с։ (К) такая, что

3. 3 у
sug\D? Di и (х)| < с{ (3 у ) 2 ci (К) J7։SJ. (4.14)

Сравнение полученных неравенств (4.13), (4.14) показывает, что на 
самом деле решения уравнения Р (О) и = 0 имеют лучшие свойства глад
кости (в смысле принадлежности пространствам Жевре), чем это следо
вало из теоремы 4.4.6 работы [1].
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Դ. Z. ՀԱԿՈԲՅԱՆ. Որոշ դասի հիպոկիպաիկ հավասարումների գծումների ածանցյսղների. 
գնահատականների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում տրված են բավականաչափ {այն ղասի հիպոէէիս{տՒ^ դիֆերենցիալ հավա

սարման լուծումների ածանցյալների ճշգրիտ գնահատականներ։
Ապացուցված է, որ լուծումների ողորկությունը որոշվում է ուսումնասիրվող օպերատորի 

հիպոէլիպտիկության կշռի միջոցով, որը րացահայտ տեսքով գտնված է։

G. H. HAKOPIAN. Some estimates for derivatives ot the solutions 
of a class of hypoelllptlc equation (summery)

Exact estimates of the derivatives of the solutions of a broad class of hypoel 
liptic equations are given.

It is proved that the smoothness of the solution depends on the weight of the-- 
op era tor.
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