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Введение

Целью настоящей работы является построение фундаментального 
решения (ф.р.) следующей задачи Коши:

Lu=f, (0.1)

4-м = +< (*)• ' = °» 1» ’ • •> 1, (0.2)

где t, s£J=\Q, 7՜]. х£ Rn, Dj = — idi= — idfdxj, Dt= — idt => — idi/ 
]dt, T^>0, a. — мультииндекс,

£=£>-» +2 aj, в (t, x) D{ D’ ,

('“U X Rn), в предположении, что главный символ

Pm (f, X, T, Q=T'» + 2 ay.e(f, x)t/$’
. 7+|a| —m, J<m

представляется в виде

Pm (t, x. T, «) = П (t - (f, x, 5)), (0.3)
I—I

где вещественнозначные функции 1/ (t, x, ?) удовлетворяют условиям 

|Х։(6х, B)|<ck(<)|5|, Z = l, 2,---, m, • (0.4)

Рч (6 x, E) — X* (t, x, c)l > (0 |B|» 8 = const > 0, l=f= к, I, к = /,•••, m

(0.5) 

для всех (х, £)£Я2п, с функцией С“ (J),). (0) = 0, ).'(/)=!?< k(f)
^>0 при t > 0. Таким образом, при t = 0 имеет место нарушение ус
ловия строгой гиперболичности оператора L, поэтому мы предполо
жим, что коэффициенты а/, ։ удовлетворяют условиям работ [1], [2], 
[3], т. е. для всех к, 0 и всех а, у, |я| =(= 0,|а| + / -С /п, выполнены не
равенства

&х ah . (t, х)|< Ск. 91"-1 (t) /11п х ^I v՜՞՜'՜1՛1 /111 у, (0֊6) 
\ Л(0 / \Л(0/

ID? D?x Im a„_i_w,« (t, x)| < Ck, p (t) ((0.7) 
\л (0 /
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где А (0 = У К (*) сХ М/Л & < * } < с° К (<)/Л <'>• с> ’

о
).<*’ (01 < с* (Г (*)А (О)*՜1 Х' (О» <>0» к =2> 3,- • ■ Отметим, что, как 
показано в [3], условия (0.6), (0.7), вообще говоря, являются необхо
димыми для корректности задачи Коши.

В этих предположениях ф.р. строится в виде интегрального опе
ратора Фурье (ИОФ) специального класса, описание которого осу
ществляется разбиением кокасательного расслоения Г* /?" на зоны и 

будет приведено ниже. Отметим здесь только, что эти классы псевдо- 
дифференциальных операторов (ПДО) и ИОФ являются обобщения :и 
известных классов Буте де Монвеля [4], использованных, наприм :) > 
в работах [5]—[15]. В [8] с помощью классов Буте де Монвеля п ։- 
строено ф.р. задачи (0.1), (0.2) в том случае, когда ).(/)=<', где 
I — целое. Во многом мы следуем схеме построения ф.р. именно этэй 
работы, отходя от нее в принципиально ином определении классов 
ПДО и ИОФ. Мы отказываемся также от понятия квазиоднородно
сти, и по этой причине используем теорию ИОФ с неоднородной 
фазовой функцией, изложенную в работе Кумано-го [5].

§ 1. Гиперболичность. Классы символов 
и исчисление ПДО

Обозначим через решение уравнения

М*КЗ>=ЛИп<?>, (1.1)

а через < 5/ >—его решение относительно 5 >. Здесь <Е^>=(1+ 
+ |5|’)1/2.

Для дальнейшего исключительно важную роль играет сле
дующая

Лемма 1. Пусть выполнены условия (0.3)—(0.7). Тогда су
ществуют положительные постоянные М, Па такие, что для всех 
Н > корни ■։/(£, х, 5), 1=1,—, т, уравнения (т. е. нули полно
го символа оператора Ь)

% а/։а(1, х)т/?«=0 (1.2)
/<т

обладают следующими свойствами: для любых к, а, р существуют 
положительные постоянные 3։, Сь, а, ?, (2 такие, что

£>? £>? Т, (/, X, 5)1 С*,о <5>։֊1Ч к (0 ( Х ') , (1.3)
\Л (О/

/ту (6 х, о—мл х, О(>з1к(о<е>, /=/=/> (1.4)

Ю* о» 1т „ «, х, ։)| < с,..,, (АМ)‘ +
\л (О/. [А (?)

+ <?<"—2)л4><:>}՛ • (1'5)
при всех /6ГА, л. х£Яп, К/?я, < 5 > > Л/, и всех ], /=!,-• т.
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Доказательство. Осуществим в (1.2) замену т = ). (^ |5| 7. 
Тогда f будет решением уравнения

7"+ X ( Е (>• (0 1?1)у-’" «/.«(*> х)Е'+Яу+1) 7/ = 0, (1.6)
\|»/— т—j /

где
= Е (X (0 |5|у— а/,. (6 х) ç“, j =0, • • •, m—1. 

1—/

Согласно условию, при t^J, х Ç Rn, Е =5^ 0, корни р* (t, х, Е) урав
нения

Ит+ Е ( Е (ИО N)'-” ал«(#» х)5«)р/=0 
0<;</п \|«|—т -J /

вещественные и простые. Поэтому, так как (см. (1.16)—(1.18) [3]) для 
любого положительного s за счет выбора М, No, при всех t £ [fj, Г], 
х £ Rn, <Е > > Л£, имеет место неравенство • •+ |Вт|<^е, та 
возмущения В; малы, и корни уравнения (1.6) аналитически зависят 
от Вк, т. е. представляются в виде сходящихся степенных рядов, и> 
следовательно,

ч(6 х, ;) = Н0 х ,5) + k (f) |5| Е 
'•+

а!', <»■••(„.(<• х, 5) В1 В!2՝--- В‘тт, (1.7)

где*

а*...ио֊. о х> О 
J

________ (н* (6 х, ;))>-՝ .
П (н* (6 х, ?)— Иг (6 х, О»

Тем самым (1.3)—(1.5) с £ 4՜ |’| ֊Н?| = 0 доказаны (см. также (1.20)— 
(1.22) [3]). Для завершения доказательства леммы необходимо про
дифференцировать (1.2) и воспользоваться индукцией. Лемма доказана.

Следствие. При всех х £ R'*, Е £ R՛՝, < Е > М
т

||1ш4(6 х, Е)|Л<с(1+1п ('+|Е|)), к=Л,--,т, (1.8)

'Е
что естественно назвать условием гиперболичности оператора £ с 
описанной в (0.3) —(0.5) главной частью (см. (1.1) [3]).

Оценки (1.3) лежат в основе предлагаемых ниже классов симво
лов ПДО с параметром 6 Отметим здесь, что поверхность £ = 6 раз
бивает [0, на две области (зоны), в каждой из которых
оператор £ требует соответствующего рассмотрения.

Обозначим через 5”' ։ (Л՞) обычные классы Хермандера (0-^.3<^ 
<^1,0<^р •<!), а через С:{]; В™ —непрерывное отображение ] в

’ В [3] в формулах для атих коэффициентов имеется описка, которая, впро
чем, не влияет на правильность рассуждениб и результаты указанное работы.
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Определение!. Пусть тх, т., ^-действительные числа. 
Через 5 {тР т։, т3} обозначим множество всех функций а (к, х, В) £

(/Х/?2Л) таких, что с некоторыми т, р, о, а £ С/(/; ֊>" Л и для 
любых к, а. Р с некоторыми постоянными С*,«,? при всех ?£[/=, Г], 
х ։ > М, справедливы неравенства

(). (к) \т>**лдо) ' °’9)

Введем также обозначение
00

Н (т,, т3, т31 = Л 5 (т, — >, т3 Л т3 + *).
.—о

Имеет место следующее
Предложение!. (1) Пусть ак (к, х, ?) £ 5 (/Л։ к, тг, тл3), к=0, 

!,-••, и начиная с некоторого номера п ац (к, х, 5) = 0 при <^[0, £=3, 
к^п. Тогда существует символ а (6 х, В)^5{тп։, тл։, т3} такой, 
что

а~а0 + а1 + а։Н—• тос! С” (./; 5՜“), (1.Ю)

в том смысле, что при {£[0, /е] этот ряд конечен и сумма обыч
ная, и что для любого к

(а — а0 — ах----------- а*_։) £ 5 {тп! — к, тг, т3}, (1.11)

и два таких символа отличаются на элемент класса СГ(}; •Ь’՜“).

(II) Пусть Ьк (к, х, ;) £5 (тг — к, тг — к, т3 + 4), к = 0, !,•••, и 
начиная с некоторого номера п 6* (#, х, В)=0 при к£ [0, #=], к^-п. 
Тогда существует символ Ь (к, х, ?)£•$ т3, тп,| такой, что

Ь ~ 60+ Ь3 + Ь3-]------ тос! Н {т1։ т3, п։3}, (1.12)

в том смысле, что при /£[0, 2=] этот ряд конечен и сумма обыч
ная, и что для любого к

(6 — Ьо — Ьх----------- Ьц-\) ^5 \тх — к, т3 — к, т3 + к}, (1.13)

и два таких символа отличаются на элемент из класса Н [т!, 
/п։, ш3).

Доказательство. Пусть X (£) есть С”-функция на R1 такая, 
что 0<Х(/)<1, и /.(#) = ! при |/|՝<1, а при |<|>2 X (/) =0. Опреде
лим также функции ф, (;), 7, (I, <) по формулам

ф։(?) = 1֊Х(а<$». 7,(/, ;) = 1--/7В-А(0<^> \
\ И 1п < ։ > / 

и положим

а (6 х, 0 = £ ф,։(5) а, (к. х, 6), (1.14)

Ь (/» 0 = X R ((, В) Ь,(к, х, В). (1.15)
«—о

Ясно, что при подходящем выборе последовательности {а,}, 1 
е1 > • • • > а, > ■ •. —» 0 ряд (1.14) будет абсолютно сходящимся.



Псевдодаффереициальные операторы с параметром 321

Пусть теперь а и а — два символа со свойством (1.11). Тогда а (#г 

х, 5) — а Ц, х, 5)=0 при IС [О, I- ], и (а—а) £ 5 —I— к — т3, т9, т։)
для любых I и любых А:>0, поэтому

|£>* О* (а (I, х, 5) — а (#, х, 5))| < С»,.,₽ < 5 *-М 1«. (() х

/ ). \ "■+*
X ( < С*,.,₽<г (<5>л (/))-(«.+*)<

\-А (<)/

так как что и доказывает пункт (։) предложения.
Для доказательства пункта (И) заметим прежде всего, что

|£И й' ((, 5)| д С/, , < 5 >|։| л՜-' (<))' (0.
при I таких, что еЛ (/) 5 > /V |п 6 < 1> в то время как
7,(6 «) = 0 при I таких, что еЛ(/)<^;^><. /У1п<^5^>. Далее, после
довательность |е,|о, 1 в (1-15) можно выб
рать так, чтобы при [/-, 7), х^К", 5 А R՞, <^5^>^>Л/,

|Л‘п:д?[т։,(*»'0Мб х, <)]|<2-'<з>т։~'+։_'։1Х

А (/ ) \/я> ь^+/ + 1

для всех Л, а, р, к -Ь |а| + |р| <у, у = 0, !,•••. Действительно 

5)6,16 X. 5)]| =

а!
т! 21 т1 /I 

а1Л!
7! о! т1 /1

с,. Р. ։

!(/) \я։»+*+Ы

X ( __ 1
I л(0<«> п- 

так что достаточно выбрать

■» 12! /т։! /!

а! Аг!тах V
*Н«|+|?|т +"_ау!8!т! /!

С/. 7

Для остатка ряда (1.15) имеем

2] 7.Д6 5) Ь, (6

(0
X (/) \т»4-*+/-1

Л77)/

/+ш—к

'2՜('■+։)\т‘~Т / ^•(О \|я»+Я-гу 2֊/ / 1
\А(0/ у-о \А(0<£>
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().(А \лп+44-г
— )

Л (/) /

Таким образом, У 7,. (/, ?) Ь {I, х, О С 5 (Ш1 “ г’ пг2-г,т3-^-г}. 
}-г+1 '

Предложение доказано.
Определим теперь псевдодифференциальный оператор а(х, их) 

формулой
а (х. Ох) и (х) = Оз - у у в֊,уЕ а (х, 5) и (х + у) (2 «)~՞ <Шу =

= Нт (2 к)՜՞ Г ( е—,у'5 х (а$, еу) а (х, с) и (х + у) •БЛу, и^В(К), 
«-.о ։] ]

где В (R")—пространство С^-функций в R" с ограниченными произ
водными, а функция х, х (0, 0) — 1, из пространства Шварца ֊$.

Предложение 2. Пусть т2. тп3}, б£5{/п։, т2, /и3},

и определим а°Ь((, х, £) по формуле

а°Ь(/, х, 5) =0з — у е_(у”1 а (/, х, Е 4֊ т;) Ь ({, х 4՜ у, (2 «)՜՜" <М<1у, 

и пусть а({, х,Ь) = 0 при £ 6 [0, /{]. Тогда а°Ь ((, х, $ ) ^5{7п14- т‘ 
7И1+ т2, Л13+ /п3), а ({, х, Ох) Ь (/, х, Их) = а°Ь(1, х, Ох) и

а°Ь (/, хг ;) ~ у а<“) (у։ х, 5) 6(,) (I, х, «), тоЛСЛ}; 5 ”), (1.16),
а ® *

где а(а) = ОЕа, Ь(В) = дхЬ.
До к аз а те л ь ств о. Мы его опускаем, поскольку оно является 

совершенно типичным для теории ПДО.
Если А (0 — матричный ПДО, то а(Я (<)) (х, £) £5[тх, тп։, тп3) 

означает, что элементы Alյ(t,x,Z) символа оператора А (£) принад
лежат этому классу при всех /, у.

Лемм а 2. Пусть задана пэслгдэвапильнэсть матричных тХт 
симеолов о (М’} (/)) (х, £)££{— V, — V, +?), м = 1, 2,•••, и 
з (№’'>(/)) (х, ։) = 0 при всех [0, /е], < £> М. Тогда существует 
оператор П (/) такой, что его символ а(Л/(^))(х, «) принадлежит 
классу 5{0, 0, 0} и

/V (0 ~ / + Л0) (0 -Ь №> (0 + • • • то<1 Н°=Н (0, 0, 0). (1.17)

Более того, имеет параметрикс IV* (<) такой, что
«(Л*(0) (х,5)£5{0, 0, 0}, и

С (Л^(0 Л41 (0 ֊ /), а (/V* (0 («) - П е С։ (/, 5՜").

Доказательство. Мы его опускаем, поскольку оно аналогич

но доказательству предложения 1, а построение параметрикса Л*(0, 
по существу, ничем не отличается от принятого в теории ПДО.
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§ 2, Приведение к задаче Коши для системы первого порядка

Пусть р (/, Е) — положительный корень уравнения

Рт— 1 — ||| к" (О Л1՜" (0 |1п <5 >|т-։ = 0, (2.1>

и пусть А (/, Е) = р(6 Е)Х(Л(/ХЕ>ДУ1п < Е >) + ).(/)<Е>(7—
-X (Л (О <Е >/ЛПп<Е»), а

Для вектора £/=' (6/1։ С!т) = А/(/)' (и, /Ли,- • ■, О” 1 и) уран 
нение (0,1) приводит к системе

10У = Ф, 
где

‘ Ь0=О'-А (/)-#,(/) Я՜1 (О, Ф֊֊=Я(0'(0,---, 0,/),

а (Д(0)(х, Е) =

о

(6 О»

(2.2)

(2.2'>

А_, 0--------------------------------------------------------------------------------- ।

0 А
— 2 а։,«(/, х)Е“А-л։+2(/, Е),•••, — $]ащ֊։,« (#, х)Е* 

|а|"֊<п —1 |»;<1

Упорядочим корни уравнения (1.2)։ Ее г։ < Ее ха<^-• • < Ее
/ € [<Ь Выберем постоянные </а<^- ••<։/« и рассмотрим функции 
?*(6х, Е) = ^р(б Е)Х(А(О<Е>/ЛЛп<Е»֊НД<, ?) (1 — х (Л (О 

<Е>//У)п <Е >)). Очевидно, что Д(/, х, Е) = ПК?/ (<.х,Е)~<ру (/, х, Е)} 
т>1>)

/А (/, Е)] является равномерно по /£./эллиптическим символом нуле
вого порядка, А(/, Е) — равномерно по гипоэллиптическим сим
волом, а

- £ ау, . (/. х) Ев А֊" +'+’(/, Е) С {1, 1. 01, у = 0, 1, • - •, /и- 1„<

По системе (т^А՜1) составим матрицу Вандермонда М* (/, х, Е) = 
= ИОрхА՜1, ТаА՜1,ч>т А՜1), и пусть М([, х, Ох) — параметрикс для

(Д х, Бх), т. е. а (ЛГ(О (I) - I), а (Л/* (<) М(в -/) С С? (]-, 5֊“). 
Тогда вектор У=*М(1)и будет решением системы

А V-М (0 А (/) Л/* (0 V- М(0 Н1 (0 У/֊* (/) Л/« (/) V-

- М1^)М^(ПУ±К1(^и=М(0 Ф, (2.3>

где а(/?х(0)(х, 5-).
Ясно, что (2.3) можно переписать в следущем виде;

АИ-Я (0 И+5(0 И֊Ь/?,(*)£/=Фх, (2.4)
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„„ DГЛ —оператор с диагональным символом, элементы которого 
■чч, Х։ ՝} ^Cl (J՝ s~'}’ B{t} ^S|0, °’ 1։’ a при

[0, fs] для любых «, P выполняются неравенства

iDiDt.Bd.x, t)i<c,₽ (p(t ?) + (2,5)

тде tz — решение уравнения (1.1) с заменой N на 2/V.
Действительно, главный символ Л/(*, х, l)x) есть [Л/ (Г, х, Е)] » 

а при f C(h, Т] матрица МЦ, х, Е) A (t, х, Е) М" (t, х, Е)— диагональная, 
•с тх, х։, ~т на диагонали. Остальные члены разложения

£ А 2 А М (f, X, Е)) (Я А к X, Е)) Dfx М* (t, X, Е) (2.6) 

принадлежат 5 (1 — |я 4- ₽|, 1, 0}, соответственно, а при II| =/= 0 5 {1—"(| 

1, 0| с 5(0, 0, 1|. Что касается поведения при [0, £։] разложения 
(2.6), то учитывая оценку jZX D} A (t, х, Е){ ■< С«,т<5 р (f, Е), глад՜ 
ко продолжим члены ряда нулем на [/{, Г]. Тогда его можно про
суммировать так, что асимптотическая сумма будет удовлетворять 
оценке (2.5).

Итак, вернемся к (2.4). Осуществим в зоне [/е, Г] полную диа
гонализацию системы.

Теорема 1. Существует оператор N(t) такой, что /V (f, х, 
Е) £ 5{0, 0, 0},|det N (t, х, Е)( > const 0 на J X к" X Bl, и

(Dt- + modC,(/; 5—), (2.7)

■с некоторым Д вида
1*1=0, - D(t) 4- /(/) + /? (f), (2.8)

։де (i) F(t, х, Е) — лиоганальная матрица, F(t, х, Е) £ 5(0, 0, 1), 
х, Е) = 0 при tG [0, fj], (ii) для любых я, р выполнены нера- 

ленства
|De^/?(t,x,E)|<C։.p<E>-|*'fp(tE) + p-i^4)y М], (2.9)

\ Р(Л ։)/
м а/?(/)еН(0, 0, 1|.

Доказательство. Ищем N(t), F(f) в следующем виде:

| 2V(t)~l + .V(1)(0 + №’(04--", rnodH0,
I аЛ'(’>£5(-л -V, V|, X, E) =0при/£[0, fE], 

F(0~F(0)(0 + ^(n(0 4-F(J>(0-|----, modH{0,0, 1), 

0F։”C5{- v, -v, , + 1}, x, E) = 0 при / ^[0, *]•

Пусть FW(Z, x, E) = T (t, E) diag [B (t, x, E)]. Здесь T(t,E) = l- 
Z (A (0 In Е», diag [B]—диагональная часть матрицы В.

Положим /V(1) (l, х, Е) = т (/, Е) (и^* (/, х, §)). где

х Е) = ( 6л * х> х’ «) — ’?» (6 х, Е)), j^k, 
\O,j = k,
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а 6;, * (6 х, ?) —элементы матрицы В(/, х, ;)• Ясно, что 

о^(” £5{—1, -1, 1}, А/п,(6 х, ?) — 0 при <£ [0, (■], 

аГ‘Ь) 65{0, 0, 1}, /=(0,(/, х, 0=-0 при [0. М- 

Подсчитаем символ оператора

Ва>= (0,-0+ В) (/+ Л/(|))- (7+ Л^1’) (А - О + Рт) = 

= В— [£>, Л/0)] — Ем -гМ” + В1У,у> - Л№(0).

Нетрудно проверить, что

= (В-Г-[£>, /V(1’]-/‘0)jeS{-l, 0, l}cS{—1, -1, 2}, 

о (— zM1’ -i- B/V(I) — /V(I)F(OJ) Ç 5{— 1, - 1, 2}.

Поэтому, если обозначить В^ — В(1) — 21(1 — 7), то 

aB(։,eS{-l, -1, 2}, и бУ?*(#,х,В)=-=0 при [0, 4].

Далее, пусть £t') = diag [B(I)], o/V,?) = (пд1*), где

b^k (t, х, ?)/(?, (t, x, î) — <fk (f, x, ç)), j^k.

0, j = k.
/ n\

тогда для оператора В определяемс го формулой

Вт= (Dt-O + В) (1+ 2V(J) + Л/<2)) - (/+ NM+ Nm) (Dt-D ֊•֊ F(0) + 

+ Fw) = B(1-7) 4- (ВП)— [О, /V2’] - Fn) — zW{2,+ BV2’- 2V(1’F0) —

-7V(2) (E°> + Fm),

получаем ՝•

с(В(1)-[£>,ЛГ2)]-^П))65{-2, -1,2)с5 {-2, -2,3), 

о (- zW{2)+ BNm— Na) 7(1)- A,l2) (?(0)+ F(1))) Ç S {-2, —2, 3).

Следовательно, если В(2, = В։2>—B(1 — 7), то aB<2;ÇS{—2, —2, 3}, и 

6;2>a (t, x, Q = 0 при fÇ [0, /;]. Итак, пусть

F(”= dia g [Б(”], aA'(’+J) = (n^+*։)). 
где

(»+i) */(?/ Ф*)» У г к,
1 0 , /=- к,

B(" + ï)=(Dt ֊O+B)(l+ J*£ N'^\(Dt-D+ £ 7W) ■

(v = 0, 1, 2,-• • ). Для оператора B(’ +1|= — B(1 — 7)4֊В(’ + 1) имеем 

cB(’ + I)eô {-v-1, -v-1, v4-2), и 6(;t1։ (f, x, ?)=0 при [0, /=]• (2-12> 

Учитывая включение а(В( ) — (Z), 7V(’+I)]—[— м—1,—v,v-|-l)cz 
c*${—v—1, —v—1, v-|-2} по индукции получаем (2.12) для всех 
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7==0, 1,.... с помощью предложения 1 строим символы Г(<) 

такие, что для оператора Л = (£>< — £> + В) IV —Ы (0,-0 4֊ Р) имеет 

место а Я£Н{0, 0, 1}, и Я(6 х, 5)=£(6 х, Е) при / £ [0, /5]. Пусть 
теперь Л* (/)— параметрикс оператора Л(0- Полагаем Л(<) = 

= М* (/) R (/). Теорема доказана.
Итак, согласно теореме 1, оператор О։ — О (I) В(1) диагонализи

руем в главном, в том смысле, что в Ь„ как будет показано в дальнейшем, 
/?(/) можно рассматривать как возмущение, влияющее только на ампли
тудные функции ИОФ, входящих в ф. р., и не приводящее к дополнитель
ной потере гладкости в зоне Т].

§ 3. Гамильтоновы поля. Построение фазовой функции

Обозначим через X (<, X, £) вещественную часть одной из функций 

(<, х, 5), /=1, т. Рассмотрим систему Гамильтона

(/, д, р), <1р1<Н = (6 Ч< р), (3.1)

и для нее задачу Коши:

= У. Р։-г = (3.2)

Согласно теории обыкновенных дифференциальных уравнений, решение 

.задачи существует при всех ։ £ [0, Го], Е £ R", у £ Еп, <Е> > М, если 
Та достаточно мало. Опишем поведение решения (?(<, 5, у, Е), Р ((, 5, 
у, Е)). Введем вспомогательную точку ։' с помощью (1.1), где Л за
менено на Л1։ No < М

Лемма 3. Если или то

Р (6 5> у, Е) = Е, д (Г, з, у, Е) = у — Мь Е)</т. (3.3)

Далее, существуют 0 < Го< Т, М, такие, что для любых ], к, а, р 
•существуют постоянные С], к, р, С/,«, р, так, что при всех у^Е", 

£ Еп, < Ъ > ~£֊ М, справедливы оценки:
(I) при < ։ < / < То,

№ Я & (9 (6 5, у, 0 - у)| с сл я.., ₽ < Е >-1в| Л (/) /2^-У у, 
\Л(оЛл(5)/

(3.4)

з,у,Е) ֊ Е|<су.*,в.(։<Е>>։-1։’да)^УШУ;

(3.5)
(«) при 0 <5 То

\0{ (ч (#, 5, у, I) — у)| < С/,Р < Е >-|а| Л (/)/-ШЛ'; (3.6)

\А(0/
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(Ш) при /։ < £ -С з -С Тл

ОЮЧ я $ (<7 ({, з, у .1) - У )| < С,. к. „ ? < 5 Л (5) ( мУ7 л
\Л(/)/ \Л(5)/

(3.7)
(р (6 з, У, 6) -6)1 с (5)( у.

։ \л(г)/ \Л(з)/
(3.8)

Если же < < з, 0 < < <5, то верны формулы

Р^, з, у, 6) = р(<։» з, у,\), 
4

я а, 3, у, 6), = Я (Ц, 3, у, 6) + у Хг (ъ Р (/., 3, у, 6)) </-. (3.9)

Доказательство. Прежде всего отметим, что (3.3) очевидно, 
т. к. при указанных / и 5 функция X (/, X, д) не зависит от х. (1). Обозна
чим через | р | норму вектора р. Из (3.1) выводим

<ф|։/Л = 2(р-?Р (/, ч, р)).

Но, выбрав 2М, можно написать неравенство

|у.Д ({, х, Е)| -< сХ (О |$|, х^Е՞, [о, Г], 6£/?л.

Действительно, на множестве, где УЖХ(/, х, ?) =А 0, это следует из лем
мы 1. Поэтому

|</| р|։/л| < ск (/)! р (ОГ, й < з < ։ < т.

Интегрируя это неравенство, получаем

< Р (5) > в |А (1>’А ‘°1 -< < р(/) > « < р (з) > ес [А <" " А

где р(з) = Очевидно, что

А(0<р(0> А(0<6 >ехр(с[А !5) — Л(0])
Л70Ь<р(О> Л/01п(<5>ехр(с[Л (<)—А(«)])) '

> ( тИ1 + с[Л(*У~А(^- у1 ехр (с [Л (5) -л (/)])! .
Л^1п <? > | Л/о\ 1п<;> / )

Для фиксированных Л/о> < М, выражение в фигурной скобке мо
жет быть сделано больше или равным единице за счет выбора Т„. Таким 
образом, если 3 1\, то пара (£, р(0) попадает во вторую зону. С дру
гой стороны,

• I

р(/) = Е -1֊ ?хХ(т, д(т), /ф))<Л,

а

откуда

|р (6 3, у, ?) — 6| ,7хХ (т, р (т), р (т))| </: С С ). (т) < р ( .) > </: <

ОТ I
< с < $ > (к «) -л (з)) < с < $ > л (/),
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|<7 ({, 5, у, В)— у| < Г |?Е Х(т, <7 (X), р (т))| < с | Х(т) </т < СЛ (/),

У 3
равномерно по 5, ։ -С То. Итак, (3,4), (3.5) с — к = |։ = |3| = 0՛
доказаны. Получим теперь их с /=£ =0, |и| = |р| = 1. Введем 
(^ = •^4 ((, з,у, В), <2։«?Е9(6 5. В),Р1=7>р(^, /, у, ?), Л=?зр-
(6 5, у, В). Тогда

<2Р <2։ \ _ V? ’֊> - ?Е X \ /<21, <2։\ 
ЛкЛ>А/\ ^ЕТДХР Р1։ Р։Л

/<21. <2а\ = /Л 0\
\р1։ р։Л_, ко,/л

Введем энергию

£(0 = 1<2х- Я +1 < < > (ЭД8+1А- Г + (֊֊֊ Л1Г
I <«> II

Для нее нетрудно получить неравенство

< сХ (/)£(/) 4- СХ(О > '£(/), < 5 < I < То,
Л I

из которого, учитывая £($) = 0, выводим

Е (/) < сЛ։ (0, < з < < < То.

что приводит к рассматриваемому частному случаю (3.4), (3.5). Индук
цией по |а + р| доказываем (3.4), (3.5) для всех а, ₽, когда / = А = 0. 
Если / = 1, к = 0, то указанные оценки для всех а, р следуют из (3.1) и 
уже доказанных с / = к = 0. Для к = 0 и произвольных /, а, р, они по
лучаются индукцией по / дифференцированием (3.1) по / нужное число 
раз.

Для получения производных по параметру 5 рассматриваем вспомо
гательную систему

— = ■֊¥=’• 0+ 5, (2, Р), ֊֊- = 7хХ(/+5, <2,Р), (3.10)

с начальными условиями (}(0)=у, Р(О) = В. Тогда д(/, з, у, «) = 
= (2(1 з, у, В), р (^, з, у,В) = Р(/ — з, з, у, В). Дифференцируя 
(3.10) по з и подставляя в получившуюся систему вместо аргумента 
t значение # — з для энергии Ех (/ — в) = |(£>, (?) (г — з)|։+ |(£>, (<?>Р))» 
(/ — з)|։, легко получаем

< с£х (< - з) + сХ, (?) /£,(^-3),

что приводит к неравенству

/^и-5) Сс?.(0 <сА(0^1<сЛ(0|Н 
Л(() Д(з) 

^(е — з) 

Л
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|VE X (t, q (t, s, у, E), p (t, s, y, 0)1 dx <

+ cA (0 < cA (fE) 4- cA (t) < cA (f).

равномерно по -Cs f ■< Т^. Аналогично оцениваются оставшиеся 
производные. Итак (i) доказано. Доказательство (iii) почти ничем не от
личается от изложенного выше, и мы его не приводим.

Для доказательства (и) заметим, что при S < f j < ti t < To

t
|</(6 s, y, ;) — y] = 1 [ VE> (", <7(S s, y, 5), p(t, s, у, Ц) rf-.| <

< J |vEMs +

J «S
] — m te 1—m m—1

< cISI m j՝ X (x) a~(t)| in). (t)| “ dz + 

0 
m—l

С помощью (3.3)—(3.5) получаем оставшиеся неравенства в (3.6).
Для доказательства (3.9) замечаем, что при достаточно малом Т, ■ 

(3.8) (/= k — 'a\= р| = 0) означает, что t -֊< tp , если f-C/g, м, сле
довательно, VxX(/, q (t, s, у, i), p (t, s, у, E))=0. Лемма доказана.

Естественно ввести следующее
Определение 2. Пусть ;m։, mt, m։, m«, тп5—действительные 

числа. Через S,<t т։, пи, пи, ms| (соответственно S/cImx, mt, mit 
пи, m5|) обозначим множество всех функций a(t, s, х, 5) £ С (J X JX 
Х^хХ Л՞) таких, что с некоторыми m, p,oa£C(J X J‘, S"։), и для 
любых /, к, а, Р с некоторыми постоянными С/,*.«,«։ справедливы не
равенства

\D'tDk, DI a (t, s, x, 5). < Cz, *,«,!><« X** (t) X

х/чоу->։.-(։)/хмр**. (3.11)
\A(W \A(,))

при всех x Rn, ; (; Rn, < $ > M, s^J, t-^J, -C s t -C (соот

ветственно, To).
Таким образом

P {t, s, y, Q - S e {1; 1, -1; 0, 0|, p (t, s, y, 5) - (1; 0, 0; 1,-1},
(3.12)

Q (t, S, y, 0 - У e 5«« (0; 1, -1; 0, 0|, q (t, S. у, 0 - У C 5,<։ [0; 0,0; 1,-1}.
(3.13)

Для построения фазовой функции нам потребуется
Лемма 4. Пусть Тх(0 < Тх То) и е (0 < e 1) такие по

стоянные, что

\дч1ду-1։<Х-г, при s,t(z (0, TJ, y£RH, ^Rn,<^»M. (3.14) 
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Тогда для отображения х = д (#, в, у, Е): /?у Эу~*хс параметра
ми Ч, в, Е) существует обратное отображение у=у(/, в, х, Е)г 

причем
у (I, 5, х, Е) - х 6 {0; 1, —1; 0, 0}, у (/, 5, х, *) -

-хе &<, {0; 0, 0; 1, —1}, (ЗЛ5>

1^х^7|<(1-е)/в, /,з е [0, ту, хе/г", ее К",< 1> >м. (3.16)

Далее, для любых к, а, ₽ с некоторыми постоянными С*, в, з выпол
нены неравенства

|Д? £>?£>! (у (։, в, х, Е) -х)| < С*.«,з< Е >՜ |։ А (/)՛ (^֊֊)‘ (3.17)՛

при всех 0< 3 < 15 Т1г х е я՞, 5 е R՞, < Е > > М “ неравенства։

\ОкаР1Р1(у«,в,х, Е)-х)|<С*,«,?<Е>“|в|А(з)(^У (3.18) 
\А (з)/

при всех 0 < -С з -< Г1։ х е Кп> Е С
Доказательство. Рассмотрим сначала случай- <-Сз. При՛ 

з-С^г -достаточно воспользоваться (3.3), поэтому будем считать- 
Существование отображения у—у Ц, в, х, 5) есть следствие 

(3.13) и теоремы о неявной функции. Имеем, далее, х— дСбз, у(7, з 
х, 5), ;) = 0, откуда

|у(Л 5> х> 0 — *1 = IX— д (I. 3, у ((, 5, X, Е), 9 + <7.(6 5, У (6 5, X, 0* Е)—

Ясно, что
—у^, «, х, е)|<сЛ(з).

р(у а, з. х, Е)—х) 
Рх

Р(д({, з, у, Е) —у) 
Оу

Р (у —д Ц, з, у, Е»
Оу

(3.19)

и, так как при выборе Т, достаточно малым, согласно лемме 3 верно- 
(3.14), то из (3.19) выводим (3.16), а из (3.7) получаем |7)1(у(/, з, х„ 
ь)—*) I сЛ (з). Остальные производные оцениваются точно так же..

Если 0 < /е з < 7*!, то
*

$д т ^Я^г^.уД) । р'------------ 7| + ] Р 5> У- ^)>^х 

։

з, у, Е)|
X — | < сЛ (з) + сА ($) < Е > I |Х5г (т, р (^'։ 5, у, Е-))| <.

и
/е 1-т т —1

■СсЛ(з)^14֊ <?> -^Х(т)Д (т)| 1пХ(т)|

о
< с л (3) (1 4- М/т (|1п х (4>|)/< Е >} < СА (3)„
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поэтому обратная функция у = у С, 5, х, д) существует, и

к
\д (6 5, X, 5) — XI < I (<Е, 5, у, ?) — у | + Г ь (", Р 5, у,;)) <Л| < сЛ (з)..

/

Аналогично оцениваются оставшиеся производные в (3.18). Случай 
5^1 ничем не отличается от рассмотренного. Лемма доказана.

Перейдем теперь к построению фазовой функции. Рассмотрим для 
уравнения эйконала

։АФ —Х(/, х, 7жФ)= 0 . (3.20 >

задачу Коши

Ф|/-а = Х-6. (3.21 >

Лемма 5. Если 0<з<Ж/£ или 0՝<С/֊<з<6, гпо
I

Ф(6 % х, В) = х-5 +ух(т, ?)</*. (3.22)-

у

Далее

Ф (/, з, х, ■) — х -Е £ {1; 1, -1; 0, 0},

Ф(6 з,х,?) —х-КЛ<,{1; 0, 0; 1, -1}. (3.23).

Для любых к, а, Р с некоторыми постоянными Ск, «, р справедливы 
оценки

|£>? £>££>* (Ф (6 з, х, О-х-01 < Са.«,₽ < | >1-'в|А (/) ((3.24)- 
\Л (/)/

при всех 0 з 6 -С 71» х £ Л", 5 £ /?я։ <Х>^-М и неравенства

|о5 О1 (Ф (6 з, х, 6) - х • еж Ск.₽ < е >'- н л (в)( » <з.25)-
\л («)/

при всех 0 < / 6 -С -С з < Гп х С Л՞» 5 £ У?'1, М.
Доказательство. Формула (3.22) очевидна. Рассмотрим слу

чай О-^з-С У 71- Пусть у = у и, х, ;) — отображение из леммы 4. 
Определим функцию « = и(6 з, у, ?)) по формуле

I

и (У» р, т)) = ут1-|- {X—р-7£Х}(т, Ч(х, 5, у, т(), р 5, у, т}))«/т.

5

Тогда решение задачи (3.20), (3.21) задается формулой (ск. доказатель
ство теоремы 3.1 [5])

Ф (6 з, X, 0 = ц(6 з, у (У, 5, х, ?), 5). (3.26)

Утверждение (3.24) и первое из (3.23) являются следствиями этой форму
лы и лемм 1, 3, 4. Случай 0 У Т1 аналогичен. Лем:.:а доказана.

2-695
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§ 4. Ф. р. задачи Коши для элементарного оператора

Согласно лемме 5, функция Ф (/, $, X, 5) удовлетворяет требованиям, 
предъявляемым в работе Кумано-го [5] к неоднородным фазовым функ
циям.

Определим теперь ИОФ Аф = оф(х, Ол) с фаговой функцией 
ф(х, ;) и символом а (х, Е) £ 5” по формуле 

Аф и ' (Ф (х, Е)— х' °а(л, 5) и (х') (2 г)՜՞ d-dx'

(и (; Основные свойства такйх операторов можно найти в § 2 [5]
Определим в области [О, Гх] X R" элементарный гиперболиче

ский оператор первого порядка 
( ,• ' ;՛

£ = л (/, х, £>х) + /(/, X, ОА, (4.1)

где k (t, х, Е) — та же функция, что и в § 3, /(/, х, E)£S{0, 0, !}, и 
./(/, х, Е) = 0 при ffc [0, О].

Рассмотрим задачу Коши

( Lu = <f(t) на [s, TWXRx,

.для Малых Г,. Построим, предварительно, параметрикс задачи (4.2) с

Ф (/) = 0, т. е. оператор Еф ((, s) такой, что

ЬЕф (t, s) =0 mod Ct, t (S ") 0 s-C t-C Tv 

Еф (s, s) = / (тождественный оператор).
(4.3)

Ищем Еф (t, s) в виде ИОФ: 

.Еф ф (х)= Os s, х, S)1»(F)(2«)-"dE^, (4.4)

с символом, разлагающимся в асимптотический ряд

е(/, з, х, Е)~ £ e,(f, s, х, ;). mod Ct,, (5՜'). (4.5)
v—0

■Определим как в [8]

Я (t, S, х, Е) = ֊ i £ -L x, 7x ф (f, s, x> ;)) .^ ф s> x> ej + 
|«i-2 ai

+ /(t x, ГХФ(6 s, X, «)), (4.6)

Z= Dt - x> ф(6 S, X, S)) £>: +.g (t, S, X, '). (4.7)

Если e. «(I, s) — ИОФ с символом e, (/, s, x, E), to

о(£е,.Ф (t, s)) (x, E) = Ze, + r, (t, s, x, E), (4.8)
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где

г, (6 s, X, Е)~- £ ֊ X, 7ХФ (t,S,x։y,V))e.{t,S,y,;Y)}y-x,.
I«i>2 а‘

(4-9)

(4.10).

(4.11)

(4.12)

mod С1։Л-S՜՜) (v = 0, 1, 2. - -),
1

7ХФ(6 ։> х> у, Е) = j 7д.Ф (Л s, у 4- 8(х — у), Е) d9. 

и

Итак, пусть

J ZeQ = 0, Ze, 4՜ г»—i =0, О -<С s t Т1։
I e0(s, s) = l, е. (s, s) = 0 (v=l,2---).

Согласно (3.24), (3.25) [8] для e0{t, s, x, E), e, (t. s, x, E) имеем

t

e0 (f, s, x, $) = exp[— i g (a, s, q (a, $, у (f, S, x, E), E), E)da],

t
e, {t, s, x, E) = — i J r,_i (a, s, q(a, s, y{t, s, x, E), E), E)X 

t
X [— i Jg (’'» s, q(a', s,‘y (t, s, x, E), E), E) da'] da (v =1, 2, - ■ •), (4.13)

с помощью которых нетрудно доказать следующую лемму.
Лемма 6. Если mo для всех x£Rn,t£Rnt

е0 (/, S, х, Е) = 1, е,(<, s, х, Е) = 0 (v = l, 2, - • ■). (4.14)

Далее, выберем положительную постоянную К. так, что

К> lim sup I x, 5)1, (4.15)
N-b-. M— Д.едп։ (6 r։) |).(/) J

l£Rn, < E > >.M
если же Im/(f, x, E) = 0 {при всех [Э, 7\], x£R", c^Rn),mo K=Q. 
Тогда существуют No, M такие, что для любых I, j, a, p суще
ствуют постоянные Ci,a,? такие, что для v = 0, 1, 2, ••••
выполнены неравенства

|D/ Di DI D?x e, {t, s, x, E)| < С/. y,«, ? < E >-*1 ” A* ”(/) (X
\ A (f)

^ + I=H-I?I։ . (416y,

при всех Т1г x£R", E £ Rn, <^E>^- M, и неравенства
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Следствие. Так как е» £ П ${К 4՜ г — V, К, — К}, V = 1, 2, • • *, 
0<к1 .

равномерно по з^_/, то, согласно предложению 1, е (/, з, х, 
из (4.5) существует, удовлетворяет неравенствам (4.16), (4.17) с V = 0, и 
является символом искомого параметрикса (4.4).

Таким образом, с символом гю (#, з, х, ;) £ С։, з (>5 ), з4^, имеем 

£еф (#, з, х, Ох) = г<в (6 з, *, 0Х), 0<з<«< Г։. (4.18)

Замечание. Параметрикс £"ф можно представить в виде 

£Ф(6 з) = Л(6 з) и-Вф.(/, з), где Л(/, .з) — ПДО с символом X «;>/ 

,/<5£>)(ехр (т, Е)^х)> £ф(6 5) — ИОФ с символом (1 х(<^5>/

<«/») з, х, £), а функция X определена в § 1.

С ПОМОЩЬЮ Еф (/, з), (/, з) = гоо(6 3, X, Ох) ф. р. строится
•обычным образом использованием теории ПДО с кратными символа
ми (см., например, £5]), Полагая ({, з)= — /7?в (6 з), (/, з) =

I
= у(/, 6) 1^,(9, з)</9(у = 1, 2,---), мы получаем ф. р. в форме 

$

Еф (/, з) = Еф и, з) + (՛ £ф (/, 9) £ 1Г, (9, з) </9, (4.19)
и »—I

•е символом е (/, з, х, ?)=е(/, з, х, 5)-|-ея(/, з, х, «), где ех- ((, з, х, £)£ 
£С։. ,(5—), з£_/, з<*.

Теорема 2. Выберем постоянную к как в лемме б. Тогда на 
Тг существует единственный символ е({, з, х, $), удов- 

.летворяющий неравенствам (4.16), (4.17) с ч — 0 при соответст
вующих значениях I, з, х, Е, и, следовательно, принадлежащий рав
номерно по з^/, классу П 5(К +֊ г, К, — К\, так что ИОФ 

0<><1
■Еф{1, з) = вф(/, з, х, О։) с фазовой функцией из леммы 5 является 
фундаментальным решением задачи Коши для А (4.1) в области

՝9 Г, т. е-

| ££Ф(6 з) = 0, 0<з</<Г։. (420)
( Еф [в, з) — / (тождественный оператор).

Для завершения доказательства теоремы 2 осталось только проверить 
■единственность ф. р. Это будет проделано ниже.

Рассмотрим теперь задачу Коши £ (4.1) в области 0 •< < < з < Т.

Построим предварительно параметрикс Еф (#, в), т. е. ИОФ такой, что

ЬЕф^, з) = 0 шос! С(. з($~"), О^^з-СГр 

Еф (з, з) = 1 (тождественный оператор), 
(4.21)
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где Ф (/, 5, х, g) — фазовая функция из леммы 5, а символ e (t, s, х, с) раз
лагается в ряд (4.5). Справедлива

Лемма 7. Если 0 < t -< s -Cfj, то для всех R" > Е£ R՞ ,<Е>^ 
>Л4

е0(/, s, х, с) = 1, e-, (t, s, х, Е)=0 (v=l, 2,---). (4.22)

Далее, выберем положительную постоянную K' так, что

К'> lira п sup —^Im/(f, х, Е)), /4 Оох
ЛЕ—. x£R. Г,] I l.(t) J (4.2J)

Е6ЯЯ. <Е> > М
вели же Im / (t, х, Е)=0 (при всех tC [0, 7\], х£ R",t£ Rn), mo 
К'=0. Тогда существуют No, М такие, что для любых I, J, а., 0 су
ществуют постоянные Ci.j.t.p, Ci,a,p такие, что для v = 0, 1,2, ••• 
выполнены неравенства

|DZ' Di Di Di e, (t, s, x, E)J < Cz. /.,.₽< E >-|a| л«'+’ (s) Y-Wx
\A (s)z

. A (s)
In-------

A U)
/+/+1Ч+131 (4.24)

при всех t- < t < s < rx, X e Rn> E C Rn, < E > > M, и неравенства

\DlDlDxe՝ (f, s, x, E)| < Сл«,? < 5 A*'+’(s) X

Y(ln < 5 > )'+|a| +l?l, (4.25)
A (s)/

при всех О -С t -С^Е-С f Е -С $ 71, * 6 5 б- Rnt <^5^> М.
С л е д с т в и е. Так как е, £ П 5» {A'4-e—■», А',—A'), v=l,2,• • •, 

0<«<1

равномерно по # f<s, то, согласно предложению 1, е (t, s, х, 5) из 
(4.5) существует, удовлетворяет неравенствам (4.24), (4.25) с v = 0, и 
является символом искомого параметрикса (4.21).

Доказательство леммы 7 аналогично доказательству леммы 6, и мы 
его не приводим. Теперь уже нетрудно доказать следующую теорему.

Теорема 3. Выберем постоянную К՛ как в лемме 7. Тогда 
на 0 t s < Тг существует единственный символ е (t, s, х, 5), удов
летворяющий неравенствам (4.24), (4.25) с ■*=<) при соответствую
щих значениях t, s, х, Е, и, следовательно, принадлежащий рав
номерно по t £ J՛, t С s, классу П + К',—К' |, так что ИОФ 

0<.։<1
Еф (t, s) =вф(£, S, х, D։) с фазовой функцией из леммы 5 являет
ся фундаментальным решением задачи Коши для L (4.1) в обла
сти 0 Tv т. е.

ЕЕл֊ (t, s) = 0, 0 < f < s < Г1։ 2^)
E*(s, s) = I (тождественный оператор).

Единственность в теореме 2 (соответственно, в теореме 3) доказывает
ся рассмотрением сопряженной задачи Коши для формально сопряженно
го оператора и использованием построенного в теореме 3 (соответственно 
в теореме 2) ф. р..
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Замечания. (1) Для всех 0 < з, *, I < Л имеет место £ф(Х, з)= 
= Еф (X, т) Еф (х, з). (И) Очевидно, что „потеря гладкости“ в теоре
мах 2, 3 равна К+&, К'+ е, соответственно, где е — любое положи
тельное число. (Ш) При 1ш/(Х, х,5) = 0 задачу Коши для £ (4.1) мож
но исследовать и обычным энергетическим методом, и, в частности, 
получить оценки производных Х?хи решения и (X, х).

Следствие 1. Задача Коши (с £ из (4.1))

{Л|“_Т1<<)т<[<)<г1]> {4'27)

I Н|/_д — (0 < 3 -< /г),

С <р(Х)^С'/(У; 5(Л՞)), имеет единственное решение
и (/, з, х), и оно представимо в виде

Г
и (X, з, х) = Еф (/, з) ■!» (х) 4- I у Еф (X, с) ф (а, х) </а. (4.28)

Следствие 2. Пусть т՝)^П1 (т 2) матричный диагональный 
оператор £։ имеет вид

= + (4.29)

где £>//(Х)==8(у>./(Х, х, Ох՝), ЕцЩ—Ъц/М, х, Ох), аХ/, //, ։՛==!,• • •, т, 
как в теоремах 2, 3, и пусть Е),ф.Ц, з) —ф. р. задачи Коши для 
£?=֊.£),—Х;(Х, х, Х^ж)+/,(/, х, Ох). Тогда ф. р. задачи Коши

] £,£/ = Ф(Х) на [0, 7\]
I Х/|,_1='Р (0<з<7;),

существует, единственно и имеет вид.

Е\, ф, (Хх з) 0

фт 5)

(4.30).

(4.31)

Приведем, наконец, один, почти очевидный, факт.
Предложение 3. Пусть а (I, х, |) — символ, удовлетворяющий 

оценкам

О} & а X, с) I < С).«, э < ? >'?*- 1а] Xя1* (X)

(4.32) 
при всех I £ [£:, Г։], аг (£ х, 5) £ Н (/Пр тг, Шз|, причем а (X, х, ?) =
= -г(Х, х, 5) — 0 при Х^[0, Хе], х^Х?՞» 5 £ Х?’. И пусть Лф = аф(Х, х, 
^г) — ИОФ с фазовой функцией из леммы 5, а Е = г{1, х, Ох). То
гда как Е1՝= Аф R, так и Ег = ЕАф являются ПДО с символами

• г,(Х, х, г)^Н|т14-т;, тл։+т;, /п34-т;), /=1, 2, (4.33)

и г/(Х, х, Е) = 0 при Х^ [0, Хе], у = 1, 2.

Доказательство. Обозначим а (X, л, £) = е֊^Ф х‘а (X, 
х, Е). Тогда при X > Хе



Псевдодиффереицнальные операторы с параметром 337

\D{D\D;a(t, х, 5)| ֊<С>,։,з<5>'՞'՜1’1 >.?’(0(Л(0 <5»|։+?|+'х

х(т—Г։+У(1п<5 >)1*+И+/. 
\л (О/

Покажем, что для любых ч, 7, ?,/,

|О] (6 х, 5)) п։) (6 х, 5)| < Ст, ?,/.,< 5 >т'+я11 |։+ т| Х

(֊!)"■ (4.34)

Действительно, так как г£Н(тпр тп'2, 7П3), то для любого т имеем

О/ (Л (/) < 6 > 1п < 5 »’ г (6 х, 5)| < С. ₽,, < 5 ><в։-’-1“1

X (֊У’*’ +/ «5 > Л (0)՜’х« « > А(01п < 5 >)\ 
\л(0/

и поскольку (< 5 > Л(О)-'< с(1п <5 >)-х. при т > 0, то по
лучаем (4.34). Итак, для любого х (<5 >Л (г) 1п <3 »х г<а) £ Н {/Пр т2

т2}, откуда ам г<«) £ Н — !«|, т։+ т'2, т։+тп3’(. Далее,

Г1(6 5)= £ -уа։в)(/, х, 5)г(,)(* х, 5)4-
|.Ь.- «։

4-Z S 4՜ П1՜®)'՜1 Л«.«(С х, 5)Л, 

!<£-./ «1 J

где для любого целого v О

Л«,»(f, х, 5)= Os — J j е(у ’’ < т) >՜’ aW (f, х, 5 + Stj) X

X < Dy >’ г(«> (6 х -Ь у, 5) dr] dy (2 к)՜’.

Но семейство {Л։ , (f, х, 5}|,|_/ в< в <։ ограничено в Н {^-1- m'i։ m։-fr- m2f 
/п։+ znj}, откуда получаем

rx (t, X, 5) ~ v 1 X, 5) Г(«) (t, X, 5), mod Ct (5՜՜) (4.35)
a a!

и,՜ следовательно, (4.33). Аналогично рассматривается R2. Предложение до
казано.

§ 5. Фундаментальное решение задачи Коши дли системы 1^(7= Ф

Рассмотрим задачу Коши

( £гО=Ф(/) на [О, Т՝^
I V, ՝ ‘

для матричного ПДО Ь\ вида (2.8), описанного в теореме 1. Ф. р. задачи 
(5.1) будем искать в виде
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£։ (f, s) ==£։(f, s) (/+ Q (t, s)) 4- Q„(t> «)» <5-2>

где aQ^Çt, S^Ci.AS՜'). Для операторов Lt, y которых в лемме 1 
Q(m— 2) = 0, £։(f, s) можно выбрать из следствия 2 § 4, и предло
жение 3 окажется достаточным для дальнейшего построения. В общем же 
случае мы воспользуемся следующим вариантом теоремы Ю. В. Егорова 
[18], [19]. Введем бозначение

Предложение 4. Пусть Еф (/, s), £ф(з, 0 — Ф- Р-< задавае
мые теоремами 2, 3, соответственно, с К'— К= 0, 0 s -С Пред
положим, что r(t, х, Q£S{0, 0, 0|, и г (f, х, 5) = 0 при՜

[°, & x^Rn, «ÇÆ՞, <г > >М. Тогда ЕФ(з, t) г (t, х, Dx) £Ф (t, s)- 
есть ПДО r\(t, s, х, Dx) с символом rx (t, s, х, В) таким, что r\(t, $,. 
х, Q = 0 при [0, fj], и удовлетворяющим оценкам

\DltDtDx ri(t, s, х, ï)|<С,.«.₽£(£ 5)<5>-|։t ֊Yx

X(ln<ç»z+|a| + lpi (5.3)-

при всех fÇ [0, Гх], x^R", cÇ/?'1, <^с^>>7И, равномерно по s^J, 
s <f.

Доказательство. Достаточно повторить схему второго доказа
тельства теоремы Ю. В. Егорова, изложенного на стр. 172—175 [19], ли
бо воспользоваться соответствующими теоремами из [5]. Отметим здесь 
только то, что главный символ оператора r\(t, s, х, Dx) в точке (х0, £0)- 
равен r(t, s, у0, т;0), где точка (у0> ^о) получается из (х0, ç0) движе
нием по траектории потока, порожденного векторным полем (3.1) за вре
мя от S до t. Подробности мы оставляем читателю.

Вернемся к (5.2). Здесь Q (t, s) — ПДО, который будет построен как. 
решение задачи Коши (R„ (t, s) = R (t, s))

I DiQ(f,s)+R(t,s)Q(t,s) + R0(f,s)^Ct.x(S—),
l Q(s, s)=0 (0<s<f<T։), ( ’

или эквивалентного интегрального уравнения с ПДО-значным ядром 
f t

Q (f, s) -hJ R s) Q (r, s) d- + i JRo (t, s) eft Ç Cl.•'£—), 0<s < Гх..

r ’ . ' y։ (5.5>

Справедливо следующее
Предложение 5. Пусть R (t, s), R0(t, s)—матричные ПДО 

с символами г (f, S, х, В), г о (6 s, х, 5), соответственно. Предполо
жим, что с некоторыми р, К, т для любых а, Р с положительны
ми постоянными С«.р, Со при всех х Ç Rn, ÇÇRn
<t»M выполнены неравенства

£>5 Г (/, S, X, ;)|| < Са, з < £ >՜|а| (1п < 5 »<“+?! g (t> $)։ (5.6>
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Р^г0(6 5, х, ?)| < С։. з < ; >р-|։|(1п < Е»|։+3|^(7, Е), (5.60> 

Г.
р(*,Е)*<*1п<Е>, (6 5)<С0<Е>՛». (5.7)

о
Тогда существует решение (?(7, а) задачи (5.4) с символом а(1, а, 

зг, Е), удовлетворяющим при всех О -С 5 -С I -С 7\, 5 £ R",
Е > М неравенствам

Р? Д? ч а, а, X. 01 < а. з < Е >*+'-|в| (1п < Е»’|։+?|, (5.8)

.и, следовательно, принадлежащим классу ([а, 7\]; П 5*+р+‘) П
0<к I

ПС!([а, 7\]; П $к+',+'п+1у Это решение единственно по модулю 
□<։<!

Й(5՜').
Доказательство. Выберем собственные представители классов 

эквивалентности операторов R ((, 5), /?0 (7, 5) и построим собственный опе
ратор (2 (I, а). Достаточно рассмотреть случай р = 0. Решение будем 
искать в виде

<?~<7о + <71+ <7зЧ------(шоаС{(5-')), (5.9)

тде
О։ Чь + гЯк + гк ~ <7*(«»5)=0> Л- = 0, 1, 2,-• •, (5.10)

гк=£ Е к = 1,2, -, (5.11)

/-о i-.i-.-z а!
I I 31

<7* = ~ *1 г к (50 <^51+ Е (~ V) [ • •

г , «—а и .15 Л Л
•••Г </«։г(з1)-’-г(«/_1)г։(з1). (5.12)

I

Введем оператор (1г) (7) = г (ах) </ах. Если g — скалярная функция, то

Л
^818՛ ՛ Перепишем (5.12) в виде

I

чк=—{ 1гь + Е 0։ 1г1г--1г1гк.

Лемма 8. Для любых а, к(к=], 2,•••) имеют место нера- 
.венства

Р1 £>5 Г„ (7, а, X, ЭД < Са, з. к < 'с >-|в1՜* я (6 5) (1п < 6 »'* +?1+։ ‘ X 

- .|а+?1+2А->
ХЕ+-Л—(1?)՛, (5.13)

&Як (7, а, х, 0 < С։, р. к < Е (1п < Е > )|а+₽|+։ к X

“ /1’+₽1 +2* ...

х§,Лнпг('й ' (5Л41
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До казательство проведем индукцией по к. Так как из (5.12)

7о = £( - /)' 1г 1г --1г., 
։—1 I

то 
. СП ։|։ + в|

р? & чл < а. ₽ < ? >-'•՛ (1 и < в»”+ * £ ֊ ШУ-

Осуществим переход к к = 1. Так как

г։= V
I«"։ «I

•то
- /|а+31 + 1 , , 

откуда

{« ;!«+?!+։
<?17Гй)1(^),+’ +

/։+9| =о ~ |«+Э|+1- 1 .
4- £ %(1-1У1818--18- £ ------- — №)" <

1—0 1=2 '“4 т=1 пг>1 I

у> т 
(т + 1)! №Г+1

|«+3| -
+ X Е (/-1)' 2

I—и 1—2 т—1

/«+51 + 1—/ т
(т-Н)1

Но при I > 0 имеем

4 р (6—I)1
а։?£։ (Л+1)1

” ։|«+₽1+2

(/г)‘+1

Если же ։ = 0, то

- - „,/‘֊+31+1

“ “ „1в+₽1+։

” ։•+>/»•։
Л(т-П)1ад"+’ = 

гпг№)‘*՛ £
- 2,1»+3| +2

Таким образом, (5.14) при к — 1 доказано. Предположим теперь, что для-.
11 (5.13), (5.14) доказаны, и докажем их для А 4֊ 1. Имеем

А I
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откуда
1йЯ-н,1-15: 2 Е, Е 7Г777|втЬх 

1,-111,—? 3| + ,։։”'3 М /[|—*+1֊։ 1' ®г'я։* Р1» г*։!

Х(5?+в,£>ж‘г) (5?£>Г1Ч)1. 

й
Поэтому рассмотрим при I =/= 0 норму следующей матрицы:

1(5ТГ £>1' г) (5? £}+?* 7/)[ < Ст, з„... ,< ? 8 X

Х(1п<?»(2'Гв1-₽|+2|1|) 2 7П|<Ч+1Г 311 2' +‘= С... <;>-1«1-(*+1) гх
т-1 (т-г-1)1

...О14.П (Ь 4.П ~ Ш(*+։)+*+|»+3|—1’1 + 311

Х(1п<?»'*+?|+2“+” 2] -- ----- ---- —------------ (18)т+х<

<С...<$>“,’Н(*+П(1п<5 >),ОЗ|+?(* + ” £ .™|а131+2(4 + 11՜1 (/?уп

Если же I = 0, то 

ст,₽,<? X

X (1п<Е»|в+₽|+2<*+1) У т1<*У Т+М (7г)ш< С... <
т-1 7п!

X(lп<E»'^+^։|+^(‘+1, 2 ™|д+3|!^+1) 1 (/^т. 

т -1 /И!

Таким образом, (5.13) доказано. Рассмотрим теперь <7*+р

< 5 >1а|+(*+1,(1п<5»-1։+3|-2(4+”р|^д^։1|< С«.?1 „ X

7П1»+3|+(2*+1)-1 

(т+1)!

1«+31 -

1 -О 1-2

- _1»+?|+а(*+։։
С--2 ^ТпГ№) т=1 (т + 1)!

(т-Ь/)! <Л)т+7 <

Лемма доказана.
Окончание 

дует, что
доказательства предложения 5. Из (5.14) сле-

р?£3<7А(г, 5, х, 5)КС։,₽,* ?>)։(|.+31+2*) (515)

равномерно по Отсюда Г,]; П 5А+* *).
0<«<1

Для доказательства единственности заметим, что сопряженная к (5.4) за
дача Коши удовлетворяет тем же условиям (5.6)—(5.7), так что достаточ
но воспользоваться стандартными рассуждениями (см., например, стр. 173 
[21]). Предложение доказано.

За м е ч а н и е. В предложении осуществлено построение экспоненты 
матричного ПДО в том случае, когда он не удовлетворяет условиям ни од
ной из известных нам теорем (см., например, [21]). Интересно выяснить, 
можно ли сформулировать и доказать в теории полугрупп подобное пред- 
.ложение средствами функционального анализа.
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Итак, если (}(П1—2)=0, выбор £։ (?, з) уже указан. В общем же слу
чае через Ег ((, з) обозначим ф. р. задачи Коши для диагонального ПДО 
с символом

«
3/у(т — Нефу(6 х, Ъ) + Ке^Ц, х, Е)), у = !,•••» я*

(здесь 8// — символ Кронекера, т—двойственная к ? переменная), так что- 
соответствующие £/, ф?- (?, з) имеют символы ву (?, з, х, с), удовлет
воряющие оценкам (4.16), (4.17), (4.24), (4.25} с К=К =* = 0. Оче
видно также, что вместо ф. р. можно воспользоваться параметрикса- 
ми. В первом случае получаем ядро R (?, з) = £։(з, ?) R (?) £2(?, з), 
во втором, допуская некоторую вольность в обозначениях, —R (?, з)= 
= £։(з, ?)[— 1ш£>(?)+ 1тГ(?) + £(/)] £,(?, «)• в двух случаях в (5.4}, 
(5.5) R0(t, = з). В силу предложений 3, 4 выполнены условия
предложения 5, так как нетрудно убедиться в том, что (см. [3])

Г7 р(?, В)+ -^-^)л<С1п<Е>, (5.16>

Л р (?»0 /
о

т
]/Г(?, Е)<//<С1п<Е>. (5.17)

4
Таким образом, нами доказана следующая основная
Теорема 4. Пусть Ь и Ь—операторы вида (2.4), (2.2), соответствен

но, и пусть Е, з)—фундаментальное решение задачи Коши для Ь1 (2.8)..
Тогда фундаментальные решения Е (1, з) и Еа (I, з) задач Коши для А. и 

могут быть найдены в форме

Е(1, з) = Л?(?)£х(?,з)Л?* (?)+-£. (?, з), (518)

а(^(/,з))(х,Е)(Си(5-՝), 0<з<?<Г։,

и

Ео а, з) = Л/* (?) Л/ (?) (?, з) Л/* (?) М(?) + R՞ (?, 3),
(Э.1У)- 

а (/?„ (?, з)) (х, Е) 6 С,, (£-“) (0 < з < ? < Л),

соответственно, где МЩ, Л? (?), М* (?), /V* (?) описаны в § 2. Бо
лее того Е(1, з) и £0(?, з) прздставляются в виде сумм ИОФ с- 
фазовыми функциями Ф)Ц,з, х, Е), / = 1, --։ т, и с символами,, 
описанными выше.

С помощью теоремы 4 и преобразования Н (?) § 2 легко доказывается 
основная теорема настоящей работы.

Теорема 5. Пусть оператор ЦОЛ) удовлетворяет условиям 
(0.3) —(0.7). Тогда решение задачи Коши (0.1), (0.2)՝ с /(?) £ 5/(Л) 
и Ф/€ •$> 7 = 0,1» —, т—1, существует, единственно на [з, Т] X R"1 
(0<з< Т) и может быть записано в виде
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t
и (է, х) -= У’ ЕН"1 (/, տ. х, £>х) фу + i CeJ’ т (t, а, X, Dx) f(a, х) Ժյ, 

/-0 J

где Ej'1 есть (1, ])-элемент фундаментального решения Ео задачи 
Коши оператора

Ս t 4՜

О 1 о
о 0 1--, о

2 а9, , (f, х) Dx, £ omIUJD;-, х) Dx
-,'«l т |։|<1

Как следствие из этой теоремы можно получить корректность задачи 
Кеши, доказанную в [2], [3], а также уточнить потерю гладкости. Далее, 
построенный параметрикс и фундаментальное решение позволяют доказать 
необходимость для С “-корректности задачи Коши условий (0.6), (0.7), 
и исследовать вопрос распространения и ветвления особенностей в той пол
ноте, как это сделано в [10], [14], [20], [17].

В заключение автор выражает благодарность всем участникам руко
водимого А. Б. Нерсесяном семинара за полезные обсуждения настоящей, 
работы.
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Կ. Հ. ՅԱՂՋՑԱՆ. Րադմապատիկ բնութագրիչներով օպերատորների նամար Կոչու խնդրի-
ֆունդամենտալ լուծումը և նրա նետ կապված պսևդոդիֆերենցիալ
(ամ փոփում J

օպերատորների դասը

Հոդվածում կառուցվում է Կոշոլ խնդրի ֆունդամենտալ լուծումը փոփոխական պատիկու- 
թյամբ բնութագրիչ արմատներով բարձր կարգի հիպերբոլական տիպի օպերատորների համարք 
Ենթադբվում է, որ օպերատորների ցածր կարգի անդամների գործակիցները բավարարում են 

որոշ պայմանների, որոնք հանդիսանում են Շ ֊կորեկտոլթյան անհրաժեշտ պայմաններ բա՛՛

վականին ընդհանուր դասերի հավասարումների համար [3]ւ Ֆունդամենտալ լուծման կառուցու
մը կատարվում է օպերատորի սիմվոլի որոշման տիրույթը երկու գոտիների տրոհման և է պա
րամետրից կախված համապատասխան ձևով որոշված պսևդոդիֆերենցիալ օպերատորների և 
ֆուրյևի ինտեգրալ օպերատորների որոշ դասերի օգնությամբ! նշված դասերը ընդհանրացնում են' 
Բուտե դե Մոնվելի հայտնի պսևդոդիֆերենցիալ օպերատորների դասերը, որոնց սահմանումը 
հիմնված է կվազիհամասեռության գաղափարի վրա!

K. H. YAGDJIAN. Fundwnental solutions for a degenerate hyperbolic operators 
and related pseudo-differential iperators (summary)

The paper deals with the oporators which have variable multiplicity characte
ristics. It is assumed thet the coefficients satisfy some conditions which in general» 
are necessary for Ca-well-posedness of the Cauchy problem [3]. We construct the 
fundamental solutions of the Cauchy problem by means of zonal subdivision of the- 
entangent bundle. Some classes of pseudo-differential operators which are generali
zation of the well-known Boutet de Monvel classes are used. (Engl, transl. see Sou— 
viet J. of Contemporary Math. Anal., 1936, v. 21, n. 4).
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