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* См. [5].
** У Линдлея [6] дополнительно требовалось, чтобы функция была непрерывном 

оправа. В нашем случае это требование выполняется автоматически.

В 1952 г. Д. В. Линдлей [6], занимаясь одним вопросом теории оче­
редей, получил теорему, которая в упрощенном виде может быть сформу­
лирована следующим образом:

Теорема L. Пусть функция 6(0 (*  € R) обладает свойствами:

к (0>0, /0: = k(t) dt = 1, J |Z|6(0 Л<°о. (1)

Тогда уравнение
а»

ф (0— k(t— s) ? (s) ds=O (2+)
О

-либо имеет единственное Р -решение, либо ни одного Р-решения, в зави­
симости от того будет ли

ОО 
Jt: = J tk (t) dt < 0 или > 0.

Здесь P -решением уравнения (2+) называется функция ф, удовлетво­
ряющая этому уравнению, неубывающая**,  и такая, что lim ф (О = 1.

В работах [3, 4] теорема L была получена чисто аналитическими 
•средствами.

В нашей статье [5] исследовалось интегральное уравнение (2+) и 
союзное уравнение

00

ф (f) — J к (s — t) ® (s) ds = 0 (2_)

о
в случае функции 6(0 специального вида:
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k(t)=k, (t) =

00

е~'а da (и) (t J>0),
о 

о
- ( e-'u da (и) (t <0), 

l

(3>

где а не убывает на /?<., не возрастает на R— и

Естественно, что для специальных ядер ка вместо теоремы Ь можно 
сформулировать более полную теорему, а именно, для таких ядер в [5] бы­
ла установлена

Теорема 0.1. Пусть для к = А, выполняются условия (1), а ин­
теграл

—[ 1к «)<//( = у (4)

абсолютно сходится.
а) Если 7, < 0, то уравнение (2+) имеет решение вида

р 1_
ф* (0 = 14- ——

Л и и
где р+ — неотрицательная мера на такая, что

б) Если Л > О, то уравнение (2—) имеет решение вида 
о

Ф-(0=1+ J - и dp- (и),

где р_ — неотрицательная мера на /?_ такая, что
о

I ------1\ со-J и

(5+)

(6+)

(5-)

(б-)

(Здесь мы опускаем явные формулы для р±).
Обратим внимание на то, что третье из условий (1) означает абсо­

лютную сходимость интеграла (4), то есть конечность обоих интегралов

(7)
П ГН МНЯМС15'11<вН он՜ 
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причем У1 = /Г —У1 • Как заметил Л. Г. Арабаджян [1, 2], теорема Ь- 
может быть дополнена рассмотрением случая, когда один из интегралов 
(7) конечен, а другой равен + оо. Результат Л. Г. Арабаджяна навел нас. 
на мысль, что его предложение (естественно, с рядом уточнений) может 
быть установлено для случая к = Лв.

Ниже излагается доказательство этого факта. Для краткости мы ис­
пользуем определения и обозначения из [5].

Теорема. Пусть к = к, удовлетворяет условию уо=1, а 
==оо, уг < ОО (у*  < ао, уг= со). Тогда уравнение (2_) (уравне­

ние (2<-)) имеет ограниченное решение вида (5_), для которого вы­
полнено условие (6_) (вида (5+), для которого выполнено усло­
вие (6+)).

Д оказательство. Мы будем рассматривать случай = оо- 
УГ оз. Второй случай рассматривается аналогично.

Пусть
со

и> (г) — (г) = 1 — ( (1ш г У= 0)
1 и — г

— функция, отвечающая данному ядру k,։ w (z) = w+ (z) w֊ (z) — 
ее факторизация. Здесь

(2) = 1 + Г (х е Ext R±j, (8>
.1 и —z

где — неубывающие на R± функции, для которых 

Г dab (ц) <
L w

Условие У, = 1 означает и> (0) = 0, так что, по крайней мере, одно из- 
чисел w ± (0) равно нулю.

Допустим, что w+(0)>0 и, значит, и»_(0)=0. В силу леммы 
5.4 из [5] конечность УГ (=$։-) влечет конечность sj՜ = Jи՜2 ds-(и), 

. . . R
что вместе с условием ш- (0) =0 означает I— (w-.): = lim (w_ (z)/z) < оо._

В силу следствия из теоремы 5.5 из [5] тогда Ji՜ (=$а+)<С оо, что про­
тиворечит условию. Заметим, что Г+ (w + ): = lim (w^. (z)fz) = ос, что 

• • • ՝ • ■ "
вытекает снова из теоремы 5.5.

Покажем, что ш_(0)>0. Допустим противное, что w—(0) = 0- 
Тогда, с учетом уже доказанного равенства wT(0) = 0, будем иметь 

w± (z) = + z С (г G Ext R±).
J и (и—z)

В частности, это равенство имеет место при z £ R р. Учитывая фор­
мулы (5.11) из [5], получим
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Полученное противоречие показывает, что ш _ (0) >■ 0.
В силу теоремы 10.1 из [5] уравнение (2_) имеет ограниченное ре­

шение (5_), для которого выполнено (6 _).
Замечание 1. Если «>+( 0) = w- (0) =0, но /+(а?т) =/_ (ш_)=со, 

то возможен как случай /|+ = _/։ <00. так и случай ]\' = /Г = ос.
Для построения соответствующих примеров следует определить 

+ (х) формулами (8), взяв в качестве а± абсолютно непрерывную 

функцию на со свойством (и)/1и'=1, производная которой в 
/?± 

окрестности нуля равна, соответственно, |/| либо |/|։/2.
Замечание 2. Если ш+ (0) = 0, ш_(0)^>0, то возможен случай 

/+= /“= ։»• (При этом, разумеется, 1+ (։и + )= ос).
Пример. Пусть мера з± абсолютно непрерывна на

/1/2при

0 при / >1,
4 (0 = =

у |<1Я при —1< {

0 при 1,
где 0— некоторое число, О<^0<^1. 

Легко проверить, что

ш+(0=1Ф/։ ---- агс1д (՝?||/2)^ (,<0), ш_(0)=1 — 0>О.

Поэтому

/+ = Г С = ср
. '/| .) 1г 2 .)

о о
о о

0 р |/|1/2 (к/2—агс1г (7|։/2))-|/|1/2
•> ------ 7՜ ։ ------------------------ 2--------------------------«г = со.«* 2 3

-1

Замечание 3. Если ш+(0) = «>.. (0) =0, то возможен случай, 
когда у+=у~ = оо и интеграл Ух не существует даже в смысле глав­
ного значения.

Пример. Пусть 0<а± <1, а+ 4֊ х_ = а, («) = ( —) ± . Не-
+1 / 

трудно проверить, что а± абсолютно непрерывны на К±
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sin я a±
к<«)-

71
1+ 

0 при |f|>l.
Имеем

(о=w-(t) ^At)=(-֊y~(T֊X+s^^dt= 
\t 4-1 J \1 — t J тс 

= ֊-(ITTF^F (0<<<1*

*«>—»,».»—-s^dt-

_ _ sin rca_______ ldg dt______ ,_ i f <T0)
* '(1-!Ф'+(1+И)‘-

Если а -С 1, то оба интеграла расходятся. Положим для про стотвг 
что а<^1. При е-• 0+ интегралы

> 1
Г da (I) __ sin ira+ Г______ t“՜2 dt_____  ,
J ~ « J (1 + f)‘- (1 - O’+ ’
( c

Г da (f)_ sin тл_ Г_____
J ~t*՜  - * J (1- 7|)“+(Ц- ЩГ՜

-1

имеют главные члены, соответственно,

Взяв a+=/=a_, получим, что

sin яа+ sin чтя_
ir(l—a-) в‘~*  я(1—a) е1 “

+ оо, если а+^>т_, 
— оо, если а+<^։_.
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