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§ 0. Введение

Хорошо известна работа Р. Неванлинны [1] 1924 года, где им были 
установлены ставшие уже классическими результаты о факторизации и 
граничных свойствах .мероморфных в круге функций ограниченного ви­
да — класса М. В этой работе Р. Неванлинна по существу решил для клас­
са N задачу, которой можно дать следующую формулировку.

Задача 1. Описать структуру мероморфной в области функции, 
имея информацию о ее росте вблизи границы области, заданную ограни­
ченностью некоторой характеристики роста, не дающей преимущества ни 
одной из граничных точек области.

Такую постановку задачи принято трактовать как рассмотрение всей 
границы области в виде одной существенно особой точки. Очевидно, что 
эту задачу было естественнее рассматривать для функций, мероморфных 
в круге. Мероморфная в единичном круге функция f (z) принадлежит клас­
су Л/, если

2=
sup {Т( г,/)) = sup [ log4՜ |/(re‘e)| d8+ 

0<r<1 ( 2к J

Г 
со)—я(0, со) \^Л

4֊ 1 —-------------- --------  dt -f- п (0, со) log г ? \ 4՜ °°-
о

Существенную роль в указанных результатах Р. Неванлинны сыгра­
ла формула Йенсена—Неванлинны, из которой по существу и рождается
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его характеристика Т (г, f). Параметрическое представление класса бы­
ло получено Р. Неванлинной путем предельного перехода г — 1—0 а фор­
муле Пуассона—Йенсена для концентрических кругов радиуса r< 1.

В своей следующей, также хорошо известной статье [2] 1925 года, 
Р. Неванлинна совершенно другим методом решил иную, локальную, за­
дачу. Эту задачу можно сформулировать так.

Задача 2- Предполагая, что функция аналитична в замкнутой об­
ласти, кроме одной точки границы, описать структуру этой функции, имея 
лишь информацию о ее росте вблизи указанной точки.

В отличие от первой, эту задачу естественно рассматривать для функ­
ций, аналитических (или мероморфных) в полуплоскости, а существенно 
особой точкой считать бесконечно удаленную. Кстати, отметим, что частич­
ным решением подобной задачи можно считать также классический прин­
цип Фрагмена—Линделёфа.

Р. Неванлинной, в частности, были рассмотрены следующие локаль­
ные условия:

«
litn — f log |/ (Яе'с)| sin ОфО < + со,

R JО
71оГ1Ш.^< + со.
J 1 + е — во

Выполнение этих условий для аналитической в замкнутой верхней 
полуплоскости функции приводит к ее факторизации. Отсюда непосред­
ственно следует, что такая функция представима в виде отношения двух 
аналитических и ограниченных в полуплоскости функций, т. е. является 
функцией ограниченного вида, или, как принято говорить, принадлежит 
классу N в полуплоскости.

Вышеприведенные локальные условия Р. Неванлинны по существу 
порождались из формулы Т. Карлемана для полукольца [3]. Факториза- 
ционный же результат Р. Неванлинны для полуплоскости был получен пу­
тем предельного перехода R -*• + оо в формуле Ф. и Р. Неванлинн [4] 
для полукруга радиуса R.

В исследованиях [5] (гл. IX) и [6] М. М. Джрбашяна были построе­
ны теории факторизаций и граничных свойств новых, широких классов 
N, и Л/ш мероморфных в круге функций. Теории этих классов были по­
строены с привлечением, соответственно, оператора интегро дифференци­
рования Римана—Лиувилля и одного существенного его обобщения [7]. 
Применение этих операторов давало возможность рассматривать функции 
произвольно быстрого роста у границы круга, с тем, чтобы введенные 
М. М. Джрбашяном новые характеристики роста ТЛ (г; f) и 7\ (г; f), не 
дающие преимущества ни одной из граничных точек круга, оставались 
ограниченными.

Отмеченные исследования М. М. Джрбашяна содержат окончательное 
решение задачи 1 в том смысле, что объединение классов Nm совпадает с 
множеством всех мероморфных в круге функций. Задача, решенная □ этих 
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работах, и развитые в них методы принципиально отличаются от задачи 2 
для полуплоскости и методов, развитых Р. Неванлинной при ее решении.

Хорошо известна еще одна задача теории аналитических функций, ко­
торую также наиболее естественно рассматривать для функций, аналити­
ческих в полуплоскости. Формулировка ее такова:

Задача 3. Описать структуру аналитической в полуплоскости (от­
крытой) функции, имея информацию о ее росте у границы полуплоскости, 
заданную ограниченностью характеристики роста, не дающей преимуще­
ства ни одной из конечных граничных точек полуплоскости и учитываю­
щей рост функции у бесконечно удаленной точки некоторым особым обра­
зом.

Такую постановку задачи очевидно можно трактовать как разбиение 
границы полуплоскости на две существенно особые точки — оо и совокуп­
ность остальных граничных точек.

Отметим, что первым решением такой задачи явилась теория классов 
Нр полуплоскости Хилла и Тамаркина [8], которые естественным обра­
зом связаны, например, с исследованием уравнений Винера—Хопфа.

В. И. Крыловым [9] задача 3 была решена для более широких клас­
сов аналитических в полуплоскости функций. Им были найдены парамет­
рические представления классов N и Nm аналитических в верхней полу­
плоскости функций, определенных, соответственно, следующими усло­
виями:

sup { I log+|/(x-|-z^)l <4֊ со,
у'° I J J

— «•

sup |log|/(x+z»| Irf.cl <4-00.
у>0 ( J J

Надо отметить, во-первых, что как и в .случае решения задачи 2 Р. Не­
ванлинной, N, Nm с N, а, во-вторых, что классы В. И. Крылова являются 
такими же естественными расширениями классов Н₽ Хилла и Тамаркина^ 
каким является класс N Р. Неванлинны в круге для классов Нр Харди. 
Далее следует отметить, что существует естественная связь между класса­
ми N, Nm и формулами Ф. и Р. Неванлинн и Б. Я. Левина (см. [10], 
гл. IV, § 2), записанными для полуплоскости.

Настоящая статья посвящена решению задач 2 и 3 для возможно бо­
лее широких классов аналитических в полуплоскости функций. В ней с 
привлечением оператора интегродифференцирования Г. Вейля [11] по­
строена теория факторизации новых, широких классов аналитических в 
полуплоскости функций, зависящих от непрерывного параметра а (—1< 
< а < 4՜ °°)- В случае а = 0 результаты этой теории переходят в вы­
шеуказанные результаты Р. Неванлинны и В. И. Крылова, относящиеся к. 
решению задач 2 и 3 для полуплоскости.

Несмотря на определенную идейную близость между операциями ин­
тегродифференцирования Римана—Лиувилля и Вейля, методы построе­
ния теории классов Na и методы, примененные автором, существенно раз­
личны, как это имеет место и в классическом случае решения задач для 
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круга и полуплоскости. Одно из основных, принципиальных различий за­
ключается в том, что в теории классов М. произведения типа Бляшке 
М. М. Джрбашяна рождаются естественным образом из найденного им 
семейства формул типа Йенсена—Неванлинны. А в развитой в статье 
факторизационной теории существенную роль играют произведения типа 
Бляшке для полуплоскости, которые были построены автором [12], [13] 
совершенно другим методом.

Следует отметить, что задачу 2 оказалось целесообразно рассматри­
вать для функций, мероморфных в нижней полуплоскости, в несколько 
ином виде, переместив существенно особую точку из бесконечно удаленной 
в начало координат. Однако, все основные результаты статьи, относящие­
ся к решению этой задачи, посредством инверсии сформулированы ч клас­
сической форме, для функций, мероморфных в верхней полуплоскость. Ин­
версия переводит рассматриваемую существенно особую точку в бесконеч­
но удаленную, а оператор Вейля — в некий интегродифференциальный опе­
ратор типа Римана—Лиувилля с криволинейным контуром интегрирова­
ния. Результаты для мероморфных в 'верхней полуплоскости функций, а 
также указанный оператор типа Римана—Лиувилля, служат лишь аппара­
том интерпретации результатов, полученных с привлечением оператора 
Вейля. Все остальные результаты статьи, относящиеся к решению зада­
чи 3, получены с привлечением оператора Вейля и для функций, меро­
морфных в нижней полуплоскости. Они также допускают переформулиров­
ки посредством инверсии для функций, мероморфных в верхней полупло­
скости.

В § 1 статьи исследован ряд свойств оператора интегродифференци­
рования Г. Вейля, лежащий в основе дальнейшего изложения.

В § 2, после краткой сводки ряда свойств указанных выше произведе­
ний типа Бляшке для полуплоскости, на которые существенно опирается 
данное исследование, установлены общие формулы типа формул Ф. и Р. Не- 
ванлинн для двух конкретных областей — полукруга 6’(+։ (7?) =(х : 1тг >

|г|<[ /?} (0</?<+о=) и полуплоскости б'՜’ = [ш: 1га те < р) 
(—00 <Р<0) (теоремы 2.1 и 2.2). Затем, путем особого предельного 
перехода установлены формулы типа Т. Карлемана для полукруга и 
Б. Я. Левина— для полуплоскости (теоремы 2.3 и 2.4).

В § 3 иным способом установлены формулы типа Т. Карлемана 
и Б. Я. Левина, соответственно, для полукольца и области вида 

12: 1“ , (0< "С 4՜ °°).Установленные в §§ 2, 3

формулы можно рассматривать как новые соотношения равновесия для 
мероморфных в полуплоскости функций. Из них естественным образом 
порождаются новые, общие характеристики типа характеристик Р. Не­
ванлинны для угла и характеристик Цудзи [14]. Непосредственные при­
менения этих соотношений равновесия приводят к частичному решению за­
дач 2 и 3 — нахождению естественных ограничений, при выполнении ко­
торых нули аналитической в верхней полуплоскости функции удовлетво­
ряют условию плотности
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при данном а —1, + оо). Отметим, что это условие есть условие схо­
димости отмеченных выше произведений типа Бляшке для полуплоскости.

В § 4 установлены основные факторизационные теоремы статьи для 
широких классов аналитических в полуплоскости функций. Функции этик 
классов являются функциями обобщенно-ограниченного вида в смысле, 
рассмотренном автором в работе [15].

В теореме 4.1 установлены факторизации для семейства классов ана­
литических в замкнутой полуплоскости функций, включающих функции 
любого конечного порядка. В теоремах 4.2 и 4.3 установлены параметри­
ческие представления новых, широких классов аналитических в полупло­
скости функций Ыж и М™ (—1 < а < + оо), которые, по существу, сов­
падают с классами В. И. Крылова М и Мт в случае, когда а = 0. Отме­
тим, что как теорема 4.2, так и формулы типа Ф. и Р. Неванлинн и Т. Кар- 
лемана, на основе которых она установлена, были анонсированы в замет­
ке автора [16].

Необходимо отметить, что как факторизационные теоремы 4.1 и 4.3Г 
так и более общие факторизационные теоремы для классов мероморфных, 
в полуплоскости функций, могут быть получены путем предельных пере­
ходов /?-֊►-[֊ оо и р —>-0 в формулах типа Ф. и Р. Неванлинн, установлен­
ных в § 2. Причем эти классы будут определены ограниченностью харак­
теристик роста, которые естественным образом порождаются из соотноше­
ний равновесия §§ 2, 3. Однако, автор предпочел избрать другой путь, 
основанный на применении результатов Р. Неванлинны и В. И. Крылова,, 
который быстрее приводит к цели.

Таким образом, факторизационные теоремы заключительного § 4 дан­
ной работы являются решениями задач 2 и 3 для аналитических в полу­
плоскости функций, охватывающими существенно более широкие семейства 
функций, чем упомянутые выше классы Р. Неванлинны и В. И. Крылова.

§ 1. Оператор интегродифференцирования Г. Вейля

Настоящий параграф имеет предварительный характер. В нем дается 
систематическое изложение ряда основных свойств оператора интегродиф­
ференцирования Г. Вейля. Эти свойства, а также введенные затем классы 
функций, определенных в областях некоторого особого, звездообразного 
типа, лежат в основе всего дальнейшего изложения.

1.1. Всюду ниже будем полагать, что и (и), вообще говоря, комплекс­
ная функция, измеримая на интервале —оо < и < £/(—со<^с/<^---оо).

Предполагая абсолютную сходимость нижеследующих интегралов- 
почти для всех «6 (—оо, ^), введем в рассмотрение функцию

V

г (а) л

(1-1)
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Лии ^У(ц)ИНЮ ПРИНЯто называть интегралом порядка а по Вейлю от функ-

^,В|е^ем в Рассмотрение простейший класс функций, для которых инте- 
Рал ( . ) абсолютно сходится почти для всех Г 6 (— б).

Будем говорить, что функция I! (и) принадлежит классу Ья (— со, </)

а + со)> если для любого г> О

(1+14)«֊16/(06 £1 (~°°тС1-2) 
Заметим, что при любых и а։ (0<^ ах <6 а. + со) имеет место 
включение

Ь,(— оо, ^)сЬ„ (— оо, <0. С1-3)

Лемма 1.1, Iе, Пусть при некотором а £ (0, 4֊ со) имеем 
П (о) £ Ь, (— со, б). Тогда интеграл 1Г՜* 6/ (о) абсолютно сходится 
почти для всех о 6 (—со, б) и представляет функцию, суммируе­
мую на любом отрезке [а, А]с (— оо, </).

2°, Если а։, а, £ (0, со) и и (и) £ Ь«, + ч, (— °°> б), то

1Г-.|6/(<«)|еЬа, (— ОО. б).

Доказательство. 1°. Пусть—оо а Ь б. Очевидно, что 
ь ь

• | 11Г- и («)| би |* 1Г-։|6/ М1 би=

а а

Ь а

= г-֊тГл I* («-/)-’16/(01ЛН- 
г (в) и 3 

а —»
Ь г

+ ֊Мл> [ («-о-1|6/(0|л=
1 (*) л л 

. а а

а
= Е7ГГ-. [к* - и и)1 <" +

1 (1 + а/ 3—м «
ь

+пГмГ(‘-'>-^(<)|л- 

а

Заметим теперь, что выбором достаточно большой постоянной С = 
= С (а, Ь, а) £ (0, 4՜ °°) можно добиться одновременного выполнения 
неравенств

—0“— (“—0* С (1+ И)“՜1» при — со <у<^а,

(6 — 0* <■ С (1+И)’-1, при а<6 <6.
В силу этого

* ь
| ^~*|б/(«)|</«<—[’(1+|б|)-։|б/(0|</б<+со.
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2°. Для доказательства второго утверждения леммы воспользуемся 
формулой

V
[(«- /։)'■-' (/!-/«)--’ л= V. (1-4)
0 Г К + а2)
»»

Пусть е > 0 — любое. Очевидно

— •г
</-« -X

= 1- (’кчх)|</х Г (-д-о”֊1(1+И)'։-’л- 
г («х) и 3

֊</+«
Выбор достаточно большой постоянной С1=С1(а, <1, е)£(0, + «>) 

обеспечивает выполнение неравенства (1 + Щ)**՜1 -С Сх (^-Ь«/)’*--1 при 
— ։/ + ։<?<х + о°. Поэтому, используя формулу (1.4), получим

— Г —X
У (- х- 0*՛֊' (1+ И)<֊’ Л < С\ у$-х-/)■>֊« (#+ Л =

-а+1 -а
=с г (»1) Г (а2)

Г(а1+а։)

Однако, как нетрудно убедиться, (</—х)’1+“*֊’■< С2 (1+|х|)в|+’*-։ 
(—»<^х<^с/—е) при некотором Сг = С2 (։2 + а2, </, е) £ (0, 4֊ ос). 
Поэтому

[,(1+|ф“«-> IF-.lt/(01

<с2с2 г/Г(18)— [(И-|Щх)1</х<+™.
Г («х 4՜ аг) — те

Лемма 1.2. Пусть при некоторых положительных числах 
а1։ а2,...,ял имеем (/(и) Ь։1+а։+...+(։я (—со, </). Тогда множества 
тех V £ (— со, </), для которых абсолютно сходятся интегралы 
цу (о,1-«,+ 4«Л) и и 1^-’! ]^-<ч ... В^՜“" 11 (и), совпадают, и для 
таких V (т. е. почти всюду на (—со, </)) справедливо равенство

^,_(«1+։։+...+։я) и В7— 1Г՜“’ • • • (Г՜’" (и). (1.5)

Доказательство. При п = 1 утверждение леммы очевидно. На 
основании формулы (1.4) приходим к равенствам, доказывающим утвер­
ждение леммы в случае, когда п = 2:

й7 -о. 1^— \и (и)| = 
О V

*(a1^Г(a2)J J
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Продолжая это рассуждение по индукции, убеждаемся в справедливости 
леммы при любом натуральном п 1.

Замечание. Пусть «(1, и (/(«) € Ь (֊ со, <{) Тогда 
в силу лемм 1.1 и 1.2, как нетрудно убедиться, интеграл * и (и) 
абсолютно сходится уже для всех V £ ( — со, </) и представляет не­
прерывную функцию на (-оо, </)• Далее в силу тех же лемм 1.1 и 
1.2, если и (о) £ Ь; =°> ПРИ некотором натуральном р>1, то 
всюду на (—со, <0

г г ср~х
Л,--- и(1р)<НР.

Тем самым, функция №~р и (о) является р-кратной первообраз­
ной от функции и (и).

1.2. Леммы этого пункта дадут возможность естественным образом 
распространить определение (1.1) оператора Д'՜’ (0 <. а < + оо) нз 
случай а =0. Их доказательства являются модификациями доказательств 
соответствующих утверждений об операторе Римана—Лиувилля из теоре­
мы 1 работы [17]. В конце пункта мы введем в рассмотрение также произ­
водную произвольного порядка в смысле Вейля.

Ввиду включения (1.3) и леммы 1.1, если при некотором (0, 4 оо) 
имеем и (и) £ Ь., ( — со, </), то при любом а £ (0, а0] интеграл (р) 
абсолютно сходится почти для всех (— со, </). Более того, спра­
ведлива следующая

Лемма 1.3. Пусть при некотором “о£(О, -{-со) имеем 
и (и) £ Ь։, (— оо, (1). Тогда при любом а. £ (0, з0] интеграл 1Р՜“ и (и) 

■ абсолютно сходится в каждой, точке Лебега V £ (— со, </) функции 
м

Доказательство. Если а^-1, то лемма очевидна ввиду за­
мечания в конце предыдущего пункта. Рассмотрим случай, когда 
0<а < 1 (а£ (0, «о]). Предполагая, что V £ (— со, <{} — точка Лебега 
.функции |(/|, запишем интеграл ИГ՜“ \и (и)| в виде следующей суммы:

1 + ■•

0 1

Для оценки Д2) выберем постоянную С = С (и, т0) £ (0, + со) 
так, чтобы при —оо —1 имели

(»-^֊1<С(1+|*|)։‘-1. (1.6)

Тогда, в силу того, что (/ (и) £ (— оо, г/), будем иметь

+Г*

< г?«) ]з։։՜' \и (и՜3)1 гн [(1+1#1)”-։ |£/ (<)| л < + °°-

Остается показать, что сходится также интеграл /<։). Для этого достаточ­
но убедиться в конечности предела
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Нт 
։-+о

а*՜1 \и (и — а)| </а.

С этой целью введем следующую непрерывную на 0 < а < + оо функ­
цию:

а V
Ф„ (о) = у \и (V— /)| Л = у |£/ (т)| с/т 

О V— а
и заметим, что для любого О > 0 имеем

а

֊ \и («)| | < ֊ Г|\и (»֊01֊ \и («)| I <//.
0 I 0 л

Так как о^(—оо, с/)—точка Лебега функции |£/|, то
1։ш о՜1 Ф„ (о)=|£/ (и)].
®-+0

Далее, ввиду определения функции Ф« (°)

1
= Ф„ (1) — 8"-։ Фа (8)+(1- а) | о*՜2 Фо (о) </а. 

а
Отсюда следует конечность вышеуказанного предела и, таким образом, 
лемма доказана.

Перейдем к доказательству основной леммы этого пункта.
Лемма 1.4. Пусть при некотором % € (0» + эо) ил<еел< II («) £ 

к Ь»» (— оо, </). Тогда в каждой точке Лебега «С(—оо, <0 функции 
и справедливо соотношение

Нт №~а II (и) — II (и). (У-7}
•-+о

Доказательство. Пусть а£(0, а^], 0<а<1 и и£(— со, </) 
— точка Лебега функции и. Как и при доказательстве предыдущей 
леммы, запишем интеграл №'՜“ Ь՛ («) в виде суммы

1 +••

1Г-» и («)= 5Г֊(У + У и (V- °) + /12)- (1-8>
0 1

Очевидно, что в силу оценки (1.6)

я—1

+ 1^(01 л - о. (1.9>
Г (а) J «♦•»■о

— ОО

Определим теперь непрерывную на полуоси 0 <?а 00 функцию
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/>, (з) = |{/ (V - а) <Ь = ) У (’) 

и V-»
Так как о£( — оо, </)— точка Лебега функции 1/л то при а + О 
имеем

1А1)—£/(„) < АС |£/(в—/)- £/(«)| Л = о (1),
а а J

о
к, тем самым

Пт а֊։ Г„ (а) = У (о), 
а-, 4-0

Поэтому функцию (а) можно записать в виде
Л, (°) = в [и («) + “е (’)]»

где ®о (о) = а՜1 Е? (а)— и (о) — непрерывная на полуоси 0 < а < + оо 
функция, причем шг(+0)=0.

Для произвольного е'2>0 выберем число о = о (е) £ (0, 1) настоль­
ко малым, чтобы при 0 о о имели |и>? (о)|<е/5.

Очевидно, что

У?’ = ֊Г м-ру? + Г7ГП։и (",+ 
Г (<») и Г (а) Г (Ц-а)о
* 1

+ 1—1 С а>„ (з)а*-։ С?з + 1—1 (а) з’֊> </з.
Г («) 3 Г (а) 3о а

Однако, нетрудно видеть, что

<Z ------  max |шг (°)|.. Г (а) 0<а<! 1 ՝ л
Поэтому

I/.”- U (v)l< М + '=֊֊ -1 \u (v)| + 
Г (а) ,г (1+а)

+ tAi֊2 А5՜’ г7Т max5 Г (1+а) Г (а) С<»<1

Выберем теперь число о'£ (0, min (а0, 1|) настолько малым, что­
бы при 0<а<8' каждое из слагаемых правой части последней оцен­
ки было меньше «/4. Тогда
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|у*п— и (V)[ < в при 0 < а <^3'>

и ввиду произвольности е > О
Нт /<» = £/(«).

«-ю
Отсюда и из (1.8), (1.9) следует утверждение леммы.

Замечание. В силу лемм 1.1 и 1.2 очевидно, что при выполнении 
условия леммы 1.4, для любого а։ £ (0, а0) и почти для всех и £ (— оо, с!) 
справедливо соотношение

Нт Г-(/(«)= 1Г- £/ (и), (1.7')
«-«.+о

то есть оператор Вейля (0< + со) .непрерывен справа* по։.
В силу соотношений (1.7)—(1.7'), определение (1.1) оператора 

и^~։ (0< а < + ао) естественно распространить на значение а = 0, 
положив

Ц?° У (о) на и (V). (1.10)

Введем теперь в рассмотрение производную произвольного порядка в 
смысле Вейля.

(Пусть а >(0 < а <2 + оо) —произвольное положительное число, и на­
туральное число р 1 определено из неравенств р — 1 < а р. Введем 
в рассмотрение функцию

И («)= и („)|, (1Д1)
I «Л"’ 1

предполагая, что она существует почти для всех V £ (— оо, й). Эту функ­
цию мы будем называть производной порядка а от функции С/ (и).

Отметим, что ввиду (1.10), при натуральных р

Ж? и(V) = и (и), (1.11')
<И>Р

то есть 1р£/(1>) совпадает с обычной производной функции И (и) поряд­
ка р.

1.3. Всюду ниже оператор Вейля мы будем применять по переменной 
и к функциям и (ш) = и (и + (о), заданным в областях, содержащих 
вместе с каждой внутренней точкой ч> — и + IV и полупрямую

Г (оо, ад) = {ш = ад — г։: 0<^а<^-|-оо|, (1.12)

направленную от оо к точке ш. Такие области мы в дальнейшем будем на­
зывать звездообразными относительно бесконечно удаленной точки, или, 
короче, оо-звездообразными.

Для дальнейшего изложения условимся там, пде не оговорено иное, 
считать, что функция и (ад) определена и гармонична в некоторой оо^звез- 
дообразной области О, кроме, быть может, счетного множестна точек раз­
рыва {и֊™}. При этом, мы будем полагать, что для каждого Щ ( О на полу­
прямой Г (оо, ад) лежит не более, чем конечное число точек из {м»т}, и, 
что в лежащей на этой полупрямой достаточно малой окрестности каждой 
точки адт £ Г (оо, ад) функция (7 (ад)(ад — адт) удовлетворяет условию 
Гёльдера.
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Подразумевая под сходимостью нижеследующего интеграла его абсо­
лютную сходимость на любом интервале, замыкание которого не содержит 
точек разрыва функции (У (г«), и сходимость в смысле главного значения 
Коши на остальных отрезках контура интегрирования, первообразной по­
рядка а(0< а < 4՜ оо) функции С/ (ш) назовем интеграл

V
и (ги)= —^֊ [ (и- /)-» и (и + Л) Л =

Г (а) J — м

— —-—Г а*՜1 и (ю— /а) го — и-}-1о^_Б. (1-13)
г («) 3

о
В случае а = 0 положим

I/ (го) = Б (го); «<£>.
Для определения производной произвольного порядка а (0 < а <С 

< 4՜ °°) от функции У (ш) предположим, что ограничениям, наложенным 
выше на эту функцию, удовлетворяет производная

и (ш); ш = и 4֊ IV £ Б, 
дор

где р 1 — натуральное число, определенное неравенствами р—1< 
< а р, и положим

1^в У №֊(р-> (-?— и (а) |
I дор ]

Введем теперь в рассмотрение необходимые для дальнейшего изложе­
ния классы определенных в оо-звездообразных областях функций.

Определение 1. Будем говорить, что функция Б (ш), за­
данная в оо-звездообразной области Б, принадлежит классу М? (Б} 
(О<0< + со), если существует угловой сектор вида Л (%, /?0) =

: |к/2 аг£ о0> |ш| > /?0} (где 0,< 80< к/2, 0< Яо < -|- оо), та­
кой, что для любого компакта Кс2ЭпА (60, /?0)

+ -
вир | Г =₽-։ |/7 (ш — Го)| </о | 4֊ оо. (1.14)«
п»ек | յ ]

I

Будем говорить, что функция и (го) принадлежит классу 
Кг (80, Б) (0< 7 4՜ ^>), если при некоторых 80 (О <^80 к/2) и
(0< Бо < 4- оо ) справедлива оценка

|£/(ш)| < С|ш|-т; (80, Бо), (1.15)
где С £ (0, 4՜ °°)— постоянная

Очевидно, что для любых Р2 (0 4՜ °°) имеет место,
включение

М?, (Б) с М?։(Б),
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а для любых 7Х, у։ (0 71 < 7։ <С + ) и % (0 < % С к/2) — включение
Кг. (%, О)сКА\, £>).

Таким образом, при возрастании параметров Р и 7 классы М) 
и К-1 сужаются. Кроме того, справедлива следующая

Лемма 1.5. Пусть Р £ [О, 4՜ оо) и 7 £ (Р, 4՜ “> )• Тогда при лю­
бом оо (0< 30 < тс/2) имеет место включение

К, (3», Я)<= М9 (П). <1.16)

Доказательство. Установим предварительно одно неравенство.
Как нетрудно убедиться, для любых положительных чисел а, Ь и х 

имеем (а 4- 6)-։ ֊< шах |1, 2*՜*) (ах 4՜ 6х)՜1. В силу этого, для любых 
то (1т то <0) и ч, 7 £ (0, 4՜ со) будем иметь

-Г _ т_
|то—г'я|_т<;(|то—га|։) =[|то|* 4՜ о2 (1 4- 2з՜ ։| 1т то|)] <

< (|то|г4-з2)—г'2< тах {1, 2*~т/2} (|то|Т 4՜ о՜1)՜1*

Таким образом, при любом то (1т то<^0) и любых положительных 
а и 7 справедливо неравенство

|то - ։а|-т < С (7)(|ю|т 4֊ (1.17)

• где С (7) = тах {1, 2|-2/2}.
Предположим теперь, что при некотором о0 (0< о0 гс/2) имеем 

6/(то) Л'т (3,, О), где 7 £ (р, 4՜ °°)(Р^0), и К—любой компакт, лежа­
щий в Яо). Тогда для любого то£К (а при то£К, очевид­
но, 1т то < 0), ввиду оценок (1.15) и (1.17), будем иметь

о?՜՜1 </з
|то—/а|т

<СС(7)
а?-1 «/а

|то|т 4՜ °т

Так как при то£К величина |то|?_ 1 равномерно ограничена, то верна 
оценка (1.14) и, тем самым, справедливо включение (1.16).

1.4. Лемма 1.6. Пусть функция U (то) непрерывна в <*>-зве­
здообразной области D и при некотором Р£(0, 4՜ °0) имеет место 
включение U (D). Тогда для любого а (0, Р] и любого ком­
пакта Кс/) справедлива оценка

sup <Н а” 1 \U (то — г‘о)| </а| < + а։. (1.18)
wtK 1 J J

о

Доказательство. Пусть Кс£ — любой компакт. Выберем 
число Но £ [0, + оо) настолько большим, чтобы компакт К—г’//0= {ч= 
= то — г'Т/0:то£К} целиком содержался в утловом секторе Л (30, Яо) 
из определения 1 класса (О). Далее, полагая, что то^К — любая 
точка, запишем
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+-
о«՜1 \и (ш — /а)| </а = 

о
«.+։ +-

= (] + у э“՜1 |^(ш —/о)|«/о = 7։ (ш)+7։(ш).

о*' н.+ 1
Очевидно, что если мы покажем ограниченность интегралов 4 («>) и 
/։ («О равномерно по п» £ К, то лемма будет доказана.

Заметим сначала, что, в силу непрерывности функции и (и>) в 
для интеграла А(ш) имеем

Я,+1
Д («,)= С а«֊։ \и (ю-։а)| </з < (^±Р’ \И (С)| < +

Для оценки /2 (ю) воспользуемся очевидным неравенством

(о + Яо)’֊1 < С^֊։; 1< з < + со, 
где С=С(а, р, //0)< + оо—постоянная. Ввиду этого неравенства и 
включения К — <//осДпЛ(%> /?0) справедливы оценки

4 («О = ]’(’ + Ло)“-1К7 (*> -։ (Л'о 4- <0)1 </’ < 

1

< Су а?-։|2/(ш — / (770-|- о))| с1а < 

1

■С С sup j I о?՜1 \U (С — /з)| da j <4֊оо; w £ К. 
:ек-<я, (J J

I

Лемма 1.7. Пусть функция U (ю) непрерывна в ^-звездооб­
разной области D и U (D) для некоторого Р£(0, + зо)-
Тогда:

1°. При любых u£(iuf {Re w}, sup (Re wj) и d < sup {Im w} функ- 
»60 w6D wfcb

ция Uu (v) = U(u 4- iv) принадлежит классу Lp (— co, d).
2°. При любом a. £ (О, p] функции W~* U (w) и W՜* \U (w)| оп­

ределены всюду, конечны и измеримы e.D.
Доказательство. 1°. Пусть е > 0—любое. Легко видеть, что 

при -oo<f<rf_e имеем (1+< С(rf-<)₽֊’, где С=С(Р, d, 
е)€(0,+ оэ)—постоянная. Поэтому, ввиду непрерывности функции 
t/ (w)

dZ*
У (1+ 1И)М и (« + rt)| С (rf-Z)O-։ \U(u + Й)( Л =

= c( о1՜1 |£7(u -J- id— ia)\ da <-f-oo.
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2°. В силу непрерывности функции В (ш), при любом № А непре­
рывны в О также функции

лг
/и (ш) = I Я—։ и (ш — /о) да,

1 (а) 3 I»

(ш) = у я«֊։ \и (и — ։я)| да.

о
Далее, ввиду оценки (1.18), существуют конечные пределы

Нт (о>) = ИГ՜* 1/ (ш), Вт Гл, (ш)= 1Г՜* \В (ш)|.
.У-.-

Основным результатом этого пункта является следующая
Лемма 1.8. Пусть функция (/(и») гармонична в ^-звездооб­

разной области В и при некотором £6 [0, + эо) цлеееле и(и>)£ М^(В). 
Тогда для любого а^[0, ₽] функция 1₽՜* (ш) также гармонична
в В.

Доказательство. Так как АГ®— тождественный оператор, в 
случае а =0 утверждение леммы очевидно. Рассмотрим случай, когда 
?€(0, +«) и аС(0,?].

В силу предыдущей леммы, функция и (ш) конечна и изме­
рима в В. Поэтому (см., напр., [18], приложение, § 1, п. 1), для до­
казательства гармоничности функции АГ՜* В (го) в В достаточно по­
казать, что для любых ц)0££) и. г£(0, + ։»), таких, что Ог (го0) =■ 
= (С: |С — го0] -Сго] с В, справедливо равенство

2։
!₽֊“ И (ш0) = — С Ф-В (хо0 + ге'։)

2к з 
о

С этой целью заметим, что, в силу леммы 1.7 и оценки (1.18), функция 
АГ՜* |(/ (ш)| также измерима и конечна в В, и

2«

АГ՜* |В (ш0+ ге,։)| дВ<^ + 00 •
о

Поэтому нижеследующие интегралы абсолютно сходятся и переменой по­

рядка интегрирования мы приходим к равенствам
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U (w0-/3) W՜' U (w0),

■чем и завершим доказательство леммы.
Отметим, что условия, наложенные на функцию V (&), можно значи­

тельно ослабить, с тем, чтобы утверждение доказанной леммы оставалось 
в силе. Именно, .вместо равномерной ограниченности интеграла (1.14) з 

.любом компакте Ка/)пЛ(оо. ^о) достаточно потребовать равномер­
ную ограниченность этого интеграла лишь на семействе непрерыв­
ных кривых |/«| таких, чтобы для любого КсД существовало 
к ^-1, такое, что Ие К с Ле /*. Однако, на этом мы останавливаться 
.не будем.

1.5. Докажем еще две леммы, необходимые для целей дальнейшего
низложения.

Лемма .15. Пусть функция U (w) непрерывна в угловом секторе

и при некоторых положительных а и х удовлетворяет неравенству 

\U (to)j < С ш6Л(30, /?0),
-где С £(0, + <*>)— постоянная.

Тогда.в том же угловом секторе при некоторой постоянной (О, 
+ оо) справедлива оценка

*]U (ш)|< Сх |w|-։ ; ш(;Л (80, Ro).

Доказательство. Если w £ Л (ô0, /?„), то в силу неравенства 
41.17)

ir֊« |(/(w)|<- С f ֊—<
Г(<*) J |w-fc|’+*

< СС (а -|- х) Г 
'' г («) J

о“՜1 da

1 . Если И (ы)£Мр (/)) при некотором р(р = 0, 1, 2, ••■), то 
.для любого а. £ [0, р]

(а) ТР՜* II (го) — гармоническая в О функция.
(б) дР/доР и (го)]=П (го), го = и + ։^О. (1.19)
2°. Если д/до.и(а 4֊ Мг (й), то при любом а£(— 1, 0) 
(а) В7 а и (я»)— гармоническая в И функция.

CC(ll+,)|w|- Г՜ 
Г(«) 11 J

О
Лемма 1.11). Пусть функция U (w) гармонична в 

. ной D. Тогда՛:
оо-зв ездооб раз-
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(б) 1^֊՛ 1} (го) = £/(«>) — Ит и (и—И); ш = и4й>£ О, (1.20)՛
<-<■«

при этом,
Ит и (и—Й) = в։и4®0> (1.20')-

где а0, — со, 4 оо)— постоянные.
Доказательство. 1°. Утверждение (а) доказано в лемме 1.8. Для: 

доказательства (б) заметим, что, в силу лемм 1.7 (1°) и 1.2, если; 
то = и 4֊ IV £ О, то для всех /, таких, что и 4 И £ О

Ц7-(р֊«) №֊• и (и + Й) = и (и 4 й).
Поэтому

— Ц7-(р-) ( Ц7-* и (и-ь ш)) =— Г֊* и (и+г«)= 
дор дор

в
= — [и (и 4 й) Л = и (и 4 /и).

до J— ОО

2°. Утверждение (а) очевидно. Для доказательства (б) заметим, что-

1Г» К- и («4 го)= Vе 1Г֊<1+“> — и (ы4го) = 
до

V
= Г֊1 — и (и 4 IV) = Ит Г — 67(и4й)^ = 

до л- + - J д{
-А

= У (и 4 IV) Ит и (и — й) = £/ (и 4 ю) — <р (и), /д^4оо

где предел существует, конечен и зависит только от и. С другой стороны,, 
этот предел — гармоническая в О функция, поэтому имеет место (1.20՜)-

1.6. Введем теперь в рассмотрение некоторый интегродифференциаль- 
ный оператор типа Римана—Лиувилля, который, как мы увидим ниже, по­
лучается из рассмотренного оператора Вейля посредством инверсии.

Пусть —любая точка и ш=2~1 (оо՜1 «= 0). По аналогии с 
полупрямой (1.12) Г(оо, го), будем рассматривать дугу

£ (0, х)=[Г(оо, «,)]-։ = {С— : а>еГ(оо, го)) (1.21)

ортогональной к вещественной оси окружности, направленную от начала 
координат к точке 2. Далее, будем говорить, что область В (О^В) звездо­
образного типа относительно начала координат, или, короче, 0-звездооб- 
разна, если наряду с каждой точкой г (; В она содержит дугу £ (0, г).

Для дальнейшего изложения условимся там, где не оговорено иное, 
считать, что функция и (г) определена и гармонична в некоторой 0-звездо- 
образной области В, кроме, быть может, счетного множества точек раз­
рыва {хт}. При этом, мы будем полагать, что для каждого х£В на 
дуге £ (0, х) лежит не более, чем конечное число точек разрыва 
функции и (х), и что в лежащей на £ (0, г) достаточно малой окрест­
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ности каждой точки хт функция и (г) (х — хп) удовлетворяет условию 
Гёльдера.

В приводимом ниже определении интегродифференциального операто­

ра типа Римана—Лиувилля (— оо < а < + .оо) предполагается , что 
•О-звездообразная область определения О функции и (г) лежит в верхней 
полуплоскости С<+) = {։: 1ш 0}.

Подразумевая под сходимостью нижеследующего интеграла его абсо- 
_лютную сходимость на любой дуге £ (0, £) с (0, г), компактно не содер­
жащей точек разрыва функции и (2) и сходимость в смысле главного зна­
чения Коши на остальном отрезке контура интегрирования Ь (0,г), перво­
образной порядка а (0 < а < + °°) функции и (г) назовем интеграл

и (г) = &<«֊*> Г [» (С- г)]*՜1 С՜1՜“ « (9 <Л. 
” (а) и

Ь (0. г}

(1.22)

Далее, положим

Ги(г)=и(х); (1.23)

Для определения оператора дифференцирования (0 < а < + оо) 
.предположим, что ограничениям, наложенным выше на функцию и (г), 
удовлетворяет производная

/х / 1 X Г гх—Г\>и (г)  ------7—Г\> " I —1------------ Г |;
д (1т —) д 11т — ] I Ие----- |- * 1т — I

\ г / \ х ] \ х х /

где р 1 — целое число, определенное неравенствами р—1 < а р, и 
.положим

и (г)=1Г-(Р-*> и(г) ; г 6 О.

Легко заметить, что если функция (/ (и/) определена 
разной области О, то функция и (г), заданная тождеством

(1.24)

в оо-звездооб-

н(г) = [/(г-’Ь֊ЧД, (1.25)
определена уже в 0-звездообразной области Б = £>-1 . Кроме того, 
справедлива следующая лемма, устанавливающая связь между опера­

тором 1^“ (— оо < а < -|— оо) и оператором Вейля.
Лемма 1.11. Если функции и (ш) и и (г), определенные соот­

ветственно в ^-звездообразной области = [го : [щ ш<0] и
в ^-звездообразной области О = Р-։сС<+> связаны тождеством 
(1.25), то при любом а (— оо <^а<^ -|- оо)

В7“ и = и (г)’, х= то՜1 (1.26)

причем существование одной из сторон тождества влечет существование 
другой стороны.
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Доказательство. В случае а = 0 утверждение леммы очевидно, 

ввиду тождественности операторов и В70. Далее, при любом целом 
р 1 очевидно тождество ,

0’
/ 1 \р

d(Im — |
— - ----- U (w); z = w-։ £ D.

Поэтому достаточно доказать утверждение леммы в случае а'£ 
՛<(— оо, 0). С этой целью, предполагая, что< 2?—любая точка, про­
изведем линейную замену переменной Вето+ ։? = <«> в формуле (1.1). 
Тогда получим -г

1Г- и (ш)= — - j [' (ш — «)Р‘֊։ U (“) w £D. 
Г(-.®)

Далее, заменой переменной ш=С—1 , в силу (1.21) и (1.25), будем 
иметь

!₽’ и (w) = г-2

4 (0, ։)

Эта замена переменной оправдана свойствами функции С/ (и,) (см., напр., 
[19], гл. 1, § 3, п. 3.5). В полученном интеграле, очевидно,

Г . / I ։ \^1-1. „ „ I
arg г

Непосредственным подсчетом можно убедиться в том, что если 
z — р0 е'в| £ \ и C = peze С L- (0, z). то

arg [/ (С — х)] = % + 8 — я,

Рп—е’-К
|cos о0|

и что
arg [е' <։«.-։» « х’֊՛ [/ (С - х)]М-1 С’֊Н Ä] =0.

Тем самым, справедлива формула (1.26), причем, ввиду обратимости 
произведенных операций, существование одного из ее интегралов влечет 
существование другого.

Введем теперь в рассмотрение классы определенных в 0-звездообраз- 
ных Областях функций, аналогичные классам Л/р (D) и (80, D)-

Определение 2. Будем говорить, что функция и (z), задан­

ная в 0-звездообразной области D, принадлежит классу (D) 
(0<ß<[-|- со), если существует угловой сектор вида k(80, г0) =

I 2 ° 1 J
кой, что алялюбого компакта К czDß^ (®о> г0)

J к - ср-’W՜1-“!« (Ql И1}

4- оо), та-

L (0, (։-*-<)-։>
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Бддем говорить, что фднкция и (ж) принадлежит классу 

Кт (^о, Э)(0 < 7 < + °о)» если при некоторых 80 (О<8о^п/2) м- 
го (0<г0<+ 00) справедлива оценка

|и (ж)| < С |ж|7; л В Л X (80, г0),

где С С (О, + оо) — постоянная.
Как нетрудно убедиться, если функции С (то) и и (г) связаны 

тождеством (1.25), то при любых ?£[0, + оо), 7 £(0, 4՜ 00) и % (0, ~/2] 
включения (/(то)^Мр(Ь) и С(то)£Л\ (%, О) эквивалентны, соответ­

ственно, включениям и(ж)£Л/р (В) и и (ж) (; (80, О)(В = 2)՜1), т. е.

Я (0)={и (ж) а и (ж֊’): и (то) (О՜1)}, (1.27>

К, Э) = {и (ж)= и (ж֊*): и (го) 6 (80, О-1)}.

Поэтому все доказанные выше леммы о функциях классов Л/р (Б) и 
(Зд, Б) могут быть очевидным образом переформулированы для

функций классов Л/р (О) и /Ст (%, В). На этих переформулировках мы 
останавливаться не будем. Отметим только, что в силу равенств 
(1.27) и леммы 1.5, при любых 06(0, + °°), 7^(Р, + °°) и 8о^(О, ~/2] 
имеет место включение

Лт (80, 0)сМ? (О). (1.28)-

§ 2. Формулы типа Ф. и Р. Неванлинн, Т. Карлемана 
и Б. Я. Левина

В этом параграфе установлены общие формулы типа формул Ф. и 
Р. Неванлинн для следующих двух конкретных звездообразных областей— 
полукруга С(+) (/?)== (х: !ш ж > О, |ж|</?) (0< R +- оо) и полуплоско­
сти Ср՜' = (то: 1шш<^р] (—оо<^р<^0). Затем, опираясь на получен­
ные формулы, путем особых предельных переходов установлены фор­
мулы типа Т. Карлемана для полукруга и формулы типа Б. Я. Леви­
на для полуплоскости.

2.1. Для любого то^С обозначим

Г* [то, оо) = {С = ш + ։□: 0 < а + оо}.

Далее, для любой области Б через Б* обозначим ее оо-звездообразное 
продолжение —

Б* = (С = то — /а; то £ [), 0 < а < оо}.

Приведем теперь ряд свойств факторов и произведений типа Бляшке, 
установленных в работе [13]. Эти произведения, а также их свойства иг­
рают существенную роль в данной работе.

Фактор типа Бляшке для полуплоскости при любых С = * + г») £ 
€ & '= (ч*: 1ш то < 0] и »£(—1, + оо) был введен следующим об­
разом:
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6« (w, С) = ехр I — j ([- 4֊ i (w — С)]՜1՜* 4՜ [։ (w — C) —։]-»-«) x« <ft| • 

о
(2.1)

При этом

b0(w,^=—2
W — 4

Теорема 2. А. При любом л (—1 < а < + оо) функция ba(w, С) 
аналитична в области С\Г* [5, оо) и обращается в нуль только 
в точке где имеет нуль первого порядка.

Лемма 2.А. Функция log 6« (w, Q (— 1 < а < 4՜ °0) ана­
литична в области C\[Z, С], где справедливы представления

I’ll
№■- log 4. («,•)=-֊֊— Г . (2.2)

r(l+a)J t — i (w— с)
-I’ll 

(—К a< + оо),

IT- log |4. (w. Q|= ֊^֊֊֊ f J“1 ~.y ~ C <M- <>■ <2-2')
1 (1+«) J (w—l)’+Hи

Кроме того, при отрицательных а(—1 < а < 0) в достаточно 
малых окрестностях точек С и С справедливы представления

W- log |6« (w, С)| =
————(w—C|“ cos [а arg (/ (w— Q)] +u(«0) (w), 

а

——|w — C|’ cos [a arg (г (C— w))]t u«’ (w),

(2.3)
где функции (w) и (w) гармоничны, соответственно, в окре­

стностях точек С и С.
Теорема 2. Б. 1° Пусть (w*)cG(~’—произвольная последова­

тельность комплексных чисел (конечная или бесконечная), удов­
летворяющая условию

2 |Im Wi|>+“ < + °0 (2-4)
k

при данном а (—1 <^а<^ 4֊ оо).
Тогда произведение типа Бляшке

Ва (ш)=П 6« (W, Wk). (2-5)

для любого р£(—оо, 0) абсолютно и равномерно сходится в зам­
кнутой полуплоскости (ги: 1т и -Ср). При этом функция
Ва (ш) аналитична в полуплоскости (71~> и имеет нули только в 
точках последовательности {ш*} с кратностями, равными крат­
ностям появления соответствующих точек Шк в последователь­
ности (ю*}.
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2°. Если (юа| с(?-) — ограниченная последовательность, и при 
данном а (— 1<^а<^ + °°) соответствующее произведение абсолют­
но и равномерно сходится внутри то (ш*) удовлетворяет 
условию (2.4).

Замечание. При выполнении условия (2.4) функция Вл (го) 
(—1<а<^-|-оо) аналитически продолжается через любой интервал. 
(а, Ь), не содержащий точек последовательности {Ее ш*!, в полосу 
(ад: а <^Ее го < Ь, 0 < 1т го < + °о).

Теорема 2. В. 1°. Если при данном с (О<Са<С + 00) выполнено 
условие (2.4), то функция И^՜“ 1о£ |5, (։о)| непрерывна и субгармо­
нична в полуплоскости 0(_,> причем она гармонична в области 
6(-։\{ и [и,*, Ее ю*)|.

Одновременно, выполняется неравенство
1^՜° 1о8 |5« (ш)|С 0, го £ С(_).

2°. Если при данном а (—1<а<^0) выполнено условие (2.4), то 
функция 1Г- 1ог |Ва (ц,)| непрерывна и супергармонична в области 
С֊֊)\{ш*}, причем она гармонична в области Ее ти*)|.

Одновременно, для любого го £ 0(—) такого, что [го — Ее ш*|> 
|1ш п»*| (к^-1), выполнено неравенство

И^՜* 1ог |В« («>)| < О-
Замечание. При. выполнении условия (2.4) ряд

2 1^՜“ 1о$ |6. (го, ш*)| = 1₽՜“ 1о$ |5а (то)| (—1< ։<-{-։»)

абсолютно и равномерно сходится в любом компакте К с С, не содер­
жащем точек сгущения последовательности {Ее «,*}. Ввиду этого,, 
функция 1^՜* 1о$£ \В„ (щ)| непрерывно продолжается из через лю­
бой интервал (а, 6), содержащий не более, чем конечное число точек 
из {Ее гок} и

1Г՜“ 1ог \Ва (и)| = 0, а < и < Ь. (2.6)

Теорема 2. Г. Пусть последовательность {шД сз С?(՜) подчине­
на условию (2.4) при данном а (—1 < а < + оо). Тогда для соответ­
ствующего произведения типа Бляшке справедливы неравенства

4-ОО.
։“<Ро [ 1 ’ 1ог |Ва (и + 1 £ 11т Шк ։+’- (2>7>

* (■‘ + а) к
» ։

При 1т го<^ — 2 тах |1т «>*|

2։+“
|1ог |Ва (ад)|| < —---- 12 |1т «д*|1+։) |1т и,|—1՜*, . (2.8}

1-|- я * '
и

б
1О£ |В. (Ю)| <23+Я {2 |1т )1т то|-’-«, (2 8'>
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а при sup | w*| = Л/ < 4֊ се и |w|> 4М (w £ G^~>) 
к

024։
Ilog |Ä (w)| К ------- {Slim Wil’4’} |w|՜'՜’ (2.9)

1+ a к
■ U . •

—- log |B„ (w)| ej;23+o {У |Im «>*]’+’} |w|-։-«. (2.9')
о (Im w) I к

Отметим, что последние четыре неравенства не приведены в работе 
[13]. Однако в их справедливости нетрудно убедиться.

В дальнейшем изложении играют существенную роль также факторы 
и произведения типа Бляшке, которые получаются из вышеприведенных 
инверсией:

6« (z, s)s 6» (z_|, S՜’), Ä(z)s= П 6«, (z, s)(—°o). (2.10)
к

Свойства этих функций, в том числе описываемые посредством оператора

IF՜' — инверсии оператора Вейля, являются простыми переформулиров­
ками соответствующих свойств функций Ъа (w, С) и Ba (w). На этих 
свойствах мы останавливаться не будем. Отметим только, что усло­

вие сходимости произведения Ba (z)(—1 <а<^ 4՜ °°), налагаемое на 
последовательность точек (zi) £ Gl + ) = [z: Imz>0), имеет вид

(2.Ц)

В дальнейшем изложении мы неоднократно будем опираться также 
на введенные в § 1 определения и обозначения.

2.2. Установим следующую предварительную лемму.
Лемма 2.1. Пусть функция F(ш) мероморфна в ао-звеЗдо- 

образной области D и какова бы ни была область D^D такая, 
что Dx\(ao}c.D, в ее ^-звездообразном продолжении Di эта функ­
ция имеет конечное число нулей аи и полюсов ЬЛ. Тогда։

1°. Если при данном а£(0, 4՜ со) имеем log |/r(w)|£Ma (О), то 
■ функция W~* log |F(w)| непрерывна в D и гармонична в области 
D\{[ur*[a*. °°)]U[Ur*[6„, со)]}. k п

2°. Если при данном а£( — 1, 0) имеем d/d (Im w) log |/՜ (w)| £ 
£ Afi+։ (Z)), то функция W~* log |F (w)| непрерывна в области 

J)\[{ai} U {6n}] и гармонична в области D\ ([ U Г* [а*,оо)] U [Г* Ья, <»)]}. 

При этом, в достаточно малой окрестности каждой точки 
Zl^fai] U 16л] справедливо представление

В7՜* log [F(w)| = dA ———— |w — cos {« arg [r (w — 4)]}4" 
а .

+ |։« (ш, А), 
где бд — кратность нуля (тогда 4д'>1) или полюса (тогда бд<—1) 

■в точке А, а ф«(ш, А)— гармоническая в окрестности этой точки 
функция.
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Доказательство. Для произвольного е>0 рассмотрим об­
ласть А = (» бЛш)=|г.: |С— то|<е|<= £>). Далее, выберем лю­
бое р >0 и составим область /),. Р = О, Л Ср '■

Заметив теперь, что в области Д, Р функция /'(иг) имеет конеч­
ное число нулей и полюсов, составим гармоническую в £>.,р функцию.

и. (то)=1о£
П Ь„ (ш — /у, Ъп — гр)

--------------------------- Г (то)
Г1 6« (и) — гр, а* — гр) 

а*€О,, р
(—1<а< + со),

где Ьа — факторы типа Бляшке (2.1). Очевидно тождество

V— 1о£ |Л (ш)| = 1Г՜* и. (ш) + 5 И7՜’ 1о£ |6« (то — гр, аь — гр)[ —

-2 Г-|6«(ш-»р, 6Я —/р)|; -1<«< + оо. (2.12>
Мд,. р

1°. В силу оценки (2.9) и неравенства (1.17), при достаточно большом 
/?о£(О, + со) и любом С = 5 4֊ гц £ Ср՜1 имеем

02+«
|102г| Ьа (то— гр, С — гр)| |< —— И — р|’+в |то — гр|-<1+*’< 

1 н

92+®
< С(14-а)------- |т? — р|’+“ |то|_(1+,); |и>ОА’0, 1ш то < 0.

1+«

Поэтому, ввиду включения (1.16) леммы 1.5

1о£ |6« (то — гр, С — гр)| £ Мл (В,։ р) и (А («г) £ Ма (О,։ р).

Следовательно, в силу леммы 1,8, функция И^՜“ (/« (то) гармонична в; 
£>.,р, и в силу тождества (2.12) и теоремы 2. В функция 1Рг_։1од!^(то)|. 
непрерывна в /),. р и гармонична в области I),, р\ |[ и Г* [а*, со)] Ц1 

и [и Г* [6л, оо)]). Ввиду произвольности чисел е^>0 и р>0 отсюда Л
приходим к заключению, что функция П7՜* 1о£ |Л (то)’ непрерывна в £> 
и гармонична в области 2)\([иГ*[а4, =о)]и[иГ* [6л, оо)]|.

* Л
2°. Утверждения леммы в случае а £ (— 1, 0) доказываются вполне 

аналогичным образом, опираясь на включения

^1т 1оя|6« («и —гр, С —гр)К ^2+- Л/1+«(Д,.р),

которые очевидны, ввиду оценок (2.9') и (1.17), на теорему 2.1 и первое 
из представлений (2.3).

Замечание. Если нули и полюсы функции Е (аг) из предыдущей 
леммы расположены так, что множества {и Г* [а*, ОО)} и {и Г* [6л, со)) 

* л
не пересекаются, то на основании тождества (2.12) и свойств функ­
ции 1Г-։ 1ог |6,|, приведенных в теореме 2. В, можно дополнительно- 
утверждать, что:
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а) если а£(0, + се), то функция IF՜® log 1^ (w)| в точках
(J Г* [а*, се) субгармонична, а в точках (J Г* [6Я, оо) супергар- 
* «

монична, т. е. при достаточно малых г>0
>1Г'՜’ log |F(w)j, U Г* [а*, се),

— I IP'՜’ log !/•'(w+ reje,| db2it J *՛ <r֊’log|Ä'(to)j, иГ*[6л> с«);
о "

б) если а£(—1, 0), то функция IF՜’ log |F (w)| в точках 
€{иг*[а*. °°)i\|o*J супергармонична, а в точках w£{U Г*[6Л, *»)}\ 

k *
\{6„| субгармонична.

2. 3. Для дальнейшего изложения нужны также следующие две леммы.
Лемма 2.2. Пусть функция и (z) гармонична в полукруге 

•Gf+> (R) = [z: Im z>0, |z)<[ R] (0< R <+ се) и непрерывна в ее за­
мыкании, кроме, быть может, некоторого конечного множества 
.точек {cm}’czdG(4) (/?) (ст =#0, 1<т<<7), в достаточно малой ок­
рестности каждой из которых справедливо одно из представлений

и (z) = dm log |z — c„,\ -Ь Фт (z),

u(z) = £m |z—Cm|-T|cmzjT COS Ir arg [/ (z՜’ — Cm1)]) + (2.13)

-f-'Fm(z); 0<i<1,
.где dm, Em^(— <x>, + oo)—постоянные, а Фт (z) и Ф՜т (z) — гармо­
нические в соответствующих окрестнортях функции.

'Тогда в любой точке z£G(+) (R) справедливо представление

zx 1 Г <?GG, z) "w=s J 

дО<+)(Л1

- — I О (О Г —----------- --------( z----------- z—\ ] Л, (2.14)
2к/ J Lc-z c-j \/г»-сг я2-сг/.|

öo<+) (/?)

где G (С, z) — функция Грина полукруга G՝+> (R), d/dn— оператор 
.дифференцирования по внутренней нормали, а ds — элемент дли­
ны дуги.

Доказательство аналогично »доказательству теоремы 1.1 из гл. 1 
§ 1 монографии [20].

Лемма 2.3. Пусть функция U (w) гармонична в полуплоскости 
•G<~'> = {w: Im ш<[р}(— °° <[р<СО) и непрерывна в ее замыкании 

Ср_^= {w։ Im w -Ср), кроме, быть может, конечного множества то- 
■чек {z4Ä]f с: (?G։_) (An =f= оо, 1-^т-^</), в окрестности каждой из 
которых допускает одно из представлений

U (то) = dm log |w— 4m| + ։рт (w), (2.13')

■U (w)= Em |w— Am|-T cos {1 arg [г (w—A„)])+ (w); 0 <7<1,

где dm, Em£(—oo, оо)— постоянные, a fn (w) и фт (w) — гармони­
ческие в соответствующих окрестностях функции.
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Tогда, если

sup f \U (и + ։v)l du < + °°>
»<p J 

Л — O*
TO 

+ -
J \U (u -H»| du<Z+ oo, (2.15>

— 
1 ' 

и справедливо представление 
■

и (w)= f U + frlg_ ; w = и + iv e G'->. (2.16 .
( ’ «J (u֊C։+(®֊P)’

•!
Доказательство. Введем гармоническую в полуплоскости G <-) 

функцию
V (w) = U (w 4՜ ip); w£G(՜’. (2-17)՛

Очевидно, что V (и>) непрерывна в G(_,= {w; Im w ^0}, кроме точек 
= — /р|’с (—оо, 4՜ °°), в окрестности каждой из которых.

допускает одно из представлений вида (2.13')- Далее, очевидно, что

sup |И(и 4֊ rv)| du <+<*>. 
v<q J * — «о

Поэтому справедливо представление 
+ *•

И(»)=Ь1 Г w = u4-w€Gt֊), (2.18>
я J (и—0 4-v

где dp(t)—конечная мера Лебега, причем для любой непрерывной на 
оси —оо < и < 4֊ функции /(и) (lim/(u)=0)

и-+± «в

+ - 'Ь *
lim 1 f (и) V (u4՜ iv) du = Г f (u) dp (и)
"-֊».I

(см., напр., [21], гл. 1, теоремы 5.3 и 3.1 (с)).
Убедимся, что в рассматриваемом нами случае мера dp.(t) абсолютно 

непрерывна и равняется V (/) й1. С этой целью для заданного промежутка 
[а, 6]с(—оо, -|- оэ) определим последовательность финитных, непрерыв­
ных функций {/л (и))Г следующим образом:*на [а, 6] положим /я (и) = 1, 
на промежутках (— оо, а — 1/п] и [6 4֊ 1/п, 4֊ <»)—/, (и)=0, а на про­
межутки [а — 1/п, а] и [6, Ь 4՜ 1/п] /я (н) продолжим линейно. В силу֊ 
свойств функции V (ы), как нетрудно убедиться, яри любом п >1

V (u) du-=lim 
и-.-О

J /л (а) V (u4-/v) du= I fn (и) dp (и).
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С другой стороны, нетрудно убедиться в том, что

Следовательно, с/ц (/)= V (/) Л, и повтому сходится интеграл
+-
||И(0|Л (2.19).

— «■

и справедливо представление

г// \ М Г (О Л 1 • г г(--\V (н>)=;— I ------------- - ; ги= и + IV (; О( >.
я и (и—/)’+»’ 

—- в»

В силу определения (2.17) функции V (и>) это представление эквива­
лентно формуле (2.16) леммы, а сходимость интеграла (2.19) — сходимо­
сти интеграла (2.15).

2.4. Перейдем к установлению формул типа Ф. и Р. Неванлинн.
Теорема 2.1. Пусть функция { (г) мероморфна в замкнутой полу­

плоскости С(+,\{0)= |х: 1т х>0, х=/=0} и при некотором Ио (0 < 
<7?0<+о’) не имеет нулей и полюсов в полукруге С1՜1՜1 (Иа)\. 
\|0)= {х: 1т х>0, |д| /?0, х#= 0). Далее, пусть а £ (—1, 4֊ со), х £
£ (0, 4֊ оо) и выполнено, соответственно, одно из условий

1°. 1о2|/(х)|€АГ«+х{«/2, О«֊)}, если а£[0, 4֊ <»),
2°. д/д (1т 1/х) 1ог|/(г)К£+в+х!«/2, <7<+»}, если 0).

• г

Тогда, каково бы ни было R (0 R 4՜ °0)։ для любого- 
х£6(+) (7?), не являющегося нулем а* или полюсом Ьл функции / (г)-,, 
справедлива формула

2 Р- Г ^֊« 1ог |Ла (С, а*)| дС'^ * - 1О£ |6а (х, а*)|1—
|о*|<я (2к յ ап 1

ЙО(+)(Я)

_ 2 (± Г йг-х1ог|мс, ^)|<!£^£)л_^-«1ог|б<х(х, б„)| ) = 
1»п|<я(2п 3 дп )

ао(+мя։
=Л Г $-‘1/(01^^ </з-^-’1ог|/(х)|;-1<«<4- «>, 

2^ J оп

где С х)—функция Грина полукруга <л(+) (/?).
Доказательство. Составим функцию

(2.20>
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П 6. (z, ья)
---- /(Х); -1<а<+«>. (2.21) 

П (z, at)
|a*l<ff

■Очевидно, что /„ (z) мероморфна в G( ^ (/?)\|0| и может иметь там 
лишь конечное число нулей и полюсов dG( J (^), являющихся
нулями или полюсами функции / (z). Поэтому, ввиду леммы 2.1, 

функция IF՜* log I/։ (z)| гармонична в G(+l (Л)\|0[, кроме точек 
в окрестности каждой из которых допускает одно из представлений 
•(2.13) (первое—при а = 0, второе, с 7 = |։|—при —1<а<0ис 7=0— 
—при 0<4՜ со). С другой стороны, в силу оценок (2.9) (2.9’),
при s £ G(+) имеем

log |£ (z, s)|e/Fn« (к/2, G<+)), при 0<а<4֊со,

д/д (Im 1/z ) log |6а (z, s) £ /G+а {’'/2; G1 hJ}, при — 1 < z <^0.

'Отсюда, на основании леммы 1.9 и условий 1°, 2° теоремы получаем

lim IF՜* log |/« (z) | = 0, 
z -о

*fcOl+>

т. e. функция W -• log jfa (z)[ непрерывна и в точке г = 0. Поэтому она 
удовлетворяет условиям леммы 2.2 и, следовательно, для нее справедливо 
.представление (2.14), которое очевидным образом переходит в формулу 
(2.20) теоремы.

Отметим, что в случае а = 0 формула (2.20) совпадает с формулой 
Ф. и Р. Неванлинн (см., напр., [20], гл. 1, теорему 2.1) для полукруга

•G(+> (R). Отметим, далее, что если а>0, то формула (2.20) справед­
лива при любом z£C(+) (R).

Доказанную теорему можно дополнить также следующим замечанием, 
.которым мы воспользуемся в дальнейшем.

Замечание. Ввиду (2.6) функция IF՜*log |6։ (z, s)| (s £G(+)) 
обращается в нуль на вещественной оси. Поэтому, очевидно, контур инте­
грирования интегралов левой части формулы (2.20) — это направленная 
по возрастанию параметра 0 дуга

Г/г = {С = Я е'։: 0 < 0 •< «}. (2.22)

Далее, ввиду теоремы 2. В, функция l^“*log '6։ (z, s)| при неотри­
цательных а субгармонична в G։՜1՜։. Поэтому при а 0 слагаемые сумм 
левой части формулы (2.20) неотрицательны.

Теорема 2.2. Пусть функция Л (ш) мероморфна я нижней, 
полуплоскости G<~> и при некотором р£(— со, 0/ в замкнутой по­
луплоскости (7 1 = [w: Im имеет не более, чем конечное чи­
сло нулей и полюсов. Далее, пусть ®£(—1, 4֊ со), и выполнено со- 
■ответственно, одно из условий:
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Г', log /Г(«>)|£ЛЛ {G(~>}, при *(-[0, 4՜ оо),
2°. д/д (Im w) log ,F(w)| Çâfi+a {û<-)}։ при <։£( —1„0).-

Тогда, если
+-

sup l i W՜ “log F(u+/v)'| zftz<4՜00»
J 

— JB 

то 
+ •

У I UZ- log 1^ (u + Zp)| I du<+ os (2.23)»

и для любого w = ut1v(G'_), не являющегося нулем ai или по­
люсом Ьп функции P (w) справедлива формула

— S IF՜“ log |6а (w — ip, а* —Zp)| + 
Im

4՜ У W~* log \b* (w — zp, b„ — zp)i = 
lm bn<f

-_,|y—p| Г w՜' i°g l^(*+ zp)| dt
Я J (u — 0’ + (« — p)* — a»

- IF-“ log ,F(wX; ֊ !<«< + <»- (2-24>

Доказательство. Составим функцию

П b- (w — zp, bn — zp)

F„ (w) = ------------------------------ F(w); - 1< a<4֊oo. (2.25)»
П b<L (w — z'p, ak — zp)

Im 0£<p

Эта функция, в силу теоремы 2. А, мероморфна в Gl~>, кроме точек: 
множеств {Re а*+zp: Ima*<^p) с: dGJ՜5 и {Re bn + z'p: Im Ьп<^ p)cdG(p_), 
и может иметь там лишь конечное число нулей и полюсов {<7m}f с 
cdG<->(gm=H= ». К m -С ZV), являющихся нулями или полюсами функ­
ции P (w). Поэтому, ввиду леммы 2.1 и теоремы 2. В, функция 
U^՜“ log|/‘B(w)| гармонична в G*՜*, кроме не более, чем конеч­
ного множества точек, принадлежащих dGp~\ в окрестности каждой из 
которых допускает одно из представлений (2.13'). Далее-, ввиду оцен­
ки (2.7)

sup f | IF՜“ log [T'a (u 4֊ iv). | du 4՜ °5-
V'P J 

— «O

Таким образом, функция W՜“ log |ra (au)| удовлетворяет условиям 
леммы 2.3. Поэтому для нее сходится интеграл (2.15) и справедливо пред­
ставление (2.16). Отсюда, как нетрудно заметить, вытекают сходимость. 
интеграла (2.23) и формула (2.24).
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(2.22')

(2.26)

с = « +

(2.27)

(2.28)

Отметим, что в специальном случае, когда ос — 0, формула (2.24) пе­
реходит в формулу Ф. и Р. Неванлинн (см., напр., [20], гл. 1, теорему 
2.1), записанную для полуплоскости G <->. Далее, как и в предыдущей тео­
реме, если а > 0, то формула (2.24) справедлива при любом w £

Следует особо отметить, что как формула (2.20) теоремы 2.1, так и 
формула (2.24) теоремы 2.2 имеют эквивалентные переформулировки. Эти 
переформулировки получаются инверсией = Я 1 и аналогичными заме­
нами переменных интегрирования.

2.5. Докажем две леммы, необходимые для установления формул типа 
Карлемана.

Полагая, что (—1, + о°), г £ (0, 4֊ 009 и w, С £ G'~> (г) = 
= {«>: Im w < 0, любые, введем сначала обозначения

7r=(s = re/։: — (?,. = [Г,--։] ')

• (направление этой дуги будем считать по убыванию 0),

A (w, С, г) = — Г Г- log \b. (s, С)| f —------------1= -
2*i J Is—w s—w

Jr

(w w \] ,
----------------- ;-----— I ds. 
r3— sw r— Sw / J

Лемма 2.4. При любых a£(—1, + oo), r£ (0, f- oo) и 
•+ Ц С G’1՜’ (f) справедливы соотношения

Л (С, г) =? — 1im 'v| I, (iv, C, r) =
2 e—-

— X

= — J IF”“ log Ьл (re:9t C)’ sin 

о

— lim jv IF՜« log [6« (iv,') |=------—*+* .
2’----- Г (2+a)

Доказательство. Так как функция 1Г՜1 log 6, (s, С) (—1< 
00) непрерывна no s в замкнутой полуплоскости кроме» 

быть может, точки С (см. теорему 2. В), a |С> г. то воспользовавшись 
соотношением

1 / iv — iv \ | /г2 \s— iv s+ iv \ г* — isv ~ Г2 -h isv ) ]=2 \ 1)’ (2,29) 

-.очевидным образом получим

lim 'v' 
v-e֊—w

Л (С, г)— — lim |v| Л (iv, С, r) =
Z v-*—«о

в։'-|»г|4.(».С)|(֊—j)*֊
Гг
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') sin S«/9.

С другой стороны, ввиду формулы (2.2), имеем

— lim v' I?'-1 log (iv, С): =
2 V——ОО

1 |1„ _Л_ Re [' W-I'D-Д _

2.—г(1+<о J <-|»;+я
—I’ll

1
2Г (1 + а)

(НН4)“ dt=
HI1*«

Г (2+а)

Лемма 2.5. При любых а£( — 1. f-co), г£(0, + °°) и C=S-f-n)€ 
£ G(_) (г), справедливы представления

если |с| г; (2.30>

—-------Re
Г(1+«)

т® rft

- ֊■—֊ [ Н!։+« —(Н‘ — - V)1+«], если ;ц < г.
г (2+«)

Доказательство. Заметим сначала, что поскольку

(2.30')

|6։ (ге'։, С)| = Ие {1Р՜* 1о$ 6։ (ге'в, С)}, 

то интеграл (2.17) можно записать в виде

/= (С, г) = — Ие С Г- 1ог 6В (з, С) (— -Л Л. (2.31)
2” Л \ з1 /

V
Подставив сюда интеграл типа Коши (2.2), представляющий функцию 
U^՜® log 6։ ($, £) и поменяв порядок интегрирования (относительно за­
конности этой операции см., напр., [19], гл. 1, § 7), получим

I’ll о
Л("Г)Д2ГН4- Л+ ОН Ч

2itr (14-«)\J J/ I J \ 5* /f-։(s—9J
о — 1ч1 Tr

Далее, произведем -замены переменных | т] | — t = т в первом и 
| т] | + t = т — во втором из этих интегралов и придем к представлению

hl
7. (с, г) =---- 1-----С Re \J (t, 91 f dx,

r(l+“)J
3-480

(2.32)
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Разложим интеграл / (т, £) следующим образом:

1 Г ^5 — (*____ -3
4 ] 5« [5-(С4-1т) Г֊Ч 2к» 3 5-(С 4- /Ч)г֊* ~

И-։ I4'“1
(2.зз)

Теперь, полагая, что *£(0, М), вычислим интегралыи /г, рассмат­
ривая отдельно два случая.

а) |Е| =|Яе С| г. Заметим, что подынтегральные функции интег­
ралов и /։ имеют полюсы первого порядка в точке з0 = (С֊Ь п) г֊1 
и, кроме того, подынтегральная функция 7г имеет полюс второго по­
рядка в точке з = 0. Так как в рассматриваемом слууае ^ХИе 50'= 
= |£г-։|>1, то

А (х, Х)=гез 1 = —֊, (х, С)=0.
*-0 5։[з—(С-Н*) г*] (•։ — /!.)։

Отсюда и из (2.33), (2.32) и (2.32') вытекает формула (2.30).
б) 0 < |Е| = Ее С| <г. Очевидно, что в этом случаепри —

—V г* — Е2 полюс 50 = (С н) г՜1 подынтегральных функций /х и /» 
лежит вне единичного круга, а при |т)|—га— —внутри не­
го. Поэтому при 0< х < |т}| — У г2 — Е2, как и в случае а), имеем

./ (х’ = Г~~™; 0 < 1^1 < г. 0 < х < |Ч|— Иг2-Е2 . (2.34)
(’ — гХ)2

Если же |т}' — Ут2— ։2<^т < |т}1, то

/1 (т> 0 = гез --------- ----------------1-я-0 ^[«-(С+^г֊1]^

1 1 г* Г»+ гез------------------------ ---- ---------------------------- =0
4֊4. 52[з— (СН-й)г՜1] (■։—Л)2 (т — Л)2

Таким образом, ввиду (2.33)

• 7 (', С)= ֊1; 0<|£|<г, |г/|֊]/ХГр<т <1^. (2.34')
Из формул (2.34), (2.34'), (2.32) и (2.32') очевидным образом выте­

кает представление (2.30').
Замечание. Как нетрудно убедиться, при а = 0 представления 

(2.30) и (2.30') совпадают и

/0(С, Г)=----- • (2.35)
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Далее, если то при любом "6 [О, |т(!], очевидно, !?' --■1^-г. 
Если же < г, то, как нетрудно убедиться, при любом £ [О, Н}— 
—У г*— с։] опять имеем —"!>г. Поэтому при любых а£(—1, 4֊ со) 
и НС (— &>, + =«) из представлений (2.30) и (2.30') вытекает оценка

^<=֊֊֊5 <=*+ к>г, (2.зб)
Г (2 + а)

2.6. Перейдем к установлению формул типа Т. Карлемана и Б. Я. Ле­
вина.

Т е о р е м а 2.3. Пусть функция [ (г) мероморфна в замкнутой полу­
плоскости С(+,\|'0| = \г : 1т я^-0, и при некотором По (0 < 
< /?0 4֊ со) не имеет нулей и полюсов в полукруге С?+} (Но) \ {0}=
= {я: 1т а^-0, •< Но, а =/= 0}. Далее, пусть а£( —1, со), х£(1,
4՜ со) и выполнено, соответственно, одно из условий

1°. 1ог ՛/(։)!(£+, (к/2, С<+’), если а6(0, 4֊ «>),

2°. <?/<?(1т 1/а) 1ог |/(г) {«/2. С<+>|, если а £ (-1,0).

Тогда при любом R (0 < R < 4՜ °°) справедлива формула

2 [_!_՛!„ А1+-+/.('■1,4)1-
к»*клIГ (24"а) о* \а* R/} *

_ 2 (_А_11т АГ+Л(1.141- 
».|<»(Г(2+«)| 4,| \6. R л«
= -^— Г ,1Р~в 1од I/ (Яе։։)| зт 0«/9 4֊ 

хл 3 
а

к
+ ЛГ(т-4г)^-а1о*И(0/(֊01 -1 <«< + «>, (2-37)

2*.) \ г R* / 
о

где ак — нули, а Ьп — полюсы функции (г). При этом, слагаемые сумм 
левой части этой формулы неотрицательны.

Доказательство. Функция / >(г) удовлетворяет условиям теоре­
мы 2.1 и поэтому справедлива формула (2.20). Взяв в этой формуле 2 = 
= (0 < у <С R) и умножив обе части полученного равенства на (2у)—։,
устремим у->4“0. Ввиду лемм 2.4 и 1.9 и соотношения (2.27), мы при­
дем к формуле (2.37). Остается только заметить, что, в силу оценки (2.36), 
слагаемые сумм левой части установленной формулы неотрицательны.

Замечание. Учитывая тождественность оператора №° и равенство 
(2.35), легко заметить, что формула (2.37) в случае а = 0 совпадает с 
общеизвестной формулой Карлемана для полукруга (см., напр., [10], 
стр. 293 (5.02'), или [22], п. 1.2.2). Отметим, что теорема 2.3 была анон­
сирована в заметке автора [16], однако лишь для неотрицательных зна­
чений параметра а.

Теорема 2.4. Пусть функция Т (о/) мероморфна в нижней полу­
плоскости С(_) = (ш : 1га ш<^0) и при некотором р £ (— со, 0) в замк­
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ну той полуплоскости С*՜)" {w J Im w < ₽) имеет не более, чем ко­
нечное число нулей и полюсов. Далее, пусть «£ ( 1> + и вы 
полнено, соответственно, о ано из условии

1°. log IF (w)| 6 мл если а 6 [О, + °°),

2°. д/д (Im w) log|F(w)!^M։+.{G<-»}, если <։(:(—1, 0).

Тогда, если
+«• 

sup Г IlF՜“ log I/7(и + iv)|I du<Z + 00 > (2.38)
®<p J

ro

j I IT- log \F (a + du < + oo, (2.38')

—«*
и справедлива формула

- 1 t 3 (llmcul + p)1-^- * - s (|Im6a| + p)։+‘= .
Г (24֊а) lm <։4<P Г (2+а) Ira ьл< p

= — f W֊' log |/= (u + I'p)l du -
2it J — ao

------- lim |v| W- log |F (։v)|; - 1 < а < + <», (2.39) 
2 v—-—

где лк — нули, a bn — полюсы функции F (w), а предел справа существует 
и конечен.

Доказательство. Функция F (w), как нетрудно заметить, удов­
летворяет условиям теоремы 2.2. Тем самым, сходится интеграл (2.36') и 
справедлива формула (2.24). Взяв в этой формуле w = iv (v <Z р), умно­
жив обе части полученного равенства на |v|/2, устремим v—оо. Ввиду 
соотношения (2.28) и сходимости интеграла (2.36՜) придем к формуле 
(2.39) теоремы.

Отметим, что в специальном случае, когда а = 0, формула (2.39) пе­
реходит после замены w ֊>֊ Л/iz в формулу Б. Я. Левина (см. [10], гл. IV, 
§ 2), установленную, однако, при несколько иных условиях.

§ 3. Другие формулы типа Т. Карлемана и Б. Я. Левина, 
их применения

В этом параграфе семейства формул типа Т. Карлемана и Б. Я. Леви­
на, в отличие от § 2, устанавливаются, соответственно, для полукольца и 
области 'вида (z: |z — гТ?/2| < F/2, |z| > Fo) (0 <.F0 < R < + oo) (cm., 
наир., [20], гл. 1, теоремы 3.1 и 3.4). Затем приводятся некоторые 
применения установленных формул. При этом, мы будем пользоваться 

приведенным в конце § 1 определением 2 классов Л/ß (G(+>j и |о0, 
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С*՜1)}, органически связанных с оператором Вейля. Мы будем пользо­
ваться также факторами типа Бляшке для полуплоскости, определе­
ния и основные свойства которых даны в начале § 2.

3.1. Докажем две предварительные леммы.
Лемма 3.1. При любых г, г0 (0 г г0 <^ + 00) и С = 5 4- ։ *1 £ 

£ С1~>, г < <С ''о справедливо равенство
^(г, г0, 1Г֊«1ог|6. (ш, о ) =

-(г?, - г8) — W- log b. (r0 e'O, 07 sin W= 
Or о

— —!-------; —1 <Г 1 <՜ 4֊ оо.
Г (2+а)

Доказательство. Разложим интеграл Q(։> на слагаемые:

Q(1) (г. Го. w~* log ՛*. («», С)|) = /<։)+ Д2»,

(3.1}

(3.2}
где

• о
/<”= A C UZ- log 16« (r0 ef’, C)| (r0 + — sin

2* J \ r0 /

(3.2'> 
0

z<2)= _A Г(гз- r2) A_ Jog ba (ro e.»։ q- sin
2* J dr0

Приведем интегралы Д։, и к удобным для дальнейших вычислений ви­
дам. Для этого заметим, что, ввиду леммы 2. А, функция IF՜“ log 6« (w, С) 
аналитична вне замкнутого отрезка [С, С], соединяющего точки 
Си С, а |С'<^ г0. Воспользовавшись уравнениями Коши-Римана, интег­
рированием по частям Получим

о
I^1 = A Tim [ IF՜“ log 6« (roe'։, 0} С го ~ cos 

2* J \ г0 /

Теперь очевидны представления 

о
֊ С Ке I 4^—1»։ 4- (<•. 01 1т (г, е" —Ц-'| л,
2’4. ' г"е ■' (3.3).

о
Д2> = А [*1т I ^-« 1ог 6« (г0 е'О, 0) Ие (г0 е'» - - А-^ </0. 

2 * и X ГО е16 /—X
Из формулы (2.2) следует, что для любого 0 [— я, я] имеют место>

равенства
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Йе {1Г- 1ои 6. (г0 е‘։, С)} = - Ее | Г- 1оя Ьл (г0 е •*, С)}, 
1т ( 1о? 6а (г0 е1*, С)| = 1т (1Г֊’ 1о? 6. (г0 е՜*» $!•

С другой стороны, очевидно, что
/ г1 \ / г* \1т Г е" ~7^) = -1т \г°е՜"" ’

Ее (г0 е16 - -Л_֊\=Ее (г0 е֊,։- ' Г) '
\ г о е1 / \ г0 е /

Пользуясь полученными равенствами, представления (3.3) легко пре­
образовать к виду

1 Г / г* \/(О = 2_ Йе { И7- 1ог 6. (г0 е/։, С)} 1т ( г0 е19---------л )
4тс 3 \ го е /

—« 
« 2

Д”= ֊ Г 1т I V֊' 1ог 6а (г0 е‘։, С)) Ее(г0 е'9 ֊ ֊%) 
4 к J \ г о в /

—К ,

Отсюда получим

Г- log 6, (r0 е“, С) </9

= -11т[2- С (1-4) ВГ-«1ог6. (5,С)л|- 
2 \ з1 / 1

Далее, ввиду формулы (2.2), переменой порядка интегрирования будем 
иметь

Однако

/П) + /(2)=-------- 1--------
" * 2Г(1+а)

(s*—г*) ds 
s։ [f- i (s — 5)]

dt. .

1 Г (s’ — r^ds
2r.i J s։ [f — i (s — «)] 

|։|-r.
S* — Г1 , . sS —r։=res----------------------- 1- i res ----------------------  = i,Л-0 s»[y —f(s —£)] 1=с_п5»[5_(5_й)]

поэтому

P1/։»+ д»)= -----1------ Г (-^l _ Ifl). dt = .hl?. _ .
2Г(14-а) J IJ Г (2+a)

-ni
Отсюда и из (3.2) вытекает равенство (3.1) леммы.

Л емма 3.2. При любых р£( — со, °)> гобСр!» 4-°°) и с=£+п)£ 
~ {m : 1m w р}, |С| < г0 справедливо равенство
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Q(i) (p. гл, IF՜“ log |6« (w — гр, С — гр)|) =
-arc sin (IpJ r,_J)

2к
e/։— гр, C—гр); sin 0 —

—«֊pare sin (Ipj г,-։)

— (r0 sin 6 — р) — W— log ba (r0 e1® — гр, С — гр)|l rod© 
Or0 J

-- ------------ * --  а иь ~Т~ 
г (2+«)

Доказательство. Представим Qт в виде суммы
Qm (р. Го. Г- log,ba (w - гр, С - гр);) =/<»+/<’),

где

(3.4>

(3.5>

J?=

—arc sln <|pl r,~։)
1 Г

IF * log ba (r0 e'։—гр, С— гр)) r0 sin 0г/0,
2« J 

-«+агс «1п(|р|г,—։)

— arc (in (|р| г,՜*)

Г (r0 sin 0—р)-^- IF՜“ log |6« (r0 е/։ — гр, С — гр)| rorf0.
J о

-«+агс ։1п(/р;г,—։.՝

Приведем теперь интегралы и к удобному для дальнейших, 
вычислений виду. Так как функция log 6« (те)— гр, С — г'р) по лем­
ме 2. А аналитична вне замкнутого отрезка [С, С + 2гр], а окруж­
ность ]ш| = г0 не пересекается с этим отрезком, то, воспользовавшись֊ 
уравнениями Коши-Римана, интегрированием по частям получим

- arc sin (|pj г.-1)
Лг) = ֊֊ J I IF-log Ы г0 е«-гр, с-гр)) r0 cos 0<tf.

—«+arcsin(]p| г,-1)

Далее, справедливы представления

- arc ein dpi r„—J)

Л1,= - ֊ (' Re {IF՜“6« (г0e,։—гр,С—гр)) Re{rf(roe<’֊ip)},
2к J

»— »+arc afn (|p| r,“1»

- arc sln (|pl r,~J)

J«2) = Г Irn (IF՜“ log ba (r0e‘e—гр, С—гр)) Im (rf (r0 e'e— гр)}-
2« J

։=-«+arc sin (|p| r.-։)

(3.6>

Из формулы (2.2) следует, что для любого 0 6 [— я, п] имеют место֊ 
равенства

Re ( log ba (го е'։ — гр, С — гр))=

= — Re {IF— log ba (r0 е~'в + гр, С — гр)), (3.7>
Im | IF~“ log ba (r0 ел — гр, С — гр)) ==
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= Im {IF-« log b, (г0 е֊л + »P. С — «)}.

С другой стороны, очевидно, что
Re frf (r0 е'° - zp)) = Re {d (r0 e֊lt+ fy)}, (3.8)

Im |d (r0 e/e— zp)) = — Im (rf (r0 e /в 4՜

Обозначим теперь через 7+(р. г0) дугу окружности |s Zp| = r0. 
лежащую в полуплоскости G(+J, а через 7՜ (р> г0) лугу окружности 
|s-)-zp|= гд, лежащую в полуплоскости G^~K При этом будем пола­
гать, что эти дуги направлены в сторону возрастания arg s. Далее, 
обозначим Г = 7՜ (р, r0) U 7+ (р, г0) (причем, Г оказывается уже замк­
нутым контуром).

Пользуясь равенствами (3.7), (3.8) и введенными обозначениями, 
представления (3.6) легко привести К следующим видам:

Д։)=- — Г Re |Г- log ba (s, С — zp)) Re (rfs),
4я J 

г
y(2)=J-ГIm {ЦТ— ]og 6« (s, C —zp)} Im (A|.

4k J

Отсюда получим

/<՛»+jrn = _ _L Re [ IF- log b, (s, C - zp) ds =
4w J 

г
ll-pl

= 9rn j_ . Г (P)~ Pl֊ И)* Re | f tdS ) dt.
2Г (1 + a) J I 2r.i J S— (? — if)J

-ll-pl г
Однако 5 ’

1 f ds 1— i-------------- = res ---------------=j ։
2itz J s —(5 —z'O i-it —

г
так что

lTi—?l

-11—₽l 
я ввиду (3.5) лемма доказана.

3.2. Перейдем к установлению основных теорем параграфа.
Теорема 3.1. Пусть функция f (z) мероморфна в замкнутой полу­

плоскости G(+)\{0] = (z: Im z>-0, z=£0) и при некотором Ro (0 < 
<-^о *\ 4՜ °°) не имеет нулей и полюсов в полукруге (z:Imz^>0, 

^ol U { ^о> 7?0}. Далее, пусть <։£(—1, -|- со) и выполнено, со­
ответственно, одно из условий

1О> I/(г)| 6 Ма если <։6[0, 4֊ со),

2°. ö/ö(Im l/z)log l/(z)KM։+. {G<+)]։ если (•— 1, 0).
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Тогда при любом R£(R0, + °е) справедлива формула

s I֊1—
R.--\ak\<R 1г (2+а)

֊ Е /—?—
R,<\bn\<R |г (2+а)

1 г 
r.R J 

о
IF՜“ log |/ (Re") | sin 9</9 4՜

R

4֊Q<։>(/?, Ro, r-log|/|); -1<«<4-«, (3.9)

где {a»} — нули, a {£„} — полюсы функции f (z), слагаемые сумм левой, 
части неотрицательны, и при R —♦֊ 4֊ оо

Ж *
/?0> log|/|)= ֊ Д { ^։ log |/(/г0 е'»)| /А + А\ sin 9 4- 

2՞ J I \/?S R։f
(?՛> (R,

-h (± ֊ sin 9 W֊' log If (Ro e'«)|l Ro d0= 0(1). (3.1»)
\ f\q f\ / (/Aq J

Доказательство. Составим функцию fa (z) по формуле (2.21). 
Очевидно, что эта функция мероморфна в замкнутом полукруге 
G ’> (/?)\|0}= (z: Im z>0, |z|<J R, z=/=0} и может иметь там не более, 
чем конечное число нулей и полюсов (Лт]’cdG^>(R) \ [0}. Далее, 
как нетрудно убедиться, функция F, (ш) =»/„ (о,՜1) удовлетворяет ус­

ловиям леммы 2.1, и поэтому функция и (z) — IF՜“ log |/» (z)| гармонич­
на в G(+)(^)\{0|> кроме возможных точек {Дт|1, в окрестности 
каждой из которых допускает одно из представлений (2.13). Повто­
ряя ход доказательства теоремы 3.2 из гл. I [20], нетрудно убедиться 
в том, что для и (z) справедлива формула (3.2) этой теоремы, то есть

R

R,
X

4- -A L (/?e'e) sin 9rf04-Qa» (R, Ro, u), • 
тс/? J 

о
r^e _ 1

X
QC) (/?, 7?OI M) = - А Г ( и (/?0 в'») ( * -и 1Л sin 9 +

Z’t J ( \Ko к /
о
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±_*о\ 
л я* J

sin9 А-И(ЯО е'։) RadO.

Однако, и (z) = IF՜* log (z)|. Подставив выражение этой функции в 
~ *■*

последнюю формулу и учитывая, что Q(1) (Я, Яо, ir-' log|6. (z, C)|) = 
= Q<։) (Æ-։, R^, JF- log |6« (г֊1, С֊1)!), ввиду равенств (2.25) и (3.1), мы 
придем к формуле (3.9) теоремы. Остается заметить, что в силу тео­
ремы 2.3, слагаемые сумм левой части полученной формулы неотри­
цательны, и что выполнено соотношение (3.10).

Замечание. Легко видеть, что поскольку оператор IF3 тождествен­
ный, из равенства (2.35) следует, что формула (3.9) при а = 0 совпадает 
с формулой Карлемана для полукольца (см., напр., [20], гл. I, формулу 
(3.1)).

Теорема 3.2. Пусть функция f (z) мероморфна в верхней полу- 
■плоскости G(+’= (z : Im z>0], а также при некотором Я, (0<^Яо< 
< + со)— в окрестностях точек—Ra и Ra- Далее пусть f (z) не 
имеет нулей, и полюсов в полукруге (z:Imz>0, |z| < Ra\, aÇ(—1, 
-|- oo), и выполнено, соответственно, одно из условий

1°. 1ог 1/(д)|€2И« {С?+»|, если «6[0, + °°),

2°. ^(1ш 1/г) 1ог|/(г)КЛ/|+« (С(+)| если «6(—1, 0).
Тогда при любом R£.(Ra, Ц-оо) справедлива формула 

_1_ х /11тА|_±у+’_ .

I V / , И 1\1+* 
— ---- Г " I 1т —.------- 1 =г (2+°)|,я_<£|<£\ 4.1 R)

ж-агс sln (R, tf-1)
1 г • - </9

= — IF— log |/ (R sin 9 е,։)| —---- —- +
J R sin* 9

arc sla (ff, R—1)

+ Q(2) (R, Ro, IF— log I/O; — 1 < a <-f- co, (3.11)
:где {ал}—нули, а (6Я) — полюсы функции f (z), и при R —■ -f- а>

ж- ire sin (У?,/?՜1)
QW (Я, Яо, log |Д) = f JlF'֊’log|/-(Æ0e'։)|(f

«ГС sin (/?, /?-1)

“ (^7 ~^)^rü 102 lz (/?0 е/։)|}= °(1)։ (ЗЛ2)
Доказательство. Для мероморфной в нижней полуплоскости 

Функции F(w)=/(w֊>) образуем F« (w) по формуле (2.25), считая,
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что р = — R՜1. Эта функция окажется мероморфной в замкнутой по­
луплоскости О(->= {«г: 1т р{ и не будет иметь там нулей и полю­
сов, кроме, не более чем конечного множества точек {ст}ус {ш = «+ 
4՜ гр: М<1^Го—р* ](г0 = Ко՜1). Далее, как нетрудно заметить, У7, (ш) 

удовлетворяет условиям 2.1. Поэтому функция и (г)=1^_''1о^|/:’« (я-1)[ 
гармонична в области {я: [я— / Я/2|</?/2, я=/=0}, кроме точек |Лт)’^= 
= (с՜1]? (И-|>/?0, лежащих на границе этой области. При
этом, в окрестности каждой из точек Ат функция и (я) допускает, 
очевидно, одно из представлений (2.13). Повторяя ход доказатель­
ства теоремы 3.5 из гл. I [20], нетрудно убедиться в том, что для 
функции и (я) справедлива формула (3.4) указанной теоремы, то есть 
справедлива формула

»-•гс >1п
0 = ~ Г и (/? «п 0 в10) + (2<2> (R, R. и),

2г. J л яп’ Ч
•гс ։1п (Л,Я—։)

где

0<2՝ (R, R., и) ==

• rc sin (RtR -•)

Подставив выражение для функции и (z) и воспользовавшись равен­
ством (3.4), мы придем к формуле (3.11)—(3.12) теоремы. Остается толь­

ко заметить, что величина Q(2) (/?, Ro, IF՜’ log |/|) ограничена при 
R — + oo.

Замечание. В случае а = 0 формула (3.11)—(3.12) переходит в 
хорошо известную формулу Б. Я. Левина (см., напр., [20], гл. I, теорему 
3.4). ֊

3.3. Один из основных аспектов применения формул Карлемана и 
Б. Я. Левина — вопросы распределения значений мероморфных в замкну­
той полуплоскости функций (см., напр., [20], гл. I, § 5, гл. III, § 3). Обоб­
щения этих формул, установленные в теоремах 2.3, 3.1 и 2.4, 3.2, соответ­
ственно, имеют место при дополнительных предположениях о поведении 
рассматриваемой мероморфной функции f (z) вблизи начала координат. А 
именно, при предположениях, что f (z) не имеет нулей и полюсов в полу­
круге (z: 1m я > 0, |я|</?0)(0< + °°)> и что при заданном <։£[(),

4՜ со), выполнено включение log |/(я)[£М» (G^'], либо же при заданном 

я £ (—1, 0)— включение <)/d (Im 1/z) log \f (я)( £ Mi+a {G<+}}. Эти условия 

дают возможность применять к^функции log |/ (я)|'опердтор IF՜® (—1< 
а 4֊ со). В следующей лемме мы покажем, что этих дополнитель­

ных условий можно избежать, если предположить, что функция f (я} 
мероморфна в окрестности начала координат.
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Лемма 3.3. Пусть функция /(г) мероморфна в окрестности 
\г\ начала координат. Тогда умножением [ (г) на вполне определен­
ные рациональные функции R (%) — R р(г> I) можно добиться выполне­
ния любого из условий

1°. 1ог|Л(г)/(г)К Аз [к/2, С1+’| при заданном ?£ [О, + ос),

2°. д/д (1т 1/г) 1о£ |Я (г) / (*)| 6 пРи заданном р£(0,1).

До казательство, очевидно, достаточно провести для аналити­
ческой в круге |г| /?« функции / (г) (/ (0) =/= 0).

1°. Пусть ₽ С [О» + °°)> п>? —любое натуральное число, а
/ (г) = а0 4֊ а1 г 4՜ аг г* 4՜ —> ао =£ 0> 1гК (3.13)

— разложение функции /(г) в ряд Тейлора. Нетрудно заметить, что 
умножив / (г) на п-тую частичную сумму Рп (г) тейлоровского разложе­
ния функции 1// (г), можно добиться того, чтобы

Р„ (г) / (х)= 1 4֊ Ьп гя 4֊ Ья+1 х"+։ 4֊ - • •} Н<

Тогда при г —► 0, очевидно

1о# |РЯ (я)/(х)|~|6Я1||х|"1» где пх > п.

Поэтому, ввиду определения 2 (§ 1) классов К.&, выполнено условие 1°.
2°. Заметим, что если / (и) допускает разложение вида (3.13), то при 

г—* 0
1ЫШ1=_Ке 1^., + 2а,г + зо,г+-.| 0(|>|ч
С*(1т1/х) | ав 4՜ ах г 4՜ аггг 4—• I

где п, 2. Таким образом, условие 2° выполняется автоматически при 
любом Р £ (0, 2).

Докажем еще одну лемму.
Лемма 3.4. Пусть функция Р (ш) аналитична в замкнутой полу­

плоскости С1-)\(0}=(а»: 1т ш 0, ш =/“ 0) и при некотором г (0<^г 
<4՜°°) не имеет нулей в области {ш: 1т то < 0, |ад| >г). Далее, пусть 
при некотором «£(0, 4՜ 03) выполнено включение

^^(«ЖАМё^О!}, 
а при некотором R > 0 — неравенство

|г(»)!<«’1-1!«,«/?. №^5^4(0}, (3.14)

где о и Л — положительные постоянные.
Тогда справедливо также неравенство

^_Чог|Г(ш)|<о։ (шКЯр ш^(?3Г\(0|, (3.15)

где а,— положительная постоянная, а /?1=т1п [Я/2, Ио 80, 3?в4֊1} 
(Ао и 30 взяты из определения 1 (§ 1) класса Ма).
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lF-lOg|F(w)| = -i-( [ + [ 
г («) \ J J

Доказательство. Ввиду леммы 2.1 функция 1о£ {/* (ад)| 
определена и непрерывна в области С։_>\{0}. Для исследования по­
ведения этой функции вблизи начала координат предположим, что 
| ад[ < и произведем следующее разложение:

ч - ₽.+! л,
+ ( ) Г՜1 1о£ I/7 (ад— Й)| <И ==

₽,+1 Ях и

= (ад) + /, (ад) + 4 (ш).
Оценим теперь по отдельности интегралы /„ 7, и
Так как компакт К (Ко, R,) *= {^ = ад — 7/?0 : ад £ й(~>, |ад|-< Лх} со­

держится в угловом секторе Л (о^ /?0) = (С ; |аг£ С + п/2. 30, |С|>Ло1.
то по определению класса Мл будем иметь

+**
14 (ш)1 < 7—7 (* (х + /?о)”։ |1о? ^(ад — /7?о — ։’)'|

Г (а) □
1

< ։5К,Ж а1 {| ||о։ I, I

1

Далее, очевидно, что

14 («)|<
. 1 ff«+։

max{/?i , (Яо + 1)®՜1} Г .------------ ——--------------- |Iog I? (ад - zf)| ; dt.
1 (a) J

Однако, легко заметить, что последний интеграл является непрерыв­
ной функцией от ад в области С'~>\{0] 4֊։/?։= [ад : 1тад < ^.ад^։^}, 
и поэтому

|/,м< -!*;;'.№+■)-) х

я.+1
X шах | I \Р (ад — й)| | = Л3 <՜ -|- оо.

. 1ш 9<0 I ) (

Оценим теперь интеграл 1,. В силу неравенств (3.14) и (1.17) будем 
иметь

/?1° с
о

Ri 
аС (<х + 1) Г f֊։ dt

R, I»!-1

Г (а)
х*-։ dx . ,_х 
г; I®՛

о о

а С (а + М
[ад'| х = N։ |ад^-Х,

в
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Полученные для интегралов Л, /• и /։ оценки приводят к искома* 

оценке (3.15) — при «> (; 6(_,\{0} и а>| <

1Г-* 1о? (ш)!< м + ^2 + 1»!"х < °1 м_\

где 0^ — положительная постоянная.
3. 4. Формулы типа Карлемана и Б. Я. Левина, установленные в тео­

ремах 2.3, 3.1 и 2.4, 3.2, соответственно, естественно рассматривать как 
соотношения равновесия между распределением нулей и полюсов и ростом 
мероморфной в полуплоскости функции. Они могут быть записаны как 
соотношения равновесия для характеристик типа Неванлинны и Цудзи
для полуплоскости. В этом пункте мы остановимся только на такого рода, 
соотношениях, вытекающих из формул типа Б. Я. Левина.

Пусть функция /(х) мероморфна в полуплоскости С(+,=(г: 
1т г >0], а также при некотором /?0 (0<^0 <|-Ь гп)—в окрестностях 
точек— /?0 и /?0. Далее, пусть / (г) не имеет нулей и полюсов в полу­
круге |х:1тх>0, /?0] и удовлетворяет остальным условиям тео­
ремы 3.2 при данном а£(—1, -|- со).

Обозначим через п (/?, /) число 

функции / (г), лежащих в области 

Далее, положим

полюсов (с учетом кратностей)

R
И. (/?, /)= —- ----С (— - —V Л; /?0 < R < + «

Г(1+а 3 е- \ I R )
R,

Заметим теперь, что функция п (£, /) имеет скачки лишь в точ֊ 
ках {=р„/з1п фя, и величины -этих скачков равны числу полюсов Ьп = 
= ?„ е1''" функции / (х), лежащих на дугах {г: |х —։7/2|=//2, 'х| > RQ}. 
Поэтому

1 /8Ш фя___1\’+“
Г(2+а). Ч, Л р-

1 £ Аш фд _ _1_у+*
Г (2+а) ։>п ф„ \ р„ R )

R

= (/г,/).

Отсюда следует, что формула (3.11)—(3.12) теоремы 3.2 может бы ь-. 
записана в виде
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_J_ Г jF-log|/(/?Sinfle«)| ֊4—+0(1), (3.16)
дк J к sin □

X W

где x (J?) = arcsin (A?, R՜1).
Положив, как принято, a+ = max {a, 0), a՜ = max {—a, 0}, вве­

дем обозначения
« -x(R)

«.(*,/) = A f {IF_*log |/(/? sin 9 ert)'}+ ֊T ’
2՜ J R sin3 0

x (R) 

x-*(R)
zn. (R, 4) = — f ( log I/ (Л Sin 9 e«)'j- ,

X / / 2« J R sin3 9
*(R)

U(*,/) = m. (/?,/) + N. (/?, /).

Тогда формула (3.16), очевидно, запишется в виде

т։ (й, 2-)+М.(я, |) = т։ (*,/) + 14. (£,/)+ 0(1),' 

или, что то же самое, в виде соотношения равновесия

и(/е, А^==и(л,/)+о(1).

3.5. Формулы типа Т1 Карлемана и Б. Я. Левина, установленные в 
теоремах 2.3, 3.1 и 2.4, 3.2, соответственно, дают возможность условиями 
ограниченности порождаемых из них характеристик типа Неванлинны н 
Цудзи выявить общие классы мерморфных в полуплоскости функций и 
найти для них факторизационные формулы путем предельных переходов в 
формулах типа Ф. и Р. Неванлинн из §2. Однако, для установления фак- 
торизационных теорем в настоящей статье применен иной метод. В этом 
пункте найдены достаточные условия, порождаемые формулами типа 
Т. Карлемана и Б. Я. Левина, при выполнении которых нули {гк} £ 
аналитической в верхней полуплоскости 0(+) функции удовлетворяют 
условию

„ 1 ’+«£ 1т — < + оо (3.17).
к Хк |

при заданном а £ (—1, + оо).
Как хорошо известно (см., напр., [10], гл. V), выполнением условия 

(3.17) с։ = 0 для нулей (г*|сС целой функции определяется класс Л 
целых функций. По аналогии с этим, классом Аа (—!<<* <С+°° 
мы будем называть множество аналитических в верхней полу­
плоскости С<+) функций, нули с С(+) которых подчинены усло­
вию (3.17).
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Отметим, что примерами функций, принадлежащих классам 
Аа (—1 <«<^+ со), являются произведения типа Бляшке авто­
ра (2.10).

Общая схема доказательства следующей теоремы содержится в мало 
доступной статье Неванлинны [2] и в книге Боаса [22]. Однако, в указан­
ной книге в изложении доказательства соответствующей теоремы Неван­
линны имеются существенные опечатки. Поэтому автор счел уместным 
воспроизвести в доказательстве своей теоремы вышеуказанную схему пол­
ностью. •

Теорема 3.3. Пусть функция / (г) аналитична в замкнутой полу֊ 
плоскости 6<+)\(0)= {г : 1т г 0, х =/= 0} и .при некотором /?0 (0 <С

■А’о ֊Ь со) не имеет нулей в полукруге (г : 1т х > 0, 7?0| Ц
□ [—А?о, /?0). Далее, пусть ։£(—!, + со) и выполнено, соответ­

ственно, одно из условий

1) Ьд |/(жЖл7. (С‘+>], если а£[0, т°°),

2) д/д 1т (1/г) 1о£'/(х)( £ М+а если а£(—1» 0)*
Тогда, если

X
Нт —2֊- Г 1₽՜“ 1о£ |/ (7? е,։)| з1п 8«79 <^4- со (3.18)1

о 
и

-R, + -
О 4 ] °°. (3.19>

то
1°./(г)£Ая [С<+>|,

-R. +«
2°- 11ог I/ (011 7< + *, (3.20))

R.

R
№. £| (•? ֊ ‘«г I/ (<) / (֊ 0| м -

R.

=271 1ог (0 / (- 01—• (3.21>

R,

3 . Справедливы также соотношения

2 . 1 Г ~
к Л+- 1ог е8Ы 6с/б= л.=^к°°» (3.22)}
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1 ян 1 «+•-֊-----------2 Im — <+°о. (3.23)՛
Г (2-t-a) Т **

Доказательство. 2°. Пусть нижний предел (3.18) достигается
на последовательности {/?я)։’(lira Тогда из формулы,

м-***
(3.9)—(3.10), учитывая неотрицательность ее левой суммы, приходим, 
к неравенствам

-Л
(J +J )(֊֊^)|*’-*։®8Н/(0|}-л<

-ля/« Я.

—R»

֊*„ /?. 

— /?о
<( J [ )(֊֊--^)(^-’1ог.1/(0|}+л+0(1)<

-Ля R.

+•
+ f)(^-log|/(OI)+— + 0(1) = 0(1)՝.

—« /?о

Заметим теперь, что при #0<|^<Яя/2 имеем. 4/3 (1/<*—1//?’) >-
>1/Л Поэтому справедливо неравенство

-/?. R«/։
( J +• J

-R„/2 R.

4 “*• Rn'2
< у( J + J )(y - ֊5) { W~* log I/ (0 }.֊ di = О (1).

-Rnli R.

Отсюда вытекает сходимость интеграла

-R. +_-

R.

что, в свою очередь, вместе со сходимостью (3.19)՝ дает сходимость инте­
грала (3.20).

Для доказательства соотношения (3.Z1J. (где правый интеграл, как- 
мы только что доказали, абсолютно сходится), введем в рассмотрение: 
функцию

, +“
ф(0= С Г-1ог|/(*)/(-л)| 

.) X

4-480
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и заметим, что

<7ф(0=-^-^-1ог /(0/(-*)1 R0<t

■ Очевидно
R R

V- ьг 1/(0 / (- О| л— у V- Ьг I/ (0 / (-01 = 
R.

Г-1ог|/(0/(-0!л-

R.

■.Соотношение (3.21) следует в силу того, что при R —*■ + °о имеем ф (R) — 
/R \*— ( ~~ ) ф (7?в) = ■• (1) -И, одновременно, как нетрудно проверить,

R
А С *но <//=о(1).
л. и 

я.
1°. .Если нижний предел (3.18) достигается на последовательности

то .ввиду формулы (3.9)—‘(3.10) и соотношений (3.18), (3.21)

_ . 1т 
1»*1___ 1’Г (2-|- а) (3.24)

■Слагаемые этой суммы неотрицательны и, 
.представления (230), (2.30')),

Ит /«/—» —^==0

как нетрудно заметить (см.

(3.24х)

Возьмем какое-либо /?£ (А?о, 4- со).
.п > 1 имеем /?Л R, и справедливы неравенства

При достаточно больших

о< —
и*.,«. R (Г(2-|- а)

< .2 (֊г—111 
к*к #„[ Г (24՜ я) I

Устремив гл֊оо, получим

—-— 1!Г(24-а)|'£*1

1т —

1 1+«

1т — 
*к

R
1 Г R3 ]

R

1

R

С е <0 (0=

1
7?

Ввиду .произвольности числа R > 7?0, отсюда вытекает, что выполнено 
.условие (3.17), т. е. /,(0€ А.
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3°. Заметим, что для доказательства соотношения (3.23) достаточно- 
показать, что

Пт 2 !'(—• —=0.
Л-+-|»*|<Л \а* Я/

С этой целью для произвольного в >' 0 выберем Л, > ₽0 настолько боль­
шим, чтобы имели

Г (2+а) г к

Тогда, в силу оценки (2.36), при любом R > R, будем иметь

lim У, Л (— • < е,
Я-+- \Zk R/

и соотношение (3.23) следует из произвольности В > 0.
Для доказательства соотношения (3.22) заметим, что

lim (/г, Ro, IF֊“ log |/|) = 
я-+- 

к
= - J- П IF՜“ log |/ (/?0 e'e)| Rf + log I/ (Ro e'e)|l sin 6d6,

2^ J I uKq J
о

где правый интеграл абсолютно сходится. Ввиду формулы (3.9), отсюда 
и из существования конечных пределов (3.21), (3.23) вытекает соотноше­
ние (3.22).

Аналогичным способом доказывается следующая
Теорема 3.4. Пусть функция F (w) аналитична в полуплоскости 

Gl~)= |ш:1тш<0}, при любом р£(—оо, 0) имеет конечное число- 
нулей и полюсов в полуплоскости G<~'={w: Im to<^p}. Далее, пусть 
а£(—1, +°°)> “ выполнено, соответственно, одной ив условий

1) log|F(t»)K М. при «6 [0, + со),
2) dfd (Im to) log [/• (to); € M+« (G(_,]> при a £ (—1, 0).

Тогда, если

sup i | IF՜“ log \F (и + гр), | du<Z + °°> (3.25)՛
p<° J — ra

TO

Г. Нули {toijc G(_) функции /• (to) удовлетворяют условию

S |lm w*:i+“ < 4՜ (3.26)՛

2°. Справедливы соотношения ՛
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Нт 2 (|1т »*|-Ь.р)1+в= 2 Цш и’*1+։» 
р«*—0 1тш^<р 4

+ •“
11т — С | В^՜* 1о£ |Л (и 4- /р); | би = Н =/=&>. 

>—о 2к е1

§ 4. Факторвзацноввые теоремы для некоторых 
классов аналитических в полуплоскости функций

Теоремы 4.1 и 4.2, 4.3, установленные в этом параграфе, являются, 
•соответственно, решениями задач 2 и 3, сформулированных во введении, 
для широких классов аналитических в полуплоскости функций.

4.1. Мы будем опираться на следующую теорему о представлении гар­
монической в полуплоскости О(+> = {х : 1п12 > 0} функции, по существу, 
принадлежащую Р. Неванлинне. Эту теорему нетрудно установить путем 
предельного перехода R —*■ 4՜ оо в представлении Пуассона гармонической 
в С-Ч функции в полукруге (7(+> (К) = [г : 1т г 0, |х|<^/?] (см., 
напр., [2], или [22], пункт 6.5, где это сделано для логарифма моду­
ля аналитической в полуплоскости функции).

Теорема 4. А. Пусть функция и (г) гармонична в полуплоскости 
С(+) и непрерывна в ее замыкании = {я : 1т г 0), кроме не 
более, чем счетного множества точек {ст)‘?. При этом, если П = 
= 4՜ зо, то Пт 1ст| =-|-оо, эти точки лежат на вещественной оси, 

и в достаточно малой окрестности каждой из них имеет место 
одно из представлений (2.13).

Далее, пусть
X

Нт R 1 (и (/?е,։) вт 0</в 4֊ <»
/?-+- ии

М

Т огда

(4.1)

..и справедливо представление

“«=*» + V |х-х+։ве С<«, (4.2) 
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где А £ (— оо, 4֊ со) — постоянная и
К

А= —lim • R՜1 Г и (R е'’) sin 9</9. (4.3)
к J

о
Для дальнейшего изложения нам нужна также следующая
Лемма 4.1. Пусть ц (/)—функция ограниченной вариации на лю­

бом конечном отрезке оси — оо < 1 < 4՜ °° и

z \ । 1 Г (О • < z-*(—)ср(«?)=------ 1------|------------  w t О ,
iw ni J w —t

где A £ (— °°» + °°) — постоянная.
Тогда:
1°. Если для некоторого [О, + оо) и целого р 0 (р—1<а^р)

то при любом и> = и+ 1

= Г (4.5)
до I а՛ к Л («>—#) )

2°. Если при некотором а£ (—1, 0)

С-.1^(01 < + го (4.4')
3 1+и,+* 

— и

то для любого ги^С^

1₽'>(И,)= Г(14-а)е 4 4-֊ Г ֊ <4-5')
I «I тс и (и?— О )- ОО

Доказательство. Мы воспользуемся следующей формулой, лег­
ко проверяемой методами теории вычетов

Г а1՜1 =Г(1)Г(1-Т)(«)т-1; 7 6(0. 1), (4.6)

о
а также тем, что для любого компакта Кс6(-) и любого >֊ [—1, 
4- °°)

зир (1^!.СМ = СЦК)<4-оо. (4.7)
--- <<<- Ни;—)

«6К

1°. Пусть сначала а = р 0—целое. Тогда, ввиду тождественности 
операТОра и условия (4.4), формула (4.5) очевидна.
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Если же а£ (0, + со) не целое (в этом случае 0<р ®<1)> то до­
статочно лишь показать, что

1Г֊ “->,(») - Г (1+«-,) {+ А | ֊ <4-8>-

— вл

С этой целью убедимся, во-первых, в том, что повторный интеграл 
— ф (ш) абсолютно сходится. Действительно, в силу неравенства

<1.17) и (4.7)

(я֊.» 7 |^(/)| = 1 7,—л +г 1^(01. .. < 

3 |я> — /| Г(р—а) 3 3 |и>—I—։о|
—- о —-

< /2 7 *р֊°֊' ах *г ЦФ)| < 
Г(р—а) ] 14-х 3 |ш — *|1+<-Р

о —
< /2 с«_р (ш) +г х/’—></х +г |</р (01 < +

"■ Г(р-а) з 14-х з 1+И1+’-' 
о —•

Ввиду этого и формулы (4.6), переменой порядка интегрирования прихо­
дим к (4.8). Утверждение 2° доказывается аналогично.

4.2. В этом пункте, как и во всем дальнейшем изложении, мы вновь 

будем пользоваться определениями 1, 2 классов М?, и Мз, приве­
денными в § 1. Мы будем также пользоваться произведениями типа Бляш­
ке для полуплоскости, определения и ряд основных свойств которых были 
приведены в начале § 2.

Теорема 4.1. Пусть функция [ (г) аналитична в замкнутой полу­
плоскости С?+։\(0) = |* : 1ш г ~^֊ 0, х=/=0’| и при некотором Яо(О<՜ 
<Я0<4-°°) не имеет нулей в полукруге С'<+,(^0)\{0} = [г: 1ша^- 
>0, |г| г=/=0). Далее, пусть выполнено одно из условий:

1°. 1ог7(х)|^«+.{—> &+)

*€ [1—«4-р> 4- ос),
2°. ^(1ш1/я)1ог|/(я)|6^+«+х|у> с(+>} при некоторых а £ 

€ (— 1» 0) и к £ [1— а, 4՜ ос).
Тогда, если

при некоторых К

Нт R 1 а1о?|/(Ле/0)|5т9^<4-оо (4.9)-

и

Г [ 1о8 |/ (р|]+
) Г+7------л< +



Соотношения равновесия и фахторизационные теоремы 265

то
F l^-Hog 1/(011

J |и«(1 + кр-о dt<^ + оо, (4.П)

пули |z*}cz G<+> функции f (z) подчинены условию

(4.12)

Одновременно, справедливо представление

/ («) = В. (z,
/ -i yd-H) г

{г*|) ехр < Г (1 + a) e Az*+« +

+ — f log (<)l dt + /ei; z 6 G(+>, (4.13)
J f։(J/z —l/0l+'t J

де C, A£(—oo, + °°)—постоянные, причем.
X

h= — lim R~x 1 IF~* log |/(/?ei։)| sin 6</S. (4.14)
КЯ-+- J 

о
Доказательство. Заметим, во-первых, что, в силу леммы 1.9, 

при z—*0(z£G(+))

| IF-log |/(z)||4O(|z|*). (4.15)

Ввиду включения (1.28), функция f (г) удовлетворяет условиям тео­
рем 3.1 и 3.3. Следовательно, по теореме 3.3, /(г)£Л. (G(+)|, т. е. 
ее нули {zt)cGI+) подчинены условию (4.12). Поэтому по теореме 

2, Б, сходится произведение типа Бляшке В. (z, [z*]), и функция

/.(z) = /U)- (=£0. z£ G'+>) (4.16)

B~«(z, {z*})

аналитична в G(+)\{0}, кроме точек {(Be l/z*)~J) (см. замечание 
к теореме 2. Б). С другой стороны, из неравенств (2.9), (2.9') и 
условий 1°, 2° теоремы следует, что если а£[0, + <х>) то 
log|/a(z)|6^+T{«/2, G(+>}, а если а С (-1, 0), то d/0 (Im 1/z) log|/. (z)| 6 

^/CI+« + T {k/2, G(+’j (7= min (x, 1)). Поэтому, в силу леммы 2.1 и тео­
ремы 2. В, функция

и (z) = Г- log if. (z)| = W-' log I/ (z)| - ir- log |B. (z, {z4})| (4.17) 

гармонична в G(+,\{0), кроме точек {ст1Г= (Rel/zm) (/V<oo, 

{zm]{vc G( + ,\{0), Re zm 4= 0), находимых и по нулям функции f(z), ле­
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жащим на вещественной оси. Одновременно, в достаточно малой окрестно­
сти каждой из этих точек функция и (z) допускает одно из представлений 
(2.13). Следует также отметить, что в силу леммы 1.9 эта функция непре­
рывна в начале координат, причем и (0) = 0.

Как нетрудно убедиться, ввиду (2.27), (2.30)—(2.30 ) и замечания 
к теореме 2.В, имеем

lim У?՜1 [lF-°log|5o(/?eze, |zt))|sin9^0֊=O. (4.18л

о
Отсюда и из равенства (2.6) вытекает, что функция U (z) удовлетворяет 
условиям теоремы 4. А, и тем самым допускает представление вида (4.1)— 
(4.3). Одновременно, из (4.18) следует, что в этом представлении число 
Л определяется из соотношения (4.14). Далее, так как в (4.17) последнее 
слагаемое исчезает на вещественной оси, то ввиду (4.15) очевидна сходи­
мость интеграла (4.11).

Итак, при любом z — х 4' iy £ G<+>

^■log|/.(z)| = to + ^ f (4-19).
« J (x — O +ir —•eu

Остается лишь доказать справедливость представления (4.13). С этой 
целью введем гармоническую в полуплоскости G<-) = {^.’ Im W < 0} 
функцию

(/(w) = log|/a (n,-J)|. (4.20>
Тогда, в силу тождества (1.26), будем иметь

£/(«,)= W-a\og (/«(w՜1)!, 
и представление (4.19) легко преобразуется к виду

W и(«,) - Re [ — + -Ч <'֊')! м е G<-.
I iw xi J • w — t J

С другой стороны, из (4.11) следует, что

7 l^-alogl/(r1)|| 
J 14-

dt<^ + OG,

причем, 2֊x<14-a_p> если [0, + со), и 2-х.<1-{-0> если 
a С (—1, 0). Воспользовавшись теперь леммами 1.10 и 4.1 и учиты­
вая, что

lim U(w) = lim log|/в (z)| — 0
W -• «О z-*0

o(—։ j6o<+)
(cm. оценку (2.9)), приходим к представлению

£/(w) = r (l+a)Re( е ' 2 ° + ’’[֊T֊ + — [F^ogl/C*՜1)! ,.11

.1 |w+։ «J If
Отсюда и из (4.20), (4.16) следует представление (4.13).
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Замечание!. Число А£(—4՜°°) в факторизационной формуле 
(4.13) по аналогии с классическим случаем естественно называть обобщен­
ным средним типом функции f (z). Помимо (4.14) имеет место другое 

■соотношение Для определения обобщенною среднего типа:

h= lim у՜1 W ’logl/(zy)|. (4.14՜)
У-֊1 -

На доказательстве этого соотношения мы останавливаться не будем.
Замечание 2. Пусть f (z)—аналитическая в замкнутой верхней 

полуплоскости = {z : Im Z 0} функция конечного порядка
:р(0 Ср < 4- ®):

log log (max |/ (R e'e)|)

Тогда при любом а^>тах{р—1, 0} по коэффициентам разло­
жения Тейлора функции / (я) в окрестности начала координат 
можно построить полином Рп (я) степени п — [а]4՜ 3, такой, чтобы 
.для функции / (я) Рл (я) была бы справедлива факторизация вида 
(4.11)—(4.14).

Докажем справедливость этого замечания.
Обозначим р'=тах{р, 1}. Тогда, если а > тах {р — 1, 01, то 

а = р'4-е—1, где е£(0, 4՜ ос). Ввиду утверждения 1° леммы 3.3, 
умножив / (я) на вполне определенный полином Рп (я) степени п = 
= [а]+3, добьемся выполнения условия 1° теоремы 4.1 для функции 
/(д)Рп(г). С другой стороны, очевидно, что каково бы ни было чис­
ло 7^ (тах (з—1, 0|, е), при достаточно большом /?0 (0 + 30)
имеет место неравенство ՛

(/? е'6) Рн (R е'®)| < е₽₽+т; К>Ь>, 0 < 9 < к.

Отсюда, в силу леммы 3.4 следует, что

1Г֊’ 1ог |/ (R е'։) Рп (R е'е)| < а, Ят-։+։; R > /?0, 0< 9 < к, 

•где — положительная постоянная, и 7—е4-1£(0, 1).
Ввиду свойств последней функции, вытекающих из лемм 1.9 и 2.1, для 

/ (г) Рп (г) выполнены все условия теоремы 4.1, и, тем самым, эта функ­
ция допускает факторизацию вида (4.1'1)—(4.14).

Замечание 3. Качественно иные факторизации для аналитиче­
ских, или мероморфных в полуплоскости С 1+) = {г : 1т г 0} функций 
любого конечного порядка, впервые были установлены Р. Неванлинной 
[2], а затем Н. В. Говоровым [23].

4.3. Введем в рассмотрение два класса функций, гармонических в ниж­
ней полуплоскости = {а;; 1т ш < 0}.

Определение 1. Классы и+ и II" — множества гармонических 
>в функций и (то), подчиненных соответственно условиям

sup I [U (и + го)]+ du<^ 4֊ о°,
Г<0 I

(4.2!)
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+ “
аир (* \и (и 4՜ го)Г <С 4՜ 00• (4.22)՝
«<® յ

Очевидно, включение У" с 11+. С другой стороны, с вводом в 
рассмотрение аналитической в верхней полуплоскости С(+)={х : 1т г^>0} 
функции

/(х) = ехр \и ( — г)+ V («))

(где и(и>)£и+, или и(ш)^ип, а V (г) — сопряженная к гармоничес­
кой в функции <|> (г) = и (—г)), из теорем XVII и XX работы 
В. И. Крылова [9] следуют теоремы о параметрических представле­
ниях классов и+ и У".

Теорема 4. Б. Класс II+ совпаласт с множеством гармони­
ческих в функций, представимых в виде

+ •
£/ (Ю)= а Н + М Г ; «, = и + го е С(-’. (4.23)

К 3 (и—п։+о։
— м

где а£(—оо, 0] — постоянная, а фунция н(^) представима в виде 
Р (0=Р1 (0՜Ра (0. ме Рх (() и Ра (0 ~ неубывающие функции, под­
чиненные условиям

(’ <Ы0<+~.(‘ ֊֊֊<+“• <4-23')'
в) в) * 1՜ *— • — «о

Теорема 4. В. Класс ит совпадает с множеством гармони­
ческих в функций, представимых в виде (4.23), где а=0, а- 
Р (/) — функция ограниченной вариации на оси — °°<С ( < + °°.

Введем теперь в рассмотрение еще один класс гармонических в полу­
плоскости б(_> функций и найдем его параметрическое представление.

Определение 2. Класс (—1<^х<^1)—множестве гармо­
нических в функций и (и>) £ и+, для которых

У Л < +оо. (4.24).

1

Можно доказать, что если 1} (го) £ ит, то по результатам работы 
И. С. Каца [24] для любого х£ (—1, 1)

7^—
Тем самым, ита П

Справедлива следующая
Лемма 4.2. При любом (—1, 1) класс 1/, совпадает с множе­

ством гармонических ВС՝' ։ функций, представимых в виде (4.23),. 
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где а = 0, а функция ]*(/) допускает представление н(0 = 1*1(0— 
— 1*з(0> гд« !*։(0 “ На (0 — неубывающие функции, подчиненные ус՜ 
ловиям

(4.23’)

Доказательство. Пусть и (хи) £ Щ при некотором х £ (—1,1). 
Так как и^՜ с 1) , то для функции и (хи) справедливо представление 
вида (4.23)—(4.239. Докажем, что в этом представлении а = 0, а 
функция и։ (0 удовлетворяет второму из условий (4.23"). С этой 
целью введем гармонические в (3*՜’ функции

(и — /)։4- V*

хи = и 4՜ к* €
+•

£/,(«>) = — а|и| + — |
К 3

-
(и — /)* + V*

Очевидно, что (//(ш)^-О (у = 1, 2) при ’и

и (хи) = £/х (ш) — Ь\ (хи); хи £ б(->.
Одновременно

и(хи) = \и(ш)]+ - [и(»)]-; хи С 6(՜’, 

при этом понятно, что их (хи) [ и (то)]+ и £/2 (хи) [ и (то)]՜.

Обозначив
Ф(хи) = иг(хи) — [£/(то)]+; хи^С{~\

•будем иметь

[(/(то)]՜ + Ф (хи) = и, (хи); хи С С(-). (4.25)

Однако, 0 Ф (то) и, (и>), а по теореме 1 работы [24] для и, схо­
дится интеграл (4.24). Поэтому этот интеграл сходится также для функ­
ции Ф. Ввиду (4.25) интеграл (4.24) сходится и для функции С/։, а отсю­
да, в силу той же теоремы 1, следует, что а = 0, а Ц։ (О удовлетворяет 
второму из условий (4.23").

Обратная часть леммы очевидна, ввиду неравенств

Ц(-Я) 
?+х Л < + ОО.

4.4. Докажем еще две леммы, необходимые для дальнейшего изло­
жения.

Лемма 4.3. Пусть В £ [0, + се) — любое ненатуральное число, 
■ и целое р^-0 определено из неравенств р —1 < 0 < р. Далее, пусть 
и (хи) — гармоническая в С(-) функция, такая, что П (хи) £ Мр {С(՜’}.



270 A. M. Джрбашян

Тогда

Л < + ОО. (4.26).
^։+3-Р

Доказательство. Пусть сначала р = 0. Тогда р = Р = О, и 
— тождественный оператор. Так как £/(«,)|С( то

Г* |£/(-Н)|Л< + "о-

Пусть теперь 0 > 0 и не целое (тогда р — 1 < Р Р)- Переменой 
порядка интегрирования опять получим

Г 1 Г _f5L_ С (т—/)։-։ |t/(—/т)|
J /’+₽֊р г (₽) J /»+*-*) 
1 1 t

Лемма 4.4. Пусть ц (0—функция ограниченной вариации на лю­
бом конечном отрезке оси — со t 4՜ 00» “

«Г (w) = e ‘ 2 ; w е G<֊>, —1 <а< 4- со.
J («-/)«+•

Тогда:
1°. Если а. £ [0, 4-°о), р^0— целое число, определенное из не­

равенств р — 1<а<р, а р(0 удовлетворяет условию (4.4), то- 
Re Ф (w)C-Vp |Gf֊>).

2°. Если <։£(—1, 0), а р (0 удовлетворяет условию (4.4'), то- 
did (Im w) Re Ф (w) £ Л/։ {Gt֊)}.

Доказательство. Пусть а = 0 (тогда р=0). Предположим, 
что K£G(_) — любой компакт, p = max|Imw| (очевидно, р<^4“°°), и 

w6K— Любая точка. Воспользовавшись оценками (1.17) и (4.7), пере­
меной порядка интегрирования придем к неравенствам
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Таким образом, выполнено условие (1.14) и, очевидно, Re’F(w)^ 
Вполне аналогичными неравенствами нетрудно показать,.

что при 0<^а<^-|-сс имеем ЧГ(w) £Мр {G*՜’), а при —1<а<0

4.5. Введем теперь в рассмотрение классы аналитических функ­
ций N« и N™ (—1<^*<^ + °о).

Определение 3. Класс N։(—1 < а < 4՜ °0) — множество ана­
литических в нижней полуплоскости G(-) функций F(w), подчиненных 
следующим условиям;

(а) Нули F(w) лежат в некотором полукруге fw^G*՜’: |w| < 
< /?0) (0 < /?0 < 4- оо).

б) Если 0<а<4-։», то logl/- (w)| £ Мр (Gf֊)), где р 0 — целое 
число, такое, что р— 1 < <*■ р. Если же —1<^а<^0, то д/д (Im w) X 
Xlog I? (w)KM1{G(-)j.

(в) +p
sup | I IF՜'log (h+ /«)]]+rfu< 4-0°. (4.27)>
« <o J

—-SB

(г) Если a = p^-l—натуральное число, то, дополнительно, 

+ ~
f[ W~° log|F(-if)|]- 4 <4- оэ. (4.28)

J 
1

Определение 4. Класс N™ (—1 < a < 4՜ 00) — множество ана­
литических в нижней полуплоскости Gl ։ функций F(w), подчиненных, 
следующим условиям:

(а) Для любого р<^0 в полуплоскости Gp-,= 'w: Im w <^p} лежит՛ 
не более, чем конечное число нулей функции /(w).

(б) Если 0 -<а<4-°о, то log|/* (w)| £Мр [G{-)), где р^О — це­
лое число, такое, что р—1<^а -<р, а если —1<^ a < 0, то <?/d(lmw)X 
Xlog|f(w)KM1|G‘-’j.

(в) sup Г | IF՜'log I?՛ (u 4՜ iv)| | du < 4-°c. (4.29)՝
v <0 J

— BO

Для дальнейшего изложения важна следующая
Лемма 4.5. Пусть функция F (w՝) аналитична в полуплоскости 

G’՜’ и (wt) = (щ 4՜ го*] cG1՜1 — ее нули, пронумерованные с учетом 
кратностей. Тогда, если при некотором a (—1<^а<^4-ос) имеем 
/(w)£N։i или F (w) £N?, то

X |Im wA|1+ -= 2luJ1+' <4 ос. (4.30).
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Доказательство. Как нетрудно заметить, в случае, когда 
77(»)^КГ, утверждение (4.30) непосредственно следует из теоремы 
-3.4. Рассмотрим случай, когда /г(о»)^М«.

Аналогично доказательству теоремы 2.2 введем в рассмотрение 
функцию

F(w)
П 6« (w — 7р, wk— i?)

Эта функция, очевидно, аналитична в полуплоскости С другой сто­
роны, как и в доказательстве теоремы 2.2, функция

£/(«,)= 1Г-а log |Mw)l

гармонична в замкнутой полуплоскости б'-։ = кроме не
.более, чем конечного числа точек, принадлежащих в окрестности
жаждой из которых она допускает одно из представлений (2.13'). Далее, в 
«силу оценки (2.7) и (4.27)

sup i [(/{н-f-iv)]х </u-<sup I [ IF՜* log |F (u + zu)|]x du 4- 
J J •

4- У sup 
®Д< p o<0

J | IF՜* log 16« (u + iv, Wk — 7p)| I du < 4֊ co.

Поэтому V (w)=U(w + Zp)6U*, и, тем самым, для этой функции 
•справедливо представление (4.23)—(4.23'), где, как нетрудно заме­
тить, i(f) = IT՜2 log (FU -f- /р)| dt. Отсюда получим, что для любого 

-,w £ G«֊>

— У IF՜* log |6» (w—ip, wk — гр)К 
”«<p

[ W- log |F(h-/p)I]* 
(u —o1 4֊(v — p)s

dt — IF՜* log (Л (w)| <

< TjvLpJ[ w՜՝lo? |F(<+/p)|]+ dt- w՜՝io* m-

Пусть w 
-и p6(—1, 0). 
иметь

= — /(Яо 4-1) (см. пункт (а) определения 3 класса Ы«), 
Тогда в силу формулы (2.2') и условия (4.27), будем

2 Х->(р)<с<+<=,

I’J+p

лгде

J I?H'W-i+p)4-uJT (1 ”*՛+ p ~ ° 'df > 0'
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Одиако

Пт 
р -֊։

I |<։+[/(/?о+1) + и*1Т (
о

'г*1 _ л _ 2/г.+1 Ы+> 0

13(/?,+1)‘ и 1зуг,+1)‘ 1 + «О

Поэтому при любом Ро < О

2<2_£о±11—1— £ 1„ 1|+.<2(2?о±1) 2 цш л^(р)<с, 
13(/?0+1)։ Г (1+«)«*< р. 1 * Г(1+а)®*<Р.Р—О

и, тем самым, ввиду произвольности р0 < 0, лемма доказана.
4.6. Перейдем к доказательству двух основных теорем, о параметри­

ческих представлениях классов и Ы" (— 1 <С а < +
Теорема 4.2. Классы Ыс (— 1 < а < + оо) совпадают с множе­

ствами аналитических в полуплоскости Офункций, допускающих фак­
торизации

-I ^сн») +-
Г(то) = Вв (то) ехр | Г (1 + а) ------------ у +/С}; (4,31> •

то £ 0 + а + оо,

Г (то) = Ва (то) ехр | ах то + а0 +

-/֊-(։+«) +-
+Г (1+а) —------------ С , +1-с); «£<?֊>, ֊1<«<0, (4.32>

я (то —/)1+“ )

где Ва (10)—сходящиеся произведения типа Бляшке (2.5), с нулями, ле­
жащими в окрестностях начала координат и подчиненными условию (4.30),- 
а0, о, и С — вещественные постоянные, а функция ц(О такова, что 
Н (0 = 1*1 (0 “ Н» (0> гАе 1*1(0 И И։ (0 — неубывающие функции, под­
чиненные, соответственно, условиям

(0<+°°.

(где, как всегда, р^-0 целое, и р—1<а < р), 

+-
\ </Н1(0<+°°.

Г ^М0< + (0<а< + а5) (4.31>
3 1+И։+а-р

(4.32'
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Если имеет место представление (4.32)—(4.32 ), то

lim log|F(« —й)| = аг“ + о<>։ “ °°< и < + °0- (4.32’)

Доказательство. Заметим сначала, что если F (w) £ N,(—1< 
-<^а< + со), то в силу предыдущей леммы 4.5, для ее нулей {w*} с 
■G G(_) выполнено соотношение (4.30). Тем самым, по теореме 2. Б 
произведение типа Бляшке В« (ш), составленное по нулям функции 
F (w), сходится, и функция

F.(w) = ֊(?r(^0,w(GH)j -1<а<+оо
Во (и)

-аналитична в G(~>.
Рассмотрим сначала случай, когда а^-0. Так как log [Z* (w)| и 

‘log |В, (ш)| принадлежат классу Мр {Gf_)}, то этому классу принадле­
жит также гармоническая в G(~։ функция log |F■ (w)|. Поэтому, ввиду 

.леммы 1.10, функция
U («,)= IF— log I/7« (w)| = IF֊* И (w)| - W- log |B, (w)| (4.33)

•также гармонична в G(_).
В силу (4.27) и оценки (2.7) 

+ - + •֊
sup f [U (u+/v)]՜*՜ du < sup ( [IF֊* log |Л (и 4- zu)|]+ du 4֊
o<u I v<o I

+ sup I | IF՜* log |B, (u 4֊ zv)| | du < 4֊ oo.
J — OO

Кроме того, если a = p 1 —натуральное число, то из (4.28) и неполо­
жительности функции IF՜* log |В, (w)| в G(-> (см. теорему 2.В, утв. 1°) 

•следует, что

J [G (֊ «)]֊ J I IF- log |F(- z7)|]֊ -- < 4- oo.

Если же а 0 — ненатуральное число, то по лемме 4.3

IF-Ilog |F (-zf)|| 
/>+«—p

dt <4-°o.

Таким образом, (/(ш) £ и+_р, так как выполнены все условия принад­
лежности к этому классу (см. определение 2). Тем самым, для и (ш) 
■ справедливо представление (4.23), (4.23"), где а=0. То есть

w- log |F, (w);=Re ( ֊ f ; 
I J w—t J 

w G(—>,.
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где функция р (/) такая, как в искомом представлении (4.31)—(4.31'). 
Применив к обеим частям последнего равенства оператор dp/dvpy(.

в силу лемм 1.10 и 4.1, мы приходим к представлению (4.31).
Вполне аналогичным образом доказываются представление (4.32)— 

(4.32') и соотношение (4.32") для функций классов N։ (— 1 < а < 0). При 
этом, вместо неположительности функции IF՜՜* log |5» (w)| надо вос­
пользоваться тем, что она непрерывна в G(_)\{w*}, а в точках {w*} 
{нулях функции F(ш)) имеет интегрируемые особенности. Необходимо 
также воспользоваться включением IF՜* log |В« (w)| £ {к/2, вы
текающим из оценки (2.9) и леммы 1.9.

Перейдем к доказательству обратных частей теоремы. Пусть 0 < а <7 
<7 4՜ оо, и справедливо представление (4.31)—(4.31'). Тогда, в силу лем­
мы 4.4, log |Л (w)| £.МР |G(_>). Далее гармоническая в G(_) функция 
U (ш), определяемая по формуле (4.33), как нетрудно заметить, до­
пускает представление вида (4.23), (4.23"), и, по лемме 4.2, «/(«) е 
£ U* В силу оценки (2.7) и последнего включения

+- + -
sup Г [IF՜* log |F(n 4-к։)] + </u-<sup Г [6 (и-Н'п)]1՜ du 4՜
e<0 J v<0 J

—• •• —

4՜ sup у | IF՜* log |Ba (u 4- ro)| | du < 4֊ oo.

Одновременно, в силу оценки (2.9) и леммы 1.9

F [ IF’՜* log|F(—t7)|]~ dt к F [(/(-ft)]֊ dt +

J ^1+a-p J fl*H-P
I I

+ F |t^-* log |B« (-17)11
J 
i

Таким образом, выполнены все условия определения 3, и F (w) £ N, 
(О a <Z 4՜ °°). Обратное утверждение теоремы в случае — 1 < а <7 0 
доказывается аналогично.

Замечание. Пусть функция F (w) аналитична в б(~\ а также в 
окрестности бесконечно удаленной точки и удовлетворяет при некоторых 
р £ (0, 4՜ °°) и со£(О, 4՜ °о) условию

|Г (ш)К exp J ■ ■ -° -I (w £ (?-), lira w| <r0). (4.34)
I {Ina to|* J

Тогда при любом а£(р, 4֊ со) и вполне определенной рациональ­
ной функции R (ш) имеем У7! R (ш) Л՝(ш) £ М„, и, тем самым, 
функция допускает факторизацию вида (4.31), (4.31').

Докажем это утверждение.
В силу леммы 3.3, при вполне определенной '(по коэффициентам разло­

жения Р (а») в окрестности оо) рациональной функции R (и>) для

5—480
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(w)=^(w)F(w) справедлива оценка |log |FT (w)| | -< c։ |w| 
(|w|> Ro). Поэтому, в силу леммы 1.9

i^-iogiFiCwîiK-^-cweG^» w>^o)- (4-35)
lwi

Одновременно, очевидно, что

|Ft (w)|< exp ( ——— I (w £ G(_>, |Im w| < ra)- 
( |Im w|p J

Пусть v <Z 0 любое. Запишем

+-
J {IF՜* log |Л (и + ։v)l)+ du =

—».

R,
= ( J + J) |^-*log|F(u + iv)l]+A(v)+/»(v>- (4.36

|u|>/?0 —'Vo

Ясно, что в силу (4.35) /х (v)-С с< = 2 Сг/Л'о (—со<и< 0), одно 
временно, It («)—непрерывная по v (— œ^v<C&) функция, причем 
/։ (—оо)=0. Для оценки этой функции при v-» — 0 заметим, что, как 
нетрудно, убедиться, при —r0/2<v<0 имеем

/8 (v)< ֊^М---- -- ------- + _£»- (— Г Ч +<? (v),
Г (а) 13+ [®]— а ° а-(>\г0/ J

где .
л. я.

<Р (и) = —у— С du f [log |Л։ (и + i (v— a-))| I d?
Г («) J J

-R, r./ 2

— непрерывна по V уже на интервале (—со, г0!2). Поэтому /»(ф)^с5 
(—г0<«<0), и, тем самым, 1Х {у) + /։ (г*) с4 + с^=св (—~ <и <0)- 
Отсюда и из (4.36) следует условие (4.27) для функции Та*
как для этой функции очевидно удовлетворяются и остальные условия 
определения 3 класса Ыа, то /\ («>)(; На.

Т е о р е м а 4.3. Классы 14՞ (—1<а<^ + «>) совпадают с мно­
жествами аналитических в полуплоскости функций, допус­
кающих представления видов (4.31) и (4.32) (соответственно, при 
0^а<С+°° и —1 < а <0), где Ва (ш}(—1<^«< + со)—сходящиеся 
произведения типа Бляшке (2.5), с нулями, подчиненными условию 
(4.30), ао, О1 и С—вещественные постоянные, а фун киия н (<)— 
ограниченной вариации на оси— сс < + оо. Справедливо также 
соотношение (4.32")

Доказательство этой теоремы не отличается существенно от 
доказательства предыдущей. Поэтому мы лишь проследим основные его 
этапы.
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Как и в доказательстве теоремы 4.2, составим функции (ш) и 
-1} (») = Н^՜* 1о£ |Л'.,(и,)\ Можно убедиться в том, что и (ш)^ит, и 
т. о. для этой функции справедливо представление (4.23), где а=0, а 
11(0—функция ограниченной вариации на оси —оо < < < со. При­
менив к обеим частям этого представления оператор д<Чдюр ЦТ’-«’-“) 
.(если 0 < а < 4֊ со), или оператор И^а (если —1< ч < 0), в силу лемм 
1.10 и 4.1 придем к искомым представлениям.

Для доказательства обратных частей теоремы надо убедиться в том, 
что функция У (ш)., определяемая по формуле (4.33), принадлежит классу 
и՞1. Отсюда, ввиду свойств произведения типа Бляшке, приведенных в на­
чале § 2, будет следовать, что /•'(ю)£МГ(—1<^а<^+<х>).

Замена н.и е. В силу тождественности оператора №’ и леммы 4.4, 
•в специальном случае, когда а = 0, классы и И™ по существу сов­
падают с классами В. И. Крылова N и Ыт, соответственно (для Ы՞ 
»то совпадение точное, а No совпадает с подмножеством тех функций 
из И, нули которых лежат в окрестностях начала координат). Это 
несовпадение связано с тем, что автору без условия (а) определения 
3 классов Ы, ՛(—1 <а<^+ <х) не удалось пока доказать лемму 4.5 о 
плотности расположения нулей функций этих классов.
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11. 1Г. ՋՐհԱՇՑԱՆ. Հավասսրրսէկշոաթյան աոնշություններ և ֆակաորիզացիոն թեորեմներ 
•կիսահարթությունում մերոմորֆ ֆունկցխոննրի £ամար (ամփոփում)

Հոդվածում Վեյլի ինտեգրոգ!'էֆերենցիալ օպերատորի կիրաոմամբ կիսահ արթ ությունում մե֊ 
■րոմորֆ ֆունկցիաների համար ստացված են հլ(—1 ՕՕ) անընդհատ պարամետրից կախ­
ված Կառլեմանի ՝և Ս. Ցա. Լևինի տիպի բանաձևերի ընտանիքներ! Ստացված բանաձևերից 
ծնվում են կ ի ռահ արթ ութ յան համար Նևանլինի և Ցուձիի տիպի բնութագրիչների ընտանիքներ։ 
'ներմուծված բնութագրիչների սահմանափակության պայմանը ի հայտ է բերում կիսահարթոլ- 
ձյունում անալիտիկ, ընդհանրացված սահմանափակ տեսքի ֆունկցիաների նոր, չայն դասեր, 
ար ոնց համար ստացված են 'ֆակսրորիզացիոն և պարամ ետրական ներկայացումներէ Մ ասնավո- 
յ։ս։ գես ստացված են ֆակտորիզացիոն ներկայացումներ փակ կիսահարթութ յանում անալիտիկ 
կամ ա յա կան վերջավոր կարգի ֆունկցիաների համար։

Կառուցված տեսության մեջ հիմնարար դեր են խաղում հեղինակի կողմից վաղորոք հետա- 
պո տված [12, 13] կիսս/հարթության Փլյաշկեի տիպի արտադրյալները, որոնց զուգամիտության 
պայմանն ՒՀ

տ к Im < + co, — 1 <Հ(ւ < -|- co (Im > 0; к = 1, 2,• • •).

Պարամետրի հատուկ ^=q ւարմեքի դե Ալքում հողվածի հիմնական արդյունքները ըստ էու~ 
թյւսն վերածվում են նաոլեմանի, Բ. Յա. 1ևինի, Ֆ. և Ռ. Նևանյինների բանաձևերին, ինչպես 
նաև կիսահարթությունում անալիտիկ ֆունկցիաների համար Ռ. Նևանլինի և Վ. Ւ. Կոիլովի 
ֆակտորիզացիոն թեորեմներին.

A. M. JERBASHIAN Equilibrium relation* and factorization theorem* 
for function* meromorphtc in the half-plane (summary)

In the present paper families of Carleman and B. Ya. Levin type formulas for 
functions meromorphic in՛ the half-plane, depending on a 'continuous parameter 
“(—axe obtained. These formulas give rise to Nevanlinna and Tsuji- 
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type families of characteristics. The condition of boundedness of these characteristics 
leads to new classes of generalized bounded type functions analytic in the half-plane, 
for which factorizations and parametrical representations are obtained. In particular, 
factorization representations are obtained for functions of any finite order wluch are 

analytic in the closed half-plane.
An essential part play the Blaschke-type products for the half-plane, with 

convergence condition

s 
к

— 1 < a < + °o (Im Zk > 0; £ = 1, 2, - •

For the special value of the parameter ։ = 0, the results of the paper reduce 
to well-known Carleman's, B. Ya, Lovin's, F. and R. Nevanlinna's formulas and also 
the R. Nevanlinna’s and V. I. Krilov’s factorization theorems for functions analytic 
in the half-plane.
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