
ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՏՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Ի՜
ւրաթԼմա<ո|ւ1|ա XXI, № 2, 1986 Математика՛

УДК 517.53

С. Л. БЕРБЕРЯН

О ГРАНИЧНОМ ПОВЕДЕНИИ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИИ КЛАССОВ Հ

Хорошо известны введенные академиком АН Армянской ССР' 
М. М. Джрбашяном классы мероморфных в единичном круге функций 
обобщенно-ограниченного вида .V, (—1<а<+оо). Эти классы моно­
тонно расширяются с возрастанием параметра а, причем совпадает 
с классом М функций ограниченного вида Р. Неванлинны. В совмест­
ных работах ([3], [4]) М. М. Джрбашяна и В. С. Захаряна было уста­
новлено, что классы (—1<а<0)—подклассы класса Неванлинны 
Ы—обладают более тонкими по сравнению с функциями класса Л гра­
ничными свойствами. Оказалось, что угловые граничные значения функ­
ций этих классов существуют всюду на границе круга, кроме, быть мо­
жет, множества нулевой 1 + а-емкости. М. М. Джрбашяном [2] з свое 
время были введены также классы субгармонических в единичном круге 
функций У л(—1<а<-|-։»), по своей природе и по существу аналогич­
ные классам Были найдены параметрические представления этих 
классов.

В свете вышеизложенного представляется естественной и актуальной 
задача, решению которой посвящена статья — исследовать граничные 
свойства субгармонических функций классов II л при —1<а<0.

При решении указанной задачи автор существенно опирается на ре­
зультаты В. С. Захаряна ([5], [6]) о граничных свойствах потенциалов 
типа Грина, участвующих в представлениях функций классов и..

В основной теореме статьи (теорема 2) доказано, что угловые гра­
ничные значения нормальных субгармонических функций из классов 
I/« (—1<а<0) существуют всюду на границе круга, кроме, быть мо­
жет, множества нулевой 1 + а-емкости.

Предварительно приведем некоторые определения и результаты, не­
обходимые для дальнейшего изложения.

1®. Как известно, оператор Римана—Лиувилля Г)~а <р (х) (— 1 
<а<^+ со) определяется следующим образом: 
в случае 0 а + со

£>-ф(х)=_1_ [(х-О’-МОЛ, ж€(0,1), 
г (а) .) 

О
причем для ф (х) £ £ (0, 1) правая часть существует почти всюду и 
вновь принадлежит £ (О, 1); в случае — 1<а<0



188 С. Л. Берберян

Д-Т(.Г)=1/)^'М4 х£(0, 1), 
dx

в предположении, что правая часть существует почти всюду, в случае 
а=0 полагают, что

£>°ф(х) = 4> (х), х £ (0, 1).

■Обозначим = шах [Р-®? (х), 0|.
Следуя М. М. Джрбашяну ([2], стр. 126), обозначим через£Л (-- 1 < 

а < + оо) класс субгармонических в круге |х| < 1 функций £/(д), 
.для которых конечна величина 

2к
зир [ С 4՜ °°»

0<г^1 
о

где Ua (re*) = r+* D ’ и (re*). При любом ®(—1<^а<^-|-оо) рас­
смотрим функции

И, (ре/։; С) = р՜® D՜՜* log ■ i
1֊р211, 

с I

TTe(z;Q = е֊/։х) -И«(е‘։; Qd9,

Для классов ил М. М. Джрбашяном установлено параметрическое 
представление.

Теорема А. Класс совпадает с множеством функций, допус­
кающих представление вида

« (г) = log |Д. (z; С)| rfp(C)4- 
/й<1 

К
+ ^֊ Г JRe 5«(ле^-”)</Ие). (1)

—к

тде 5. (х) = Г (1 + а) J —■ 2------ 1 I A, (z; С) =֊ (1 - (։=
1(1—х)1-»“ J \ С /

ф (6) — произвольная вещественная функция с конечным изменением на 
[ к, к], .а р.(С) —произвольное положительное распределение масс в 
круге Г,| < 1, подчиненных лишь условию

1 л-
1(1 — <)“ п (/; р) dt < 4֊ or, 

о
тде n(t; р) — масса функции и (х), заключенная в круге 0<Jx|-v/<^ 

1, т. е. •
«(CF)= JJ rfp(C). 

e<iq<<
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2’. Нам необходимо будет понятие емкости. Говорят, что измеримое 
по Борелю множество Е имеет положительную а-емкость, 0<а<1, ес­
ли существует такая мера ц ֊« Е, ц ( £) = 1, дЛЯ которой интеграл

1?
удовлетворяет условию

зир И(х) < Ио<1 °°-
и|<1

В случае отсутствия такой меры считают а-емкость множества Е равной 
нулю. Аналогично определяется положительность и равенство нулю

1
логарифмической емкости, если вместо ядра ---------— рассматривать ядро

|г — ч|*

1п ——Обозначим а-емкость и логарифмическую емкость мно­

жества Е, соответственно, через сара Е и сар0£՜.
Введем следующее обозначение:

Л (б, ®) =• (т = ел (1 — ге'* ):---- — <С? , г > 0|.

Подобласть круга £>, заключенную между хордами А (9, <р։), А (9, <р։) и

внутри окружности Се — ел 
2

— обозначим 
2

через Д (9, ф1։ <р։).

Эту подобласть круга называют углом Штольца с вершиной в точке 
С = е'։. Если существует Нт и (г), при 2—»С = е'в, я^Д(9, <рх, <р։) и 
предел не зависит от выбора угла Д (9, срх, <р։), то обозначим угловой 
предел через и (9).

Для дальнейшего нам необходимо будет следующее утверждение, вы­
текающее при ш (х) = (1 — х)։, — 1 < а < 0 из общего утверждения, при­
надлежащего М. М. Джрбашяну и В. С. Захаряну (см. [4]).

Теорема Б. Функция

Г«(х) = — С [Ее 5. («֊'•)) (6),
2« и —к

где —1<а<0, а ф(6)—произвольная вещественная функция с конеч­
ным изменением на [—я, я], всюду на [—я, я] обладает конечными уг­
ловыми граничными значениями

/г«(е'*)= Нт Ел(г)
*-е'։

кроме, быть может, некоторого исключительного множества £’с[—к], 
для которого сар14«£’=0.

3°. Интерпретируя единичный круг О, как модель плоскости в гео­
метрии Лобачевского, обозначим через о (Х|, Ха) неевклидовое расстоя­
ние между точками и 22 из круга О:

. . 1 . 1 + и I — г»
о(*1» г։) = —1п;—’где и= ;------------

2 1 — и 11 — ххх։
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Через Т обозначим группу конформных автоморфизмов единичного кру­
га, т. е. Т-. {5(г) = е'։ (х + а) (1+ «)-’, а£й и а£(- оо, + со)}.
Говорят (см., например, [13]), что субгармоническая в О функция н(х) 
нормальна, если порождаемое ею семейство Ф:{и(5(г)); 5 (г) £ Т}„ 
нормально в О в смысле Монтеля, т. е. из любой последовательности се­
мейства Ф можно извлечь подпоследовательность, равномерно сходящую­
ся или равномерно расходящуюся к + °о или — °° на любом компакте 
в £>.

§ 1. О поведении вдоль хорд субгармоинческвх функций классов 
£/.(-К«<0)

В первом параграфе основным результатом является следующая тео­
рема.

Теорема 1. Пусть субгармоническая в D функция и (г) принад­
лежит классу U.(—1<^а<^0). Тогда на Г: |z| = l можно указать 
такое множество E, capixe£=0, что в каждой точке С = е ’ Г\ Ё, 

(It Tt \
---- —-> — Ii в тол* числе и для <р = 0, суще- 

ствуют конечные и равные между собой пределы и (6, ср), где
и (S, <р) = lim u(z) = lim u(e'° (1 — ге'г)). 

г—+0
*6Л 1«.Т)

Вычислительную часть доказательства этой теоремы мы выделим в. 
виде леммы.

Лемма 1. Пусть р (£)—положительное распределение масс в круге 
И<1, подчиненное условию

1

n(t; ^< + сс,
tо

(1.1>

—1<а<0. Тогда на Г можно указать такое множество Е, 
сар14-։ Е = 0, что в каждой точке \ = еЛ £ Г \ Е для почти всех 
с! 71 к \Т’С I---- —• — I, в том числе и для <р = 0, у потенциала типа Гри- 

(z Ga(z; C) dp(Q, (1.2)֊

где G։ (z, Qlog |/4a (z;,)| при |z| < 1 и |С| < 1, существуют ко­
нечные и равные между собой пределы Qa (6, ср).

Доказательство. Покажем, что из условия (1.1) следует ко­
нечность следующего интеграла:

(1.3>

При любом г, 0<г<1 имеем
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о
(I-/)1 ։Ил(Ср) = л(С рМ1-01+< | + 

о

(1-4)
О

Из условия (1.1) непосредственно вытекает, что

(!—/)• л (<; р)Л = о(1),

(т. е. бесконечно малая величина при г —• 1) и значит
= ^("1—”—~Поэтому и правая часть равенства (1.4) 

л (г; р) =

ограниче­

на при г֊»1 и, тем самым, доказана конечность интеграла (1.3). Мы 
утверждаем, что из соотношения (1.3) для всех С = е'։, кроме, быть 
может, некоторого множества Еи сарь . Е^ — 0, следует конечность ин­
теграла

А но
Предполагая противное, будем иметь, что А (8) бесконечна на множе­
стве Е, положительной 1-|-а-емкости. Тогда на £, существует распределе- 

f• /С\
—---- 1-------

_ |е'։—геи|1+* 
равномерно ограничен по х, —при г—»1. Из сделанного 
предположения сар։+а Ег 0 следует, что 

X
5= (’А (0)^(0) = ( л (0)^(0) = 4-ос.

С другой стороны, в силу того же предположения, применяя теорему Фу- 
бини, получим

£, |о(<1 |и|<1 /?|

X </|‘(а) < С (1 — [а|)И։«/р(а)< со.
|О|<1

Полученное противоречие показывает, что сар1+а£1 = 0. Рассмот­
рим произвольную точку С = е'°^Г\£1 и последовательность дуг 
{Ая)п-_։ окружностей в £> с центром в точке ^ = е'9, стягивающихся к 

Не нарушая общности можно предположить, что С = 1. В силу те­
оремы 3 работы [5] при любом фиксированном л для всех точек а на 
Ьп, кроме, быть может, некоторогр множества /Л на £л, для которого
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саро/в = О, потенциал типа Грина [см. (1.2)] имеет конечное измене­
ние на сегментах, соединяющих точки а £я- с точкой С. Поэтому для 
всех на сегментах, соединяющих точки а с С = 1, сущест­
вуют конечные хордальные пределы потенциала типа Грина. Так как 
при любом фиксированном п множество 1„ имеет линейную меру нуль, 
то и соответствующее ей множество Е'п значений <р имеет меру нуль.

меру 

= 0,

mes Е' =0. Отсюда следует, что и множество Е'= U Е' имеет 
" л—1

нуль. Таким образом, в каждой точке С=е'6 £Г\£։, capj+։ £^=
г / «для почти всех f —

я \
> — I существуют конечные хор­

дальные пределы у потенциала типа Грина. Применяя теорему 2 ра­
боты [61 о радиальных пределах потенциала типа Грина (?,(?) (—1 <

а<^0), получим, что в каждой точке С = е'։£Г capi+։ £։ — О,

для почти всех <j> £ Ç---- — Я \ _
в том числе и для <р = 0, существу­

ют конечные хордальные пределы у потенциала типа Грина. Теперь 
рассмотрим функцию F։ (z) = Qa (z) ֊1֊ i£(z), где L (z) — некоторая дей­
ствительнозначная функция, имеющая всюду на Г, за исключением 
множества Ег, capi+։£։ = 0, конечные угловые пределы. Такие функ­
ции заведомо существуют. В качестве примера можно рассмотреть 
|Z?(z)|, где В (г) — произведение Бляшке, нули которой |z*| удовлет­

воряют условию У} (1 — |z*|)1+e< со, где — 1<а<0. Очевидно, что- 
Аг=1 *

£« (z) имеет конечные хордальные пределы Fo (6, <р) для почти всех 
/ я к \

<Рt I---- — • — в том числе и для Ч>=0, всюду на Г, за исключени-
\ £ *• /

ем множества Ег = Еу U Ег, capjх, Е3 — 0. Рассмотрим точку С = е'° £ 
£Г\£։, в которой Fa(6, ч>г) =АF« (0, fs) хотя бы для двух значений

։« точка С = е/е является точкой не­

определенности для Fa(z) (см. [10]). В силу теоремы Багемила мно­
жество точек неопределенности М для произвольной комплекснознач­
ной функции FB не более чем счетно, и поэтому сар1+оЛ/ = 0.

Рассматривая £==£3 U М, получим, что в каждой точке С= е'։£Г\£ 
, / я к \

для почти всех I---- --  ’ — ] • в том числе и для <р=0, у функции

FŒ (z), а следовательно и Qa(z) = ReF, (z), существуют конечные и 
равные между собой пределы. Утверждение леммы 1 доказано. Теперь 
утверждение теоремы 1 непосредственно вытекает из параметричес­
кого представления (1) субгармонических функций классов Ua, теоре­
мы Б и утверждения леммы 1.

Замечание 1. Отметим, что при а=0 граничное поведение суб­
гармонических функций класса Uq вдоль хорд исследовано американским 
математиком Толстедом (см. [14]), который охарактеризовал исключи­
тельное множество £ в терминах меры и показал, что mes Е = 0.
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§ 2. Об угловых граничных значениях нормальных 
субгармонических функций классов £/։ (— 1 а 0)

Основным результатом второго параграфа является следующая
Теорема 2. Пусть нормальная субгармоническая в D функция 

и(г) принадлежит классу Uл (—1<а<0). Тогда на Г можно указать 
такое множество Е, capi+«£=0, что в каждой точке Z = el,£T'\E су­
ществует конечный угловой предел и (0).

Предварительно докажем две леммы.
Лемма 2. Пусть ч(г)—нормальная субгармоническая в D функ­

ция, и для некоторой последовательности (z,|”cZl, lim |г„| = 1 суще- 
п — 

стзует предел
lim и(гя) = С(— оо < С֊< + оо).

Л-*»
Тогда для любой последовательности такой, что а (гя,
хя) —, 0 при п—»ос, справедливо соотношение 

lim и (е'Л) = С. 
л-*«*

Доказательство. Пусть

gn(0 = u/_£+^.\(n=i, 2,...).
\1 + z„ t /

Очевидно, что g„(t)—субгармонические функции в |/| < 1 и

^(0) = и(хя). (2.1)

Рассмотрим при любом фиксированном П дробно-линейное преобразо­
вание

переводящее точки t — 0 и t = соответственно, в точки z = zn и 
z=^zn. По условию леммы lim о(х,, z^)=0, и так как я.(0, tn) ==s (х„, гя), 

л—-
то и lim tn = 0. В силу компактности семейства {gn (Z)} существует 

подпоследовательность {gn> (f)}, равномерно сходящаяся к субгармо­
нической функции G(t), или равномерно расходящаяся к 4՜ 00 или 
— сона любом компакте Kc-D, содержащем точку Z = 0. Если С — 
= 4-оо (или —оо), то очевидно, что lim gn, (tnk) = + 00 (или —оо).

Пусть С—конечное число. Тогда на любом компакте К, содержащем 
точку / = 0, в силу соотношения (2.1) имеет место равномерная сходимость 
последовательности {gnk(t)} к субгармонической функции G(f)^<x>. 
При любом е 0 из соотношений

|£л* (tn,) - G (6,4)| < е и G (tn„) ֊ G (0) < е,

справедливых при А:> 2V(e), получим, что последовательности 
(g«4(Zn*))f и (G(6։Jt)){'> либо их некоторые подпоследовательности, ко­
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торым для простоты дадим то же самое обозначение, будут иметь 
пределы, причем

liro и (։Հ) — Hm gllt (հէ) = Inn G (tnJ = a.<C, (2.2)

где C = G (0). Покажем, что a = C.
Рассмотрим при любом k = 1, 2,... отображения ֊ՏՀ(։), где

տ;(,) = ձ±^ճ, л- ւ,շ,....

Для этих отображений при любом k имеют место равенства

Հ(0) = Հէ и 5'<?*)=гЯ1։,

откуда, б силу инвариантности метрики а, следует справедливость соот­
ношения

Нт <?* = 0 (2.3)
♦ -00

Отсюда lim и (z ) = lim и (S'k (0)) = а, и, следовательно, последона- 
»-« * »— Ա"

тельность (u(5^(z))|, или некоторая ее подпоследовательность, кото­
рой дадим то же самое обозначение |и(5^(г))}, равномерно сходится 
на компакте K^czD, содержащем точку z = 0, к субгармонической 
функции U (г), причем £/(0) = я. С другой стороны, учитывая, что

lim u(z'n )= lim u(S'k(qk)) = lim Ն(q.) — C ♦ —oo * ♦ -•сю

и соотношение (2.3), будем иметь, что

С = lim U(р*) (0) = а.*-«>
Сравнивая с (2.2) последнюю оценку, заключаем, что а=С. Отсюда w 

из (2.2) следует, что lim հոէ(է.-էէ)= lim и (z‘ ) и значит*-.<» *-.оо *

limO«) = C. (2.4)
*-»00 «

В силу того, что произвольно взятая последовательность содержит под­
последовательность 'ս(շո^)յ, для которой справедливо соотношение 
(2.4), то и

lim и (г’я) — С. 
п-*х-

Лемма 2 полностью доказана.
Замечание 2. Отметим, что, как следует из доказательства лем­

мы 2, утверждение леммы остается справедливым для нормальных полу­
непрерывных сверху функций.

Для доказательства теоремы 2 нам необходима также следующая
Лемма 3. Пусть нормальная субгармоническая в 2?:{[г|<1}- 

функция u(z) имеет в некоторой точке \ = еЛ для почти всех

----2՜ ’ конечные и равные между собой пределы и (6, <р)» 

Тогда՛ в точке C = ei։ функция u(z) имеет конечный угловой пр 
ел и(?) .
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Доказательство. Покажем, что в точке С = е'8£Г при ус­
ловии леммы существуют конечные равные между собой пределы 
по всем хордам. Для этого рассмотрим произвольнуц хорду 
Л (9, ф) и произвольную последовательность {гп} на ней. Возьмем 
такую последовательность углов Штольца { 3

ОО
П = А (9, »), чтобы сторонами углов Ут были хорды, по ко- 

лг—I
торым предел и (9, ф) существует. Проведем через точки дуги 
ЕпаО(п = 1, 2,---) окружностей с центром в точке С = е'։ и сжима­
ющихся к точке С. Эти дуги будут пересекать стороны углов Ут в 
точках 1/>"|я°1։- Составим теперь последовательность р}, р\,- • •, р\,- • •, 
р1> Рг> •••>?’»•••; Р?> Р",- Р” »•••>*••• • Из этой последовательнос­
ти можно выбрать подпоследовательность [₽" )£_։ такую, что 
м(р"т)-*и(9, <р) при О- Согласно лемме 2, Иш и(г„т) =

/ тс==ц(0, <р). Отсюда, ввиду произвольности хорды А (9, ф) ---- —

<՜ ф <С — ) и последовательности {гп)Г с А (9, ф) (Нт г, = С) следует, 
2 /

что существуют и равны и (9, ф) все хордальные пределы функции 
и (г) в точке С = е'8 £ Г. Рассмотрим теперь произвольную последова­
тельность точек {ая| = |е'8 (1 — гле'’л)| (гя -* + 0 при п—*оз), лежа­
щую в некотором угле Штольца с вершиной в точке С. Докажем су­
ществование предела м (9, ф) по этой последовательности, и, тем са­
мым, существование углового предела и(9) = ц(9, ф) у функции и (х) 
в точке С. Для этого выберем хорду А (9, ф) такую, что неевклидовое 
расстояние от некоторой подпоследовательности (аЛ4[ до этой хорды 
стремится к нулю (т. е. |ф — ф„41 — 0 при А-»со), и, следовательно, 
в силу леммы 2, и(а„й) — и (9, ф) = и(9). Поэтому и и (а„) -» и (9), что 
и требовалось доказать.

Замечание 3. Как показывает доказательство леммы 3, утверж­
дение леммы остается справедливым при значительно более общих пред­
положениях. Для справедливости утверждения леммы достаточно, чтобы 
множество значений ф, для которых существуют конечные и равные меж- 

(к « \ 
— J 

Следовательно, множество значений ф, для которых существуют конеч­
ные и равные между собой пределы и (0, ф), может иметь также линей­
ную меру нуль.

Теперь доказательство теоремы 2 очевидно ввиду утверждений тео­
ремы 1 и леммы 3.

Замечание 4. Отметим, что при а=0 угловые граничные зна­
чения нормальных субгармонических функций исследованы в работах 
американского математика Мика (см. [12] и [13]), который охаракте­
ризовал исключительное множество Е в терминах меры и показал, что 
mes Е = 0.
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Приведем одно применение леммы 2. Для этого обозначим через 
СА(։,,)(и, С) и С у (и, С) предельные множества функции ы(д), соответ­
ственно, по хорде Л (6, <р) и по углу Штольца V с вершиной в точке 
С = е/։# Через Ем (и) обозначим (см. [10], стр. 248) множество всех 
точек С = для каждой из которых имеется пара углов Штольца 
И։, И։ таких, что Ск,(и, С) = Ск,(и, С). Дополнение к множеству 

на Г обозначим через Ф/ГукСы).
Справедлива следующая
Теорема 3. Пусть и(г)—нормальная субгармоническая функция, 

определенная в О. Если « = е'։ Еуу(и), то для любого значения 
։р £ (---- — > — ) и любого угла Штольца V с вершиной в точке С

справедливо соотношение
СА(.,т։(и, С)=Су(и, С). (2.5>

Аналогичное утверждение для нормальных мероморфных функций дока­
зано Рангом (см. [16]). Доказательство теоремы 3, с учетом леммы 2, 
полностью проводится по той же схеме и поэтому его не приводим.
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II. Է. РЬРРЬРЗиЪ. Ua դասերի ոութհարմոնիկ ֆունկդիանԼրի հդրային վարքի մասին (ալէ- 
փոփսւմ )

Հոդվածում ուսումնասիրվում են պրոֆեսոր Մ. Մ. Ջրրաշյտնի կողմից ներմուծված (J 
դասերի Ա (շ) սուբհարմոնիկ ֆունկցիաների եզրային հատկությունները։ Ցույց է տրված, ամե- 
նոլրեք միավոր շրջանագծի վրա, րացի E ր ա զմ ու թյուն ի ց, Сар։+а£=0, գոյություն ունեն

համարյա րոյոր sp Հ- I — ~՜> —— 1 արժեքների համար վերջավոր և իրար հավասար սահմաններ 
\ 2 2 /

° (0. ?)•• Եթե Ա (z)-C U a ղասի նորմալ սոլրհարմոնիկ ֆունկցիա է, ապա ամենուրեք 
Г : |х|=1 վրա, րացի Е բազմությունից, Сар։_| ,£ = 0, գոյություն ունեն վերջավոր անկյունային 

եզրային արմեքներլ

Տ. Լ. BERBER 1 AN. On the boundary behaviour of eubhcrmonlc functioni of 
Ua clan (summary)

The boundary properties of u (x) subharmonic functions from Ua clases introduced 
by professor M. M. Djrbashian is studied. It is shown that everywhere on the unit 

circumference finite and equal limits of и (0, <p) exist for almost all ( — — , — \
\ 22/ 

except a set E, cap։+B£ = 0. If и (x) is a normal subharmonic function of Ua class, 
then everywhere on Г: |x| = 1 except £ set, cap։4_e £== 0, finite angular boundary va- 
1 ues exist.
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