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ВТОРОГО ПОРЯДКА С НЕОГРАНИЧЕННЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Известно [1], что задача Коши для гиперболических уравнений 
(даже в случае, когда корни характеристического уравнения не только 
действительны, но и различны) с неограниченными коэффициентами не 
всегда корректно поставлена. Для таких уравнений оказывается есте
ственной постановка задачи Коши с некоторыми весовыми функциями. 
Такие задачи изучались, например, в работах [2]—[5]. В этих работах 
доказывалась корректность задачи Коши в соответствующей весовой 
постановке. Задача Коши с весом для симметрических систем рассмо
трена в [6].

В настоящей работе строится параметрикс задачи Коши с весом 
для уравнения второго порядка, главная часть которого является стро
го гиперболическим оператором, а младшие коэффициенты не ограни
чены в окрестности начальной гиперплоскости.

§ 1. Постановка задачи. Формулировка основного 
результата

Рассмотрим следующую задачу Коши с весом:

Ри = D- и — у at/ (/, х) Di Dj и -t- — V ai (t, х) Dt и 4֊ 
i, I t i-i .

+ — b(t, x) Dtu+ lc(f, x)u = 0 (0</< T, x^Rn), (1.1)

г N, N, \
( Ф (t, x)u - у F*. (A) (f, x) - у G*. (/„)(#, x)) =A, (1.2)
X *i-i  t,-t / t—n

(ЛГ. Л’, \
Ф (/, x) M- у л, (A)(f, X) - у Gk, x) ) =A,

1 k,-1 J t-0

где функции at], at (г, j=l,- • •, n), b, с бесконечно дифференцируемы в 
R+% Rn, fi£. E' (F"), Z = l, 2, а весовые функции ф (f, x), R (f, x) и 
символы интегральных операторов Фурье /■*,  (jt1=l,-• ■, NJ, Gk,{k2 = 
= l,---,2Vg) определяются коэффициентами уравнения (1.1).

Предполагается, что существуют положительные числа f։, та
кие, что
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Ъ £ «?< 2 а// (/, х) 51 V <7։ У $ (х, с £/?"). (1.3)
<-1 /,у_1 '֊*։

Кроме того пусть

1т У} а/ (0, х) Е]/а (х, Е) и 1т Ь (0, х) (1-4)
/-։

ограничены при х£/?л, Е £ /?л\0, где

а(6 х, ')=(У , а (х, Е)=а (0, х, с).

В дальнейшем, для избежания громоздкости изложения, подробно 
будет рассмотрен случай, когда /7*։ = 0 (А:£=1,-• •, 1^), С1,,= 0(ка — 
= 1,-Изучение задачи (1.1)—(1.2) в случае, когда Г*,  =£ О, 
Сь,=£ 0, проводится по аналогичной схеме с небольшой разницей в 
определении весовых функций R (Л х), Ф (6 х) и пространства симво
лов интегральных операторов Фурье, о чем будут сделаны замечания 
по ходу изложения.

Для формулировки основного результата введем некоторые обо
значения. Обозначим через з(х) один из корней уравнения

з։ —(1 — (0, х)) з —с (0. х) = О, (1.5)
и пусть

Р(х)₽։6 (0, х) 4-2з(х),

^(х)=֊^ ^ ^(°, х)5//а(х, ?)+4֊₽(х)(3’-1), (1.6)

т (о) = вир (— Не и»).
хе*? Л, ^б/?л\о

Определение 1.1. Для действительных чисел т и к обозна
чим через Б”1՛*  пространство бесконечно дифференцируемых на А^Х 
X R" X R՞ функций р (£, х, Е) таких, что для любого целого числа 
/^>0, мультииндексов а, 8, действительного числа Г>0 и компакта 
К с R'՝ имеет место неравенство

. |£>‘ £>; £>? Г*  м Р (/, X, Е)| < с (1 + |Е|)Я|՜1*1 (|Е|֊։ + (1.7)

для х£ К, /^(0, Г), |Е| >-1. Постоянная с зависит от I, а, о, Т, К.
Определение 1.1'. Для действительного числа к обозначим 

через 5*  пространство бесконечно дифференцируемых на R+՝X.RՈ\R'՝ 
функций р (<, х, Е) таких, что для любого целого числа I 0, мульти
индексов а, о, действительного числа 7՝>0 и компакта имеет 
место неравенство

£>’ Р (/, х, Е)| < с (1 + |Е|)‘֊<։1

для х£К, /£(0, Г), |Е| >1. Постоянная с зависит от I, а, о, Т, К.
Пусть функции фа (#, х, Е)(а2=1) являются решениями следующих 

задач:
\։/2

(Е ։ аЧ х) Таху ) ’ (1.8)
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?в|/.о = <х, £>. (1.9)
Основным результатом работы является

Теорема 1.1. Пусть 0 < Ее 3 (х) <^1, 7 = вир Ее 3 (х) и Т^>0 

достаточно мало. Тогда существуют символы
р։,(*,  х, £)С 5т<”+,'т <•)+•,

Р2Л*>  х, £)^5т<’)+т ։•>+’, (1.10)

Р1, (Л х, £) £ 5т <’)+',

Р2в (*>  х, £)£ 5я1 <’)+•+։-։

(е* —произвольное положительное число, (I, х, £)£(0, Т) X 7?" X Кп, 
о։—1) такие, что

£ (Л. А)(Л х)=-2 2(2«)- С ^ha՜<y'':>ip^^x,г)fl(y)dyd2+ 
а—-11—I J

ИПХКП
+ 2 2 [ е^-<уЛ>]р1в^,х,^/,(у) dy.fi (1.11)

в-±1 1-1 и
ЯЯХ«Я

является параметриксом задачи (1.1)—(1.2) при Ф (Л х) = 7֊,։л), 
/?(/, х)=^^, /*,  = 0(^=1,..., 7^), С»,=0(£։ = 1,..., 7У։), то есть 
функция Е (Д, Д) (7, х) удовлетворяет уравнению (1.1) в (0, Т)Х^п 
с точностью до функции из класса С՝ ((0, Т)ХЕ՝) и условиям 
(1.2) с точностью до функций из класса С՜ (R").

Замечание 1.1. Если ’к < Ее 3 (х) < к + 1, где к ^=0 целое чи
сло, то />„ Ск„ вообще говоря, отличны от нуля (см. пример 2°).

Рассмотрим функцию

(А: /=)(4 х) = £, (Д)(/, х) + Е2 (Д)(7, х), (1.12)
где

£/(А)(*,х)=2 (2к)֊" С е'1’’-<у’Е>>/9(7,х, V 6 (у) dy.fi, (1.13) 
±1 и

/?яхяя
(/ = 1, 2).

Подействуем оператором Р на функцию Ео (Д, /։)(/, х)

Р^о(А. /։)(^х)=2 2(2«)֊" Г е^-^'^Р.р^хЛУ/.^уиу^, 
о-±1 /-1 ։;

Яях/?л
(1.14) 

где
А =£)? _ £ а1։ х) И. 4- — Ь (7, X) л + — 2а1 (#, х) А 4֊ 

»./-։ ։ 7 г-1

+ 77е *) —2 2 а.) ж) фзх, О/+ 2 а./ (7, х) ч>,х х +
' ъ /-։ /77-։
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+ _1_ у а/ (/, х) <?«, + — Ь ((, х) О։. (1.15)
I 1-1

Обозначим через ?=(-!, !,•••» 1) (л+1)-мерный вектор.
Определение 1.2. Функция г (/, х, ;) называется р-квазиодно- 

родной порядка /, если
г (>.֊’ I, х, /.։) = <.'г ((, х, ;) (>>0).

Функции р1<։ (1=\, 2; а*=1)  будем искать в виде формальных 
сумм р-квазиоднородных функций, порядок которых определяется в 
дальнейшем

Р։ (/, х, е)=уР‘ (/, х, ?). (1.16)
*֊0

Разлагая коэффициенты операторов Р, (о2 —1) в формальные 
ряды по степеням I, представим их в виде

(1-17)
/с-0

где порядок р-квазиоднородности операторов Р*  равен 2—к. В част
ности

А°= £>?-!- 2о а (х, $)£>/ + -֊- Ь (0, х) £>/ 4- ֊֊ 6 (0, х) са (х, 5)4-

4-֊£ а/(0, х)5/+֊ с(0,х). (1.18)
I 1-\ Р

В новых обозначениях функцию РЕ0(/1, /։)(/, х) можно записать в виде

^։(А./.)(6х)=2] £(2*)-"  Г е‘Е>1Х 
։-+1 /-1 J

ИпУ яп

ХЕ 2 (1.19)
։«=0 Л + У=г

Выберем функции р-в так, чтобы они являлись решениями уравнений

Е Р, р{'Ц, х, 5)=0, 5=0,1,..-; 0«=1; /==1,2. (1.20)

В частности, для функций р°в получаем

Р“р?,(/, х, ?) = 0. (1.21)

Для того, чтобы функция Ео (/1։ у։) с точностью до гладких 
функций удовлетворяла бы условиям (1.2), достаточно, чтобы функ- 
йии р\<, удовлетворяли следующим начальным условиям:

(ф X) 2 Л (/, .Г, 5)֊ т°, (/, х, В)\! = 1,
՝ *-±։  £^֊1 /|/-о



(Ф (/, х) S р/о (*.  х, Е)-£ (t, х, ?))| = 6, (1.23)
X ։-±1 */-1 /|/-0

г N։ \
R(t, х) у; <р.,( Ф V, х) pUt, х, ;)- £ X, В) ) 4֊ 

\ <р"«1 '

/ , ' ; \ 1
+D, ((Ф (л х) pi, (t, X, ;) - £ Tiz, (t, X. О ) =0,

X *,-=.!  / J t-0
1 = 1, 2, ;=1, 2,....

Таким образом, поведение функций р[а при t -*■  0 определяет ве
совые функции Ф (/, х), R (t, х) и символы интегральных операторов 
Фурье />, и Gi„. которые имеют те же фазовые функции, что и one՜ 
раторы £'■(/=!, 2).

Построение параметрикса проводится в два этапа:
1. Задача (1.1)—(1.2) сводится к задаче с неоднородным уравне

нием, правая часть которого вместе со всеми производными по t обра
щается в нуль по модулю 5՜“ при I = 0 и однородными начальными 
условиями.

2. Строится параметрикс редуцированной на первом этапе за
дачи.

§ 2. Построение решений одного класса обыкновенных 
дифференциальных уравнений

Для изучения решений уравнений (1.21) рассмотрим уравнения

Qa Ua (t)^ D}+ (— Ь (0, x) + 2aЪ/ + -J- V at (0, x) la (x, S) +

+ ֊-О6(0,х)+֊с(0,х)]по(0^0։ а8=1. (2.1)

Замечание 2.1. Легко видеть, что уравнения (2.1) после заме

ны переменных 1 = а (х, •»;) г =-----------  переходят в уравнения (1.21).
а (х, т})
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Функции и» (/) будем искать в виде ия (/) = V, (/). Учиты
вая (1.5), (1.6), для функций VI (I) получим

Аа ««(<)=
О] + -֊- (2а/ - ,р (х) О, - ~ 2/ар, | V, (0=0- (2-2)

Замена переменной /= —т сводит уравнения (2.2) к вырожден- 
। 2а

ному гипергеометрическому уравнению [7]
■Ып-. -)• (р — ") уг. — Р*  «а = 0. (2.3)

Пусть Р (х) не является целым числом. Тогда оба корня уравне
ния (1.5) будут гладкими функциями переменной х. При а =1 общее 
решение уравнения (2.2) можно записать в виде

(0=С1 Ф (н, р; -2/7) + с։ (- 2/7)’-? Ф (Н1 - р+1,2- Р; - 2/7), (2.4) 
где Ф (а, х; х) — функция Гумберта [7]. Следовательно

«1 (О=^(Л)[С1 ф (н, Р; -2/7)+с3(—2/7)’-?Ф (Н-Р +1. 2-Р; -2/7).

(2.5)
Из формулы (2.5) видно каким начальным условиям удовлетво

ряют решения уравнения (2.1). Так как выбор этих условий опреде
ляет начальные условия (1.2), то рассмотрим несколько примеров.

1°. Пусть 0< Ее Р < 1. Тогда два линейно независимых решения 
уравнения (2.1)

, «нЮ = ^(х՝Ф(н. Р; -2/0. (2.6)

н» (0 = ֊ ^(г) Ф (Нх - Р +1. 2- Р; -2/7) /'-?
1— г

удовлетворяют следующим начальным условиям:

иц(О|/-о = 1; ^‘■г’ГЛ(/-’1Г)и11(/))|/-о —0;
(2.7)

/-՝ Ю и12 (/)|,_о = 0; /? М о1 (М и15 (ОЬ-о =1.
2°. Пусть /4—/Ух<^ Ее р < 74— 7^+1, где Л/х, 1У։—произволь՜ 

ные неотрицательные целые числа. Тогда начальные условия на функ
ции Лии и Ви12 можно выбрать следующим образом:

(ЛГ>—1 1 ад к 1
Д+'(х’-л’’ии- А £ -+?-ф (.4, ₽; - 2,7) =1>

«-о д1 <НЧ 1-0 /|/-о

/-М+Р (х)+М р, ( (х)-лг, _

л/.-։ 1 ня .
“г-т7ф (н> Р; — 2*0 =о,

9-0 <7‘ 1-0 / ,-0
ЛЪ—1 1 .адВ ии- в £ А ф Р; - 2,7)
д-^д д\ ОС4

/"^+? (В1-’ ^>-л՛. Ии_

•з-м
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л',-։ 1 нч \|-В У — — Ф Р; -2И) <»+։-?-№ VI =1>
(/_о </! Л* /-о /!/-о

М! Р. (1- Р)М!
(М+1֊Р~ ^)£- ф (И1, Р; _2^ 

иг 1 /,
с]А', 

===■77- Ф (Ри Р; —2^)
<//Л։

Меняя местами функции ип и ни, можно получить другие на
чальные условия.

Так как в дальнейшем, для краткости изложения, подробно изу
чается случай 1°, будем считать, где надо, что выполнено условие 
0<ИеВ<1. Преобразуем функции пп и ии, воспользовавшись из
вестными соотношениями между вырожденными гипергеометрически
ми функциями Ф (а, х; г) и Ч7 (а, х; г). Учитывая, что р1+р_1 = Р и 
Ф (а, х, г) — г1—։ Ф՜ (а — * + 1, 2 — *;  г) получим

И11 (0 = Г м Г е-^ ЦТ (Р1։ р. _ 2։7) +
I Г(н-1)

+ ■ Т;-V-в'41՜1 е՜"‘ф (н-ъ Р; 2«) 1 ’
Г(Н1) .1

И1»(0= —֊ ^(х)[------- Г(2~ Р)------Р; -20} +
1-Р [(— 2г)1֊₽Г(1 — 1ч)

------- Г (2- Р)------- и< ф ₽ 2 } .
Фу-зга-н-о ]

Рассмотрим функции

«4(0 = ^ (',2£С|(,М*)»

(2-8) 
ша(0 = ^(х)2с2в^в(0, 

вв±1
где

_ Г (Р) ____ г՛ Г (2 — Р) -м(1-р,)к/г
10 2и’Г(|х_в) ' 20 (1—P)Г(l-llя)2u՜ll^,

(^)= ф- (|лО։ Р; - 2։а0 2й’ е֊1^'2 . (2.9)

Непосредственные вычисления показывают, что функции о>։ (/) и ш2 (£) 
удовлетворяют тем же начальным условиям, что и функции ии (^), 
н12 (0 соответственно. С другой стороны, функции и
£*Мф_ ։(/) являются решениями уравнений (2.1) при о = 1 и а = — 1 
соответственно.

Учитывая замечание 2.1, получим, что функции

р°, «, X, «) = с1в ЧТ (14, Р; -2/аа (х, ?) О, (2.10)

р°2а (/, х, ?) = М с2а ЧГ (|4, Р; - 2/3 а (х, $) /) • а (х, Е)?֊1 (2.11)

являются решениями уравнений (1.21), которые удовлетворяют следую
щим начальным условиям:

.^±1г 4-0 (2.12)
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3 •Д(*-* <*»д?.)1  п=°-
։=±1 I’“0

V =0,
- <п~5;1 и-’О

/’ 2 [?,1 /֊' <д> рЧ + А (/-',х) р%)]| =1. (2.13)а-4I Н—0

то есть условиям (1.22) с Ф (/, х)=1~3^х\ R (I, х) = 1*̂,
<р°, (/, X. 5) 0, ^=1, - • •. «, X, <>0, Ла =1.- • •, ЛГ։.

Из уравнения (1.21) и начальных условий (2.12), (2.13) следует,
что для Х>0

р?. ().֊' Л X, «) = >֊'<'> р?, (/, X, с), (2.14)

(к֊1 I, X, >.։) = I.» ֊’ ри2, (*,  X, 5), (2.15)

то есть функции р°а, р'Ч, являются р-квазиоднородными функциями 
порядка — ։ (х) и ? (х) — 5 (х)—1 соответственно.

В уравнении (2.1) переменные X и ^/а (х, £) играют :оль парамет
ров. Обозначим через £2 многообразие, где меняются эти параметры. 
Пусть 2—открытый сектор в С \ 0 или на некоторой римановой поверх
ности над С\0. Следуя [8], дадим

Определение 2.1. Для действительного числа V обозначим че
рез О՝ (2, 2) пространство функций /(г. «), голоморфных по х(2, 
бесконечно дифференцируемых по <о(2, таких, что для любого диф
ференциального оператора Л на 2 имеет место неравенство

|Л/(х,ш)|<с(1 + Н)’ (2.16)
для г (2', Здесь 2'—любой замкнутый сектор в 2, К—
любой компакт в 2, а постоянная с зависит от 2', К, Л.

Пусть функция I (г, со) голоморфна в 2 и бесконечно дифференци
руема в £2. а (*  (г. со)—формальный ряд вида

/*(*-  <») = £ (1ог г)! £1 £ /л (ш) х֊‘. (2.17)
у-О 4—и

Определение 2.2. Формальный ряд (2.17) называется асимп

тотическим представлением функции / (г, со) в 2, /(х, о>) ~՜/*  (г, ш), 
если для любого положительного целого числа Л/

/ (х, со) - V (1ог г)’ г! /м (ш) г֊‘ ( О‘Л (2, 2), 
У-о

где 11т вд, == — оо.

Известно [7], что

(«, Ч «) ~ 2 (-1)՞ (-а^--~х + 1)я «, (2.18)
л=0 п1

где М),= ГИ + -) .
2 'ч 2 Г (Л)
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Отсюда
I. (0~ 'К (О = t՜'4 i а» t-n, г =h 6 С\0; |arg Z| < -Ц. (2.19) 

л—о I 2 J
где

ап — ( l)՞ (|* я)я 0* в ~ Р-Н)*  2^а g-^o-A»/։ (_ 2։-3)-ия-а , 
п!

Из (1.20) следует, что функции р*  к > 1, 1 = 1, 2 являются реше
ниями неоднородных уравнений. Для изучения их решений докажем

Предложение 2.1. Пусть для достаточно большого целого чис
ла

Т огда уравнение
g(t, 2).

D\ + 0- b (0, x) + 2° Dt + 4 £ (°- 0+

r I-1
Q, v0 =

о 1 I
+ — b (0, x) + — c (0, x) U0(f, w) — tsMg (t, ш) (2.20)

имеет решение

где e>o—произвольное число.
Доказательство. Подставим в уравнение (2.20) va(t, ш) = 

= tsW wa(t, «>). Получим

Lo ш,= | D2t +-у-(2af — г‘Р(x)) ---- у 2iou։ j we= (2.21)

Соответствующее однородное уравнение имеет линейно независимые ре
шения

гь(0 =Ф (Но, ₽; — 2iaZ), 

х2а (0 = -1֊ Ф (1 - р-о, 2- В; ֊ 2Ы) /•֊₽, 
1 — Р

детерминант Вронского W (/) которых удовлетворяет начальному ус
ловию

^17401,-0 = 1.
С другой стороны

1Г'(0=-֊(2»< ֊/₽(*))  W.

Поэтому
Г(/) = ;-РМе-2'0'.

Уравнение (2.21) имеет решение 
t

Wa (t, ш)= — J w (t)-J [z։, (t) Z2a (t) — Zia (t) Z2o (f)] g (T, ш) rft.

CO
Выразим функции zi0 и z2a через функции (0
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XI. (О = С1. <|>. (О + с։—. Ф -« (О е-Ив/.

Х2а (4) — — 1С2а '?а (4) :— /С2-« '■]>—.(4) е -,а/.

Поэтому
I

Ша ((, Ч>) ——[(с|в С2—а — С|-в С2з) ф. (4) ?—а ( •) 4՜

+ (d-.C2.--d. С2-.) М’) Ф֊» (0 е-2'"«'-”] 8 (-> «)
= «Ла (4, <»)+ «»2։ (4, ш)-

Из (2.19) следует, что «л, £ О֊^+։+։ (Е, 2). Выбрав пути интегриро
вания так, чтобы

1т а4 1т с~,
получим, что иг. £ О-лг+1+՛ (2, 2). Следовательно, «>, £ О' л,+ ,+։.

Предложение 2.2. Пусть функция Ь (I, "<) имеет в секто
ре Е следующее асимптотическое представление:

А (4, ш) ~ ? У А*  4 Ао ¥=0.
*-о

Тогда если ^+ц а+1) не является неотрицательным целым числом, то 
уравнение

(Ъ (4, ш) = 4* А (4, ш) (2.22)

имеет решение иа (4, со), такое, что

4՜’ М уа (#, ш) ~ у Ук 1~к, 

где

ю>,==~^-1------------------77 (Л*  + ^֊А+2)(^֊А4-1+Юг’л-1), (2.23)
2։° (Н + * +1— к)

Доказательство. Если и, удовлетворяет уравнению (2.22), то 
функция ша = 4՜՝’ у3 будет решением уравнения

Та Ш, = К.
Обозначим

А*  (4, «») =4’ у А*  4-*,  
*—о

ОО 
шо (/, ш) = ;՝ ук /—*+։

4-0

и докажем, что ц,։ (4, со) является формальным решением уравнения

Та Ша (Т ш) = А*  (?, а-). (2.24)
Подстановка Л*  (4, ш) и ш,(4, со) в уравнение (2.24) приводит к рекку- 
рентным соотношениям
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— (у — А 4֊ 2) — Д 4-1) о*_ ։ — 0 (у — к 4- 2) и*-։  — 
— 2/а (у — к 4՜ 1 4՜ И») V*  = А*,  к = 0, ],•••,

откуда следует (2.23).
Пусть теперь

А (/, ш) = Г 2 Л*  4- Ядг (/, ш), 
4-0

где Ны (6 ®) € (-, 2), е.у -» — оо при Л' -*  аз и
л

Ш, (#, ш) = /’ £ Як <-*+։  4֊ VIN (Л “>).
*-0

Тогда
£։®л(/, 0)) = Яу(<, 01) 4- (у— И 4-1)(*  — МоуГ-лг+։4-

+ ?(у- 774-1) «л.^+1-

Из предложения 2.1 легко получить, что

">)ео։''у(2,2), 
где

е;у = тах (е,у 4՜ 1 4՜ 8» ^е у — ТУ 4՜ 1)-

Аналогичным образом доказываются и два следующих утверждения, 
которые приведем без доказательства.

Предложение 2.3. Пусть Н (I, со) такая же функция, что и в 
предложении 2.2, а п։=^4р.04-1 является неотрицательным целым чис*  
лом. Тогда уравнение (2.22) имеет решение ов (£, ш), такое, что

1~։ < г> и, (*,  ш)~ Г V и*  1~к 4- от фв (<) 1п
А=0

• Л >Л»
где

^к= —-—— [Л*  4- (у—Д4-2)(у—Д4-14-?) и*֊։],',Д=0, • • •» т—1,0-1=0, 
2ю (к—\т) •

«я = — [Ат 4՜ О — т 4"2)(*  — т 4՜ 14՜?) Ут -1], 
2ю

®т+/ = —7— (Ат+/ 4՜ (V— т—]42)(у—т—/—14-“) от +у_։ — 
2гу а

— от [ау-1 (2т— 2 у—2/ — 0—3)—2гаа/]), 1,

а а/—коэффициенты асимптотического разложения функции фа (О»
Предложение 2.4. Пусть 1ц (I, и), 2=0, 1, • • •, £ — формаль

ные ряды вида

А։ (£ “) = I՝՛1 2 А/*

а функция Л (/, со) в секторе 2 имеет следующее асимптотическое пред
ставление:

А(6<о)~ ЕНогО'А; (Л ш).
1-0
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Тогда уравнение (2.22) имеет решение ((, w) такое, что 
. L М ' .гл(х> v. (t, ш)~ £ х! с'+1֊> <Ios ’МО + 

1-0 /—О

+ Й (log 0' *''£  w-/.*r 4+։, 
1^0 /—II »-о

где С/+1-/ =0, когда V/ 4֊ |Ч + 1 не является неотрицательным це
лым числом.

Замечание 2.2. Из предложения 2.4, (2.8) и (2.19) следует, что, 
грубо говоря, решение ио уравнения

Q,ve-О (* ’+•+') 
имеет порядок

w, = o(f+,+,+։)+ Е o(rRe։i’+,+,) 
□ Х1

при I—>-оо в секторе S.

§3. Построение функции р*,  (/, х, 5) (Z = 1, 2: k. = 1, 2, • ■ •; о2 = 1)

Функции р£, (Л х, ;) (/=1, 2; к = 1, 2, • • •; з2=1) определим как реше
ния у равнений^ (1.20), удовлетворяющих начальным условиям (1.23) с 
ф(/, х) = /֊»<Л х)=/3^, (/, х, ?)=0, /=1,2,..., ^=1,...,/^

Обозначим

гЪ '-к (!, х, ;) = А р{?* (/, х, ?), (3.1)

г/, ((, х, г) = - £ Ар£՜*(/, X, 5). (3.2)
Л—1

Тогда уравнения (1.20) запишутся в виде

А ри (*, X, 5) = г£, (/, X, ;). (3.3)

Предложение 3.1. Для /—0, 1,...

ри Зт <։*+ *՛ т (’> + / + • >-* £ £"՝ (’>-։+•■ т (»)+/—։+• (п

р^ 5”(г) +*+т~ 1։ т <’> +/+,1 £ 5т —։+•+!■ т <’) +/+*  (з 5)

Доказательство. Пусть / = 0. Из (2.10) и асимптотического 
поведения функции Ч7 (а, х; г) (2.19) следует, что на любом компакте 
АГсЯ»

к-'(х>։.(*,  х, ;)|<с(а(х, ?) <)-»€’).

Отсюда с учётом условия
а (х, с) <с|В| 

получаем

I*-'  ՝■'’ ри (/, х, Q| < с (1 + |5|)" (’) (|S|֊i 4֊ /)»«(•։.
Дифференцируя (2.10) и (2.19) по соответствующим переменным, 
чаем

(3.6} 

полу-
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\D\ D\ D\ Г* ,x) p{, (t, x. 5)1 <c(l + |;|)m (։)"|S| + * (|'Г*  + t)m (e) +'՜'. 

Аналогично из (2.11) и (2.19) следует оценка

\D՛ D՝x Di t ~J w p°, (t, x, $)| < c (1+|;|)m <” +7_1+։՜1’1 (|t|֊i _|_ («) +«-/

Согласно определению 1.1 pu £Sm (I> +։'~՝, p°, £ Sm (J) ~7՜1՜ *•  m (։) + *.
Теперь докажем, что

t "wp'u(t. x, Ш) = cf r>'+J (14-0(1)), (3.7)

x ш) = Г^՜1 (1 + о (1)),Л = 1, •••,/, (3.8)

где ю = ;/а(х, ;), о(1)~ О*՜ 1 (S, 2), е>0—произвольное число.
Для / = 0 (3.7) следует из (2.10) и (2 19). Для / = к = 1 (3.8) сле

дует из (3.1) и из вида оператора Р\ в (1.17). Пусть (3.7) выполнено 

для j < J. Тогда из вида операторов Р*  в (1.17) и (3.1) для к = 1,՛ • J 
имеем

rk.J-k (/> х> ш) _ с- *̂-1  (1 + о(1)) с/ л (1 +о (1)) =

= cjk ^,+/֊1 (1-1- 0(1)),

то есть (3.8) для j = J и Л=1,..., J. Из (3.2), (3.3), предложения 2.4 и 
замечания 2.2 следует (3.7) ’для /=/.

Так как порядок р-квазиоднородности операторов Рк равен 2 — к 
а функций ри— (— s (х)), то из уравнений (1.20) следует, что поря
док р-квазиоднородности функций piB(f, х, :) равен —з(х)—j, функ
ций Ги‘ к — ( — 2 — s(x)—j). Поэтому

Pi,(t *»  S) = [a(x, 5)]-’<х) pL, (a (x, 5) f, x, i/a(x, ;)), 

ruJ~k x> 0 = [a(x, E)]՜2՜5(x)_/ Q t, x, i/a(x, ;)).

Отсюда с учетом (3.7) получаем 

к-,,г)Д1/,(6 x, ;)| = a(x, ;)-ф a (x, c)]՜՝1 <x)|p/a(a (x, x, ila(x, e))|< 

<c(l + |?l)'n (։) (^1՜’ + t)m <r)+>.

Аналогично
|f-՝ (f։ X) E)| < C(1 4- |$|)-" lv ֊3 (|;|՜1 +

Дифференцируя функции t~s {Х,Р'։ (t> x, 5), t՜3 <x) r*; ։~k (t, x, ?) по со
ответствующим переменным, получим

\D‘DxD\t-slJt}p'u (f, x, c)|<c(l-br;|)m(”՜144* (IV + 

)D{ Dx Di Г։ (x) rkuJ-k (t, x, 0| •< с (1 + |5|)m (։) "3՜ +։(|5|֊։ + 

Отсюда, согласно определению 1.1, следует (3.4). Аналогичным образом 
доказывается (3.5).

Следующий результат доказывается по стандартной схеме [8], [9].
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Предложение 3.2. Пусть р]£_5т՝ *+Л у =0, Тогда су
ществует символ р £ 5т- к такой, что для любого целого положи
тельного числа П 

п-\
(3.9)

Два таких символа отличаются на символ порядка 1П, который вместе со 
своими производными любого порядка по / при / = 0 принадлежит про
странству 5՜“.

Следствие 3.1. Существуют символы 
р։, £ 5» «-) 4 

рг„ С 5" <’> +ч-т-։. <" <’> + 

такие, что для любого целого М > О 
р։в _ £ 5т (а) + •, т (») +»+*  ,

Рт, — £ 6 5т +։+1-։>"+*+"

Доказательство непосредственно следует из предложений 3.1 и 3.2. 
Следствие 3.2.

^(/1) (6 х)|,_0=/։(х) + (/?!/:)(х), 

(/-М£;(А)(6 х))Ь-о=(Л/1)(х), 

Г'«£,(/,) (Л х)Ь-о = (/?«/,) (х), 

^(Х) х))|/-0 =Л(х) + (£։/։) (х),

где интегральные операторы /?„ /?։, /?։ имею гладкие ядра.
Доказательство следует из следствия 3.1 и способа определения 

функций р/в(/, х, ?), / = 0, 1 = 1, 2; а։ = 1.
Предложение 3.3. Пусть

Т огда
Г/а(#, X, 5) = Р„ р1з(Ь X, $). (3.10)

гъ 5т (а) +*+*•  “ = п Ет +։+’•т (°) +х « 
Л’-О (3.11)

Г2о +Т+». “ = П 5" М +Т+* ’ т <’) +'*+«.
,\/-0

(3.12)

Д о к а з 
Обозначим

ательство. Пусть Л^Х)—произвольное целое

~ Л’+1

число.

•* Ри =Ри—'£ р{ <’> + •• (’> + *4'^+։
/=о ” ’

ги, = Ра р1с+2 £ 5т М +».+։. т (։) +«+лг։
(3.13)
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Разлагая коэффициенты оператора Ря по формуле Тейлора по перемен
ной 2, представим его в виде

я=2^+Л.У+а։ •' '•

где Ря, у = 0, 1,- • -, /V-|- 1 — те же операторы, что и в (1.17), а Ряу'+2 — 
— остаточный оператор. Тогда ‘ ՝ •

л'+։ _ ^+l „ „
£ р£ Ё р/» = X ря р\,+ 2 р* р{а.

• 5т֊ “ = П Зт՛ ч
<?-о

состоит из символов пространства 5'", обращающихся в нуль по модулю 
5՜“ при (=0 вместе со всеми производными по (. В этом смысле будем 
в дальнейшем говорить, что ՛ символы пространства Зт • ” принадлежат 
пространству 5"' и имеют нуль бесконечного порядка при / = 0.

Из предложения 3.3, (1.14) и (3.16) следует
Предложение 3.4.

Р Е, (/,)«, х) = Г։ (/<)(/, х) 4- )(/,х), 2 = 1,2, (3.17)

где К —интегральные операторы с гладкими символами.

к-и >0.(1 Л+/<^+1

Первая сумма равна нулю в силу выбора функций р Вторую сум
му можно представить в виде

у а‘р(.= 2 £р:р!՜"- 2
*+>. Л'+а »л+а о />л+а *-о

В силу предложения 3.1
—V,, п -3 *■''  т +л,+1+ •гГ'+\5 : (3.14)

Наконец, обозначим
' . ^+2 \

Л’+з п I V / 1.Па — •< аЛН-21 д_՛ Р\а I 
\/-0 /

Из определения оператора Рв.у+а и (3.4) следует, что
т (а)+»*։,  лца)4-а+Л

___ . , пв+265 . (3.15)
Учитывая, что

г1։=;Гол+։+7^2+г^,

из (3.13). (3.14), (3.15) получим (3.11).
Аналогичным образом доказывается (3.12).
Обозначим

Т, (/,) Ц, х)=£ (2к)֊" Г Е>։ г1я а, X, С)Л (у) <1уЯ. (3.16)
а—±1 ՛

НпУЯп

Из определения 1.1 следует, что пространство
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§4. Построение символов р/а ((, х, 5) (1 = 1. 2; °2— 1)

Для построения символов р 1а (У, X, й) нам понадобится следующип 
легко доказываемый результат [8].

Предложение 4.1. Пусть а (/)—бесконечно дифференцируемая 
функция при 1^0, а функция I (/) вместе со всеми производными обра
щается в нуль при 1 = 0. Тогда уравнение

(0 =/(0

имеет решение у (I), которое обращается в нуль вместе со всеми произ
водными при 1=0.

Обозначим

А СЛ)(։, х)=2 (2к)֊" С /։*«-<*•  = ՝р1а({, х,')// (у)ФуЛ. 
о-±> J

КпХКП
Формальное применение оператора Р к Е[ ) (/, х) дает

Р£/(Л)(6 х) = I] (2к)- ( Ряр1а(/, X. ОЛ (у)*у#,  (4.1)
°—±1 и

где Ра определяется по (1.15). Представим оператор Ря в виде

Д = Р+?й. (4.2)
где 

„ я я
Р1а = 2?.-Г А — 2 и ац (6 х) Чац А + £ СЦ] (/, х) <Р։.Г,Х, + 

1.7-1 '
(4.3) 

1 « 1
+ у Д а/ (6 х) ч>ох, 4- — Ь (/, х) ¥,/ — 1<?я11.

Из предложения 3.4 н (4.1) следует, что

Л) = £1 (/։) + Е1 (/1) + Ез (/а) + А (/։) (4.4)
является параметриксом уравнения (1.1), если

РаР1а+ Па^З— (I = 1, 2; О2= 1). (4.5)

Функции Р1а будем искать в виде формальных сумм

Р1а (/, X, В)= 2 р{а (/, X, ?). (4.6)

Тогда условие (4.5) можно заменить системой уравнений

Р1о р°1а + г 1а — 0, ’ (4.7)

Р1ар{а Т Р-р17г=0, 1. (4 8)
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Предложение 4.2. Для /=0, 1,...

ри £ 5"(0) +,+т-։-/

и Ри((, х, о) имеют нуль бесконечною порядка при £ = 0.
Доказательство. Представим оператор Ри в виде

Л, = |;|(^ + уа=(Л.х, ;)),

• где
Л Л
С„=|£|-1(2<р,։/Э/— 2 £ . а//(б х) £>Д

П "
а. (I, х, ;) = |;|՜՛ (/ Е ։ аи (>> *)  Ъх'Х, 4֊ Д а/ (£, х) <раХ| +

4- Ь (1, х) ср։< — г<ра//).

Заметим, что из определения функций фв (а2=1) и гладкости коэф

фициентов уравнения (1.1) следует гладкость функций аа (I, х, £), кото
рые являются однородными по £ порядка нуль.

Из (3.11), (4.7) и предложения 4.1 следует, что ри £ £т <’) + • и 
имеет нуль бесконечного порядка при ( = 0. Поэтому из (4.8) и пред
ложения 4.1 получаем, что ри £ Зт +*՜/  и имеет нуль бесконечного 
порядка при / = 0. Для функции ри доказательство аналогичное.

Для пространств Зт хорошо известен следующий результат [8].

Предложение 4.3. Существуют символы ри^Зт'^ + *,р2,  £ 
£ 5т (’)+«+7-։ такие, что для любого целого !^^>0

ри - 2 5« <’>+•֊",

~ри - 2 йв65"<”+«+т֊1֊л.
/ел.

Следствие 4.1.

*-'<*>£(/,)(#,  х)ко=Л/(Л)(х),

Р О' м Е' (/,) (Ц х))|/_о = (/') (х),

РЕМ') а, х) + Г։(/,)(б х)= а;(Л) (7, х), ( = 1,2, <•»/*»*
где R/, <^1, К' — интегральные операторы с гладкими ядрами.

Доказательство непосредственно следует из вышеизложенных по
строений.

Основной результат работы, теорема 1.1, является прямым следст
вием предложения 3.4, следствия 3.2, следствия 4.1 и формулы (4.4).
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Замечание 4.1. Изложенным методом можно построить пара- 
метрнкс задачи Коши с весом для уравнения (1.1) и в случае, когда P(֊v) 
является целым числом. В частности, к случаю Р (х) = 1 сводятся неко
торые классы вырождающихся уравнений с ограниченными коэффициен
тами. . ...

Замечание 4.2. Аналогичные результаты можно получить для 
уравнения вида (1.1) с коэффициентами, зависящими от (ср (/). х). где 
ф (է)—функция с некоторыми заданными свойствами (в частности ср (է) = 
էր, րՀ>\յ'). При этом необходимо требовать, чтобы коэффициенты урав
нения разлагались по степеням функции ср (/). К таким уравнениям сво
дятся некоторые классы вырождающихся гиперболических уравнений с 
неограниченными при t—»֊0 коэффициентами, для которых задача Коши 
также ставится с помощью весовых функций.
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Ա 2. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ. Երկրորդ կարգի անսահմանափակ գործակիցներով հիպերթո|ական 
պիպի հավասարումների համար կշռով Կոշու խնդրի պարամետրինոի կաոուցումր ( ամփոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում կ կշոով Կոշու խնդիրը երկրորդ կարդի հավասարման համար, 
որի դլխավոր մասը իրենից ներկայացնում կ խիստ հիպերրոլակւսն տիպի օպերատոր, իսկ 
ցաեր կարդի անդամները անսահմանափակ են, երր է—к-Ս*  սշւշում են կշոային ֆունկցիաներ, 
որոնց միշոցով դրվում է Կոշու խնդիրը։ Այդպիսի կշոով Կոշու խնդրի դրվաեքի դեպ բում հնա
րավորություն է լինում կաոուցել նրա պարամետրիքսը։ Պարամետրիքսը կաոուցվում է ֆոլրյեի 
ինտեդրալ օպերատորների դումարի տեսքով։

A. H. HOVHANESIAN. Contraction of a parametrix for the Cauchy problem with 
weight for eecond order hyperbolic equation*  with unbounded coefficient*  (summary

The paper deals with the Cauchy problem with weight for an equation, the 
main part of which represents a strong hyperbolic operator and the low members are 
unbounded when t-o-0. The parametrix is constructed as a sum of Fourier integral 
operators.
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