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Настоящая статья посвящена исследованию уравнения

х* = £ ак-) X/, к=0, 1,-• •• (1)
у-о

Функцию

а(я) = 1 — V а/г/, |и| = 1, 
)---- -

принято называть символом уравнения (1). Если символ а(г)—непре
рывная функция и нигде не обращается в нуль, то уравнение (1) доста
точно хорошо исследовано, см. [1], [9], [12]. Определенный интерес 
представляет случай, когда а(г) обращается в нуль. Обзор результатов 
работ, относящихся к случаю, когда символ уравнения (1) обращается 
в нуль в конечном числе точек, можно найти в книге 3. Прёсдорфа [2] и 
[10], [11]. К исследованию случая, когда а (х) имеет бесконечно много 
нулей, посвящено сравнительно мало работ, см. [3], [4] и др. В этих ра
ботах разрабатывается вид общего решения уравнения (1).

Настоящая статья посвящена исследованию уравнения (1), символ 
которого может иметь бесконечно много нулей. В первом параграфе, опи
раясь на обобщение теоремы Сегё, доказывается, что если а (г) имеет 
очень «сильные» нули, то уравнение (1) не может иметь нетривиального 
решения. Во втором параграфе найдены условия, обеспечивающие сущест
вование нетривиального решения уравнения (1), причем даны оценки ре
шения, имеющего наименьший рост. В нем приводится также обобщение 
принципа Фрагмена-Линделефа, которое позволяет доказать теорему 
о точности оценки роста нетривиального решения.

1 . Как показывают исследования, относящиеся к случаю, когда 
а(г) обращается в нуль в конечном числе точек, общая картина такова: 
если а (и) обращается в нуль,, то однородное уравнение (1) имеет не
тривиальное решение, причем это решение, как правило, неограниченно 
возрастает при /—>֊+оо. В связи с этим, естественно на а(г) наложить 
такие условия, при которых уравнение (1) имеет смысл для [ху|“_0, 
растущих при /-»֊+оо. Сначала мы займемся этим вопросом.

Введем некоторые обозначения. Пусть задана последовательность по
ложительных чисел {Л/Я}“_о, удовлетворяющих условиям:

1. М>=1, Мп<Мп+1;
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2. для всякого х^-1, Нт —— = 0;
Я— Мп

3. М2^МпцМя-ъ л>1.

Пусть Е—замкнутое множество, лежащее на единичной окружности. Обо
значим через С(Е, {Л4Я}) пространство бесконечно дифференцируемых 
функций, для которых

тах (х)| Мп п! Мп, п = 0, 1,- •

где М—число, зависящее от функции [. Наименьшее из чисел М обозна
чим |/1с(£,',ия>). В случае, когда Е совпадает со всей единичной ок
ружностью дО, будем пользоваться также обозначением С {Мп}=С {дО, 
(Л/п]). Пространство распределений, порождающих непрерывные ли
нейные функционалы на С (Л/я), обозначим через С* {Мп}.

В силу известной теоремы Т. Карлемана класс С {Л!я } ие квазиана- 
литичен в том и только в том случае, когда

(2) 
л֊-1 п ЛТл+1

Следовательно, при выполнении условия (2) имеет смысл говорить о 
носителе распределений из С*{Л4Я).

Последовательности Мп, П=0, 1,..., которые удовлетворяют всем пе
речисленным выше условиям, называются допустимыми.

Если а(г)еС{Л/Л}, то уравнение (1) можно записать и в следую
щей форме:

у^-л-1^0, /(а(г)я'1)=0, п = 0,1,-.-. (3)
Здесь неизвестным является распределение / £ С* (Л7Я}, причем хп — 
коэффициенты Фурье распределения Д

Естественно возникает следующая задача: какие следует наложить 
условия на а(г), чтобы уравнение (3) имело только тривиальное реше
ние? Из общей теории, см. [1], следует, что если а(г)—непрерывная 
функция, не обращающаяся в нуль и 1пб а = 0, то уравнение (1) в про
странствах 1Р, 1 р оо имеет только тривиальное решение. Оказывает
ся, что если а (г) имеет «очень сильные» нули, то уравнение (3) может 
иметь только тривиальное решение. Действительно, пусть а(г) обра
щается в нуль на дуге Д^ дО. Предположим, что /£С* |Л/Я} являет
ся решением уравнения (3). Рассмотрим функцию

у.— г /
Из соотношения / (а (х) хЛ) = 0, л = 0,1,«-« следует, что 7г(х) = 0 
при С другой стороны, Г (х) аналитически продо/.жается через 
дугу А. Следовательно, /?(х)==0 при Отсюда следует, что
распределение /(а-) тождественно обращается в нуль. Если а (х) ^0, 
что / сосредоточена там, где а (г) обращается в нуль. Если а(х)^0։ 
то существует дуга Д*, где / обращается в нуль. Повторяя приве
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денные выше рассуждения и учитывая соотношения f (г " ') —0> 
и=0,получаем /s0.

Приведем еще один пример уравнения (3), где наличие сильных 
нулей у символа a(z) является причиной отсутствия нетривиального ре
шения. Пусть a(z)—непрерывная функция, а f—распределение, порож
денное конечной мерой. Так как f (z՜'1՜') =0, п =0, !,•••, то в силу 
теоремы Рисса, f порождается абсолютно непрерывной мерой. Допу
стим, что

/ (g) = J / (z) g (z) <im (z), g (; C (dD). 

ÖD
Тогда второе семейство условий в (3) можно записать в виде:

У f{z) а (z) zn dm (z) = 0, п = 0, !,•••. 

ÖD
В силу теоремы Сегё для того, чтобы f (z) а (z) н= 0, необходимо и 
достаточно условие log|/(z) а (z)| Так как log |/(z)K Äj (<?£>)>
то мы проходим к условию log| а ^z^^L^dD).

Приведенная ниже теорема является обобщением известной теоремы 
Сегё. Она позволяет привести новые классы уравнений вида (3), которые 
имеют только тривиальное решение.

Теорема 1. Пусть a(z)fC {п'п |, ff. С* (пяя ], 0 < д < ос, удов
летворяют условию

/(a(z)z") = 0, n = 0, 1,....

Тогда из существования замкнутого множества E^dD такого, что 
Ма(Е)>0, 0<а<1 и

1-a+lzL

Hm 8 ° log Jajc (£ <Я«Л}) = — со,
г-, о ‘

где Et — U (w, wfdD, |г — w|^o), следует включение

supp/c:{z, zfdD и a(z)=0].

Доказательство. В силу теоремы О. Фростмана, см. [5], 
существует вероятностная мера г/р, сосредоточенная в £ и такая, что 
для любой дуги А с: dD имеет место оценка:

И(А)<С|Д|’, 
где ОО—постоянное число, а | А |—длина дуги А. Пусть 6>0—неко
торое число. Введем функцию

f. i(z\—_ exDf_l Г е'Х՜*՜ z Н(х + 8) —р(х —5) |
г{ } ехр1 2J 77=7---------- 25----------------

и
Заметим, что эта функция допускает оценку
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Далее, оценим значения функций
Л (г)=ехр { у 7^7 £)|

Е
на множестве

2 = {г; 1-|х|<Д р2֊’(х, Е)),

где р (г, £)—расстояние точки г от множества Е.
Имеет место неравенство

[ 1֊>1* (С) < 2 Л р2֊’ (г, £) С-------- ,
3 1:֊Д։ Л-УЧ-рЧ*,*)Г Е

где £„ — ближайшая к г точка множества Е. Интегрируя по частям, по
лучаем

С ,. и ~ Р2՜՞ (*> Е) X
3 [(х—х0)։4-р։(г, £)]3'2
х0

2г.

х I (/2 + р։ (х, Е))»2

О
где ?о = ^'Х։ • Следовательно, функция Е (г) ограничена в области &, при
чем число .4 можно выбрать настолько малым, чтобы имело место нера
венство:

|£(х)|<1+8, х62,
где ,е>0—наперед заданное число.

Введем функцию

Ф (■=)=/:? ((I- а2՜0) г) Н--------------- --------—-------- , Ы < 1.
4 \(С—х)Г?((1-82-»)С)/’ 1 1

Заметим, что эта функция не зависит от п. и о. Далее, имеем

|Ф (г)|<1£? ((1֊3։-°) г)1Ис. ;я,я.||а (С) ГГ" ((1-82֊’) {л,„, X

X ||(՝ 2)~’5с {л“"р
Из интегрального представления Коши и неравенства Гарнака следует 
оценка

</"■ „_Я/ . , 4'Л/п1 .г-п, м 4я* тп1 .Г-12Л, м

где |з| = 1 — а2՜’. Учитывая ранее полученную оценку для функции 
£՝(г) в области 2, имеем

1^1 /Г-((1 _ 82-3) 2) < А- -^1— е-

(1 \
1 + —- 3. Далее, заметим, что при 

А )
|г| = 1 и р (г, £)<. (1 4----- I о имеет место оценка

\ -<4 /
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2т ml ---------- max
3(2-«)« j

- лт ml (Jo)1՜’ 
si i ------------ £

J(2-«) m

Введем еще одну функцию

Д „ (z)=e~B а (z) Fin ((1- S’-) z), |z|=l-

Для этой функции имеет место следующая оценка:

ИД л|1с |ajc (£а,{л“}) Це՜’ " ((1՜+

+ Hc>“} Iе՜՞ ^Тп ((1—S2՜“)«)1|с(ао\£{. !«’"})<

г А"
< Ыс (£,. <Л~» SUP [(2S)(2-a) tn т՝т

, 1 . Г ^о*_____  е-(1-е)л
+ llQilc>««} sup [ (25)(2-") m тят

'n՜
e(2S)։-e ß Ге-(1-е)л ll/m

< В 32_О Me (£։, ' л«}) + “gjZ? МС {л««} S“P J т,т • (*)

Из условия теоремы следует, что 'можно выбрать такую последователь-
2-J

ность Зл, чтобы пЗя -* 0 при п ֊» оо и, кроме этого

еЛ>'՜’
Iim .J-а Ы С(£г , {л®'1}) ~ 0' 
л-»~ t>„ an ‘ "

Подставляя выбранную последовательность в (4), получаем

Нт ИД. Л 0г глал} =0. л-**» ‘ *
Следовательно

ф (°) = П(»)/ „°.. )“! . (О) =0.Од ) С) /

Здесь мы воспользовались тем, что Ft, (0) = е-1. Аналогичными рас
суждениями можно доказать, что Ф(г)=0 при |z|<s, где з>0— не
которое число. Поэтому Ф (г)=0 при |х|<1. Окончательно получаем, 
что распределение f(а-) удовлетворяет условию:

/ (a (z) гЛ)=0, п - 0, ±1,- •
Следовательно, f (ci-) = 0. Откуда следует, что

supp/С {2; z£dD„ a(z) = 0}..

Из теоремы 1 непосредственно вытекает следующее утверждение для 
уравнения (1).
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Теорема 2. Пусть a(z)-C[nM], существует
замкнутое множество E^dD такое, что М, (2Г)>0, 0<а<1 и

Нт 3 Пт {«"J) = — со. 
г-о

Тогда уравнение (1) не может иметь нетривиального решения, допускаю
щего оценку

I
|хя|<Лев«1+в, л = 0, 1,(5)

где А и В—постоянные числа.
Доказательство. Пусть |хЛ|”_о — некоторое решение урав

нения (1), допускающее оценку (5). Введем распределение /, которое 
на функциях z", п—О, принимает значения

/(*")=О, п =----1, -2, •••,/(г")=хя, «=0, I,---.

Из оценки (5) следует, что f^C* (п։Л), см. С. Мандельбройт [6]. Так 
как {хЛ}я“о является решением уравнения (1), то f (a (z) z“) =0, n =0, 
!,•••. В силу теоремы 1

SUPP /•£. {?’> z € dD, a(z) = 0}. (6)

Пусть A<֊- dD—некоторая дуга, где a (z) не обращается в нуль. По
строим функцию <р (z)fcC |паЛ) такую, что на Д она тождественно об
ращается в нуль, а в некоторой окрестности supp / равна единице. В 
силу (6), /(ч>-) = /(•). Далее, имеем

/(? (z)z-)=/(z*)|=0, n = —-1, -2,-.-.
В силу теоремы 1, имеем supp/^{z; <p(z) = 0}. Следовательно, f=Q.

2°. Таким образом, наличие «сильных» нулей у символа a(z) может 
стать причиной отсутствия нетривиальных решений уравнения (1). В 
настоящем параграфе предполагается, что a. (z) не имеет «сильных» ну
лей. В частности, в течение всего параграфа предполагается, что 
log |a (z)| £ Lx (dD). При некоторых дополнительных ограничениях 
удается построить нетривиальное решение.

Теорема 3. Пусть символ уравнения (1) удовлетвоояет следую
щим условиям:

• 1. log |a (z)| £ Lx (dD), функция допускает непрерывное
|a (*)|

продолжение на всю dD и ее преобразование Гильберта ограничено,

2. для некоторой допустимой последовательности Мп, п = 0, 1,- • •, 
а(г)£С{Мп};

3. существует замкнутое множество

ЕС {г; г £ dD, а (г) = 0|

такое, что М-, (Е)^>0, 0<^а<^1, и сходится интеграл
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J Е) Ob
4. существует функция Х(х)^-1, х^>0, такая, что 

х*
X (х) (хл" (х)Ч-Х' (х))<х (X' (х))3, х’Х (х) <С sup —, х > 1, 

* Irik

и для любой дуги Д С dD имеет место оценка

— Г log —т=== dm (х) < log X (—Л + С.
PIJ И M*)l W

А

Тогда уравнение (1) имеет нетривиальное решение, допускающее оценку
1—«

2 
|хл| < An X (л).

Доказательство. Факторизуем функцию а (z). Определим 
факторы следующими формулами:
.1 2«

а+ (х) = ехр / — -Д С log a (elJC)dx L |х/ < 1 
( 4՜ J е1Х — z j
и

2к
а- (х) = ехр ( С log а (е'х) </х|, |х| >1.

14тг J elx — z J
О

Заметим, что почти всюду на dD имеет место равенство

lira а+ (г:) а- ( — ) =—— 
r-1-o \ г / а (г.)

Теперь выясним к какому пространству принадлежит функция а+ (г)? 
Имеем

где С и Сх —некоторые постоянные числа. Здесь мы воспользовались 
. . /1 \

тем, что log А j ~ супер гармоническая функция. Следовательно,

|а+(х)|<а(—1—Y |2|<1.
\ 1 — н /
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Так как Ма (Е) > 0, то в силу теоремы О. Фростмана, существует 
вероятностная мера «/р. сосредоточенная в £ и допускающая оценку 

для любой дуги А с: дО.
Решение {хя)я“о уравнения (1) мы ищем в виде

/(я) = £ х*х‘ = в+ (х)(1+а ^.),|г|<1.
*-1) X .'5 — X /

Е
Заметим, что интеграл, порожденный мерой йц, допускает опенку

Следовательно, для / (г) имеем неравенство

Из условия 3, наложенного на последовательность {Л/Л|яХо, следует, 
что граничные значения /(я) порождают непрерывный функционал на 
С\МЯ].

Заметим, что если а (г) достаточно быстро стремится к нулю при 
приближении я к множеству Е, то для любого у £ С [Л/я] имеем

/ (а (я) ® (я)) -= С / (я) а (г) <р (г) <1т (я),

оо
где ?(•)—распределение,, порожденное граничными значениями } (г).
Для этого достаточно, например, выполнения условия / (я) а (г) £ А1(дЕ). 
Заметим, что при г^дР^Е имеет место равенство

Так как —-—£/.«,(<?/)), то мы приходим к условию 
а_(?)

֊7֊, 
а-(г).] С — г

Е 

2
Учитывая, что |а_ (я)| > С\а (я)| , имеем

1»(«)|,п (?)
У |։-«1

Из условия 3 теоремы следует (7).
При подходящем выборе постоянной а последовательность хп> п =

«г»

= 0, !,•••, где /(я) = хпяя, станет решением уравнения (1). Дей- 
п-0

ствительно, для любого п = 1, 2,имеем
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/{а (г)гл) = ( /(*)<։ (г) гяЛп (ж) = | гп (1 + а а ~ °՜

дО дО Е
Это следует из того, что под последним интегралом стоит аналитическая
вне единичного круга функция из пространства Я1. Равенство

У/(г) а (г) (1т (ж) = О 

дО
достигается с помощью выбора числа а.

Теперь оценим коэффициенты Тейлора функции / (г). Из нера
венства

Полагая в атом неравенстве г = 1------ , получаем
п

Следовательно

|а*Г<е<Сг)Л(п). (8)
к=~П

Теперь оценим коэффициенты Фурье меры Лц. Пусть у. (/) — неубы
вающая функция, порождающая меру </у. Мы знаем, что у (0£1др а Да
лее имеем

4 £ |уЛ|5з1п*л/= — 
л—-- 2^

2к
[|и (х + I) — у (х — I)|* Их,

о 
л 3где рл — коэффициенты Фурье функции у(/). Так как 51П1л/>— при 

4

3

2« 
з՜

2к

к — П
О

Л/ 
п

2к

Зп.

м

Для коэффициентов Фурье рл меры имеем уп~пуя. Поэтому
2л
У (9)

Введем обозначение
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В силу (9), имеем
2л
% \Ь>,\г <Мп'֊\ 
к—П

(10)

п
Заметим, что хя = У, а* Ьп-к- Следовательно

*- о

|хЛ|<
лД
У а» Ьп-к 
к-Э

У а* Ьп -к (па \i/2/na \1Д
у|а*|։) (2 |6л-*|2) + 
*-о / \*-о /

Сп \1/2 /л \1Д /л/2
S 1«*1’) ( s М) <лгпо-)¥ 2

л / \ л / \*—О
*Т "-Г

(1 \М\1/2՛-£))+

+ ’• (л) ((у)'՜' +(-^/а+' • (л).

Теперь мы переходим к обсуждению вопроса о точности полученных 
результатов. С этой целью ниже доказывается одна лемма, которая яв
ляется обобщением принципа Фрагмена-Аинделефа. Заметим, что ут
верждение леммы 1 верно и з случае, когда а = 1 (см. Э. Коллингвуд, 
А. Ловатер [7], стр. 130).

Лемма 1. Пусть {(г)—аналитическая в единичном круге функ
ция, а Е — замкнутое множество, лежащее на границе. Предположим, 
что } (г) удовлетворяет следующим условиям:

1. |/(я)|<ехр Й<1> 0<а<1;

2. для любой точки t^dD\E имеет место неравенство 

lim I/ (z)l 1»
«во

3. М(£) = 0.

Тогда всюду в единичном круге имеет место оценка |f (z)\^.1.
Если Ma (Е) > 0, то существует неограниченная аналитичес

кая функция /(г), удовлетворяющая условиям 1, 2.
Доказательство. Для любого е>0 множество Е можно по

крыть непересекающимися интервалами /*, Л=1, 2,... так, чтобы

S 1Л|-<*. 

*=1

Над каждым Ih строим треугольник

Л = (я; Z 6 D, 1- |а| < ср .
I \|z| /J 
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где С—постоянное число. Область, которая получается из D выбрасыва

нием треугольников /*, обозначим £2- Гармоническую меру на гра
нице области Q в точке Z £ 2 обозначим (z, Имеет место не
равенство

log |/ (z)|< I Н™ (log I/ (z)l) 0)2 (z>

da *60

< [ log |/(9I 

d'.'nD

ша u, лх м £ J (i—IQ)*՜1 (*.

<Л/ £ j<0a (z; { С; C£<? 7ЛП Д HKjvb}) 

" о

£ IAI**”1 (*; <?AnZ>)+

+ M^ C a>u(z; ( С; 5£<?/*П£>, l-|r,|<—У )<&• 

4-1 J \ ( >՝7 ֊° J /
N*|—։

Рассмотрим гармоническую функцию

ш9(г; {С; 1֊К|<։)).

Эта функция принимает значение 1 при г £ (С; Ч^дЦ(\О, 1—|£|< 3}, а 
на остальной части границы ЙЯ тождественно “равна нулю. Следова
тельно, существует число А, не зависящее от к такое, что при 3
■< |Л| имеет место неравенство

(л; {С; И Л О, 1-|Ц< В)) < Д8 |-1’- + > (И)
\|9 — *г Н* —«17

при где С* и —концы дуги 1Л. В силу принципа максимума
неравенство (11) имеет место всюду в 2. Далее имеем

1ог|/(а)|<Л/ £ |/*|« + м Ё [ -У <Ва, 

к-1 к-1 и *։/։ *
14Г՜’

где число В не зависит от е. В силу произвольности е>0 |/(я)| ^1, 
В случае, когда М, (£)>0, функция

/ (z)=exp ----- </р(9 •
ч. — г )

где Йц—вероятностная мера с носителем в Е, фигурирующая в ранее 
упомянутой теореме О. Фростмана, дает пример неограниченной функ
ции, которая удовлетворяет условиям 1 и 2 леммы.
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Приведенная ниже теорема позволяет судить о точности результатов 
теоремы 3.

Теорема 4. Пусть символ уравнения (1) удовлетворяет следую
щим условиям:

1. a(z)>0, log а («)£/■!
2. для некоторой допустимой последовательности Мп, п = 

= 0,
3. существует функция Х(х)>>1, xi>l, такая, что х).(х)֊< 

х* .СЛзир---- • для любого eJ>0 существует М=М(е) такое, что
“ Мк

4, замкнутое множество E—[z՛, zQdD, a(z) = 0} имеет нуле
вую а-хаусдорфову меру, т. е. М* (Е) = 0 и для любой точки 
имеет место оценка

Г - -----log ՛ * dm (С) log X ( —------------ — С,
JjC-zF У а (С) \h-z|/

где г^Е, z^D\
5. для любой дуги Д С dD имеет место оценка

С log ֊-----Лп(С)<
|A|J /а (С) |Д|։-

л
Тогда уравнение (1) не может иметь нетривиального решения, до

пускающего оценку

|хя|-СМп՜*՜' X(л), л = 1, 2,՛՛-, (12)
где е>0—любое число.

Доказательство. Предположим, что существует нетривиаль
ное решение уравнения (1), допускающее оценку (12). Обозначим че
рез f (•) распределение, порожденное граничными значениями аналити- 

00

ческой функции f(z)= хяхп. Введем функцию

Из условии 2 и 3 следует, что коэффициенты Фурье распределения /(а-) 
также допускают оценку (12). Следовательно, имеет место неравенство

1Г(г)| < а (И ֊ 1)"> -1 X М—), Н > 1.
\|«1 -1 /

Рассмотрим функцию 0 (я), которая внутри единичного круга равна

с(г) = Ж ^<1, 
а + (г)

а вне единичного круга определяется по формуле
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G (z) = a- (z) F(z), |z| > 1, 
где c։+ и a_—функции, фигурирующие в факторизации символ» О. (z). 
Заметим, что граничные значения функции G (z) при приближении к 
границе изнутри единичного круга порождают то же распределение на 
dD\E, что и граничные значения G (z) при приближении к границе 
извне. Действительно, пусть <р^С{Л^Л), supp<pfl£=0. Так как

С С{Мп], то 
а+ (г)

lim i ~~~ <Р (z) dm (z)=f (֊'] = /(а (z)a_(z)<p(z))= 
r-i-oj a+(rz) \a+(z)/

dD
= lim Г F (rz) a- (rz) <f (z) dm(z).

r-l + fi ] 
dD

Следовательно, G (z) является аналитической функцией в области 
С\Е. Из условия 5 следует оценка

|a-(z)|< М ехр / (|г|_^)1_. ) • И >L

Поэтому 
А 

, 1 к (И— 
|G(z)|<M(|z|-l)«+*-’x( е <се(|։|-։) -

Из условия 4 следует

|G (z)|< М (1 - |z|)'+-։ 7 J՜1 <---------- >
lLL\ (i-W-

\|С֊«|/

где s>0, r0<|z|<l, |С—z|<(l-|2j) l0g։+‘—-, 
1—|z|

Обозначим через й область, которая содержит внешность единич
ного круга и

J z; Z^D, р (z, Е) log՜1—- 1 <1— |ZJ <р (z, £)
I р (z, Е)

Пусть ф (z) конформно отображает единичный круг на Q. Заметим, что 
границу <?й можно выбрать так, чтобы ^Z(z)| была ограничена сверху 
и снизу (см. [8]).

Функция G (z) аналитична в области й и на границе допускает 
оценку

Внутри области й функция G (z) допускает оценку

|G (z)| < С ехр /-—j , z £ 2.
Ip’՜“ (z, E) J
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Из условий 1 и 2 следует, что Р (х, Е) Построим !в об
ласти 2 внешнюю функцию | (г) с модулем граничных значений, рав
ных р*-։ (г, Е). Тогда функция

Ф(х) С(? (*)) 
? (? (»’))

, при |z| <Հ1.

допускает оценку |Ф(х)«Л/, при (Е) и |Ф (г)| ■<
. ( В-<С ехр •--------------

1(1 —И)1՜*
Заметим, что М («р՜՜* (Е)) — 0. В силу леммы 1, Ф (г)—ограни

ченная функция. Следовательно

|G(z)| < М
(*. Е)

z^E.

Так как М, (Е) = 0, то G (z)=0. Теорема доказана.
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Ա. Ա. ՎԱՂԱՐՇԱՒԱՆ. Վերասերվող սիմվոլով Վիներ-Հոպֆի ղիսկրեա, համասեռ հա- 
։|ասարումների մասին (ամփոփում)

Ներկա հողվածում դիտարկվում է

Xk=՝ջa|t-iX|, և = 0, I, --. (1)
յ-0

հավասարումը, որի սիմվոլը կարող է ունենալ անվերջ թվով զրոներ։
Հիմնվելով Սեզյոի թեորեմի ընգհանրացման վրա ապացուցվում է, որ եթե սիմվոլը ունի 

շատ էումեղս զրոներ, ապա (1յ հավասարումը չի կարող ունենալ ոչ տրիվիալ լուծում։ Գտըն- 
ված են պայմաններ, որոնք ապահովում են ոչ տրիվիալ լուծման գոյությունը, ընդ որում բեր
վում են գնահատականներ ամենադանգաղ աճող լուծման համար։ Ընդհանրացվում է նաև 
Ֆրագմեն-Լինդելյոֆի սկզբունքը, որը թույլ կ տալիս ապացուցել թեորեմ ոչ տրիվիալ լուծ
ման գնահատականի ճշտության մասին։

A. A. VAGARSHAKIAN. On discrete homogeneous Vtener—Hopf equations with 
degenerate symbols (summary)

The paper considers the equations
00

х* = £ ak-fXj, к — 0, 1, - • 
/—0

where the symbol may have infinitely many zeros. Using a generalization of Szego s 
theorem, it is shown that if the symbol has very “strong" zeros, then (1) can not have 
a non trivial solution. Some conditions the existence of non trivial solutions are 
given together with estimates of the solution which has minimal growth.
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