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Введение

Вопросами единственности кратных тригонометрических рядов 
занимались много математиков.

В отличие от теории единственности одномерных тригонометри
ческих рядов, которую можно считать в основном завершенной, тео
рия единственности двойных и, в особенности, кратных тригономет
рических рядов разработана далеко не полно. Приведенные ниже две 
теоремы, установленные в работах [2], [6], можно считать наиболее 
важными в указанной теореии.

Теорема 1°. (В. Шапиро [6]). Пусть задан кратный триго
нометрический ряд

S аш е'(1Я‘Х), m==(m1։-• •, т*), х = (хх,-- •, х*), (1)
где ат—произвольные комплексные числа, и пусть q — некоторая точ
ка, принадлежащая Г*=[0,2п)*.

Если выполнены условия
1) S |ат| = о(Л) при R -♦ со

. Я
2) функции
/* (x) = lim sup^S ат еЧ®*)—lml <։ (х) =lim inf У, ат е‘

t-^9 z-.o т

конечны для всех х£ Тк — \q\ и /# (х) £ Aj ( Г*), то ряд (1) является 
рядом Фурье функции /» (х).

Теорема 2 (Эш и Уелланд [2]). Если двойной тригономет- 
ри ческий ряд

2 а*те1 (2)
сходится по Принггхейму (по всем прямоугольным частичным суммам) 
всюду на Т*, кроме одной точки, к конечной интегрируемой на Т* 
функции /(х, д), то он является рядом Фурье-Лебега функции f (х, у).

В доказательстве теоремы 2° основную роль играет установлен
ная в той же работе теорема (см. [2], теорема 2.2) о том, что, если 
кратный тригонометрический ряд (1) сходится по Прингсхейму на мно
жестве положительной меры, то его коэффициенты ап удовлетворяют 
условиям
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■ут=(т1, т։,---, zn*); lim |am| = 0, (3)

где |mi| = min |zn։|,-՛-, |m*|).
В двумерном случае, т. е. при к = 2, из условия (3) вытекает, 

что коэффициенты ат удовлетворяют условию 1) теоремы Шапиро и 
доказательство теоремы 2’ при помощи сравнительно простых лемм 
сводится к теореме Is (см. [2], стр. 423).

В настоящей работе исследуются некоторые вопросы единствен
ности для двойных рядов

S 'S- аяете։։/(“+«։У), (4)
Л — — ■* /Л—- »

коэффициенты которых удовлетворяют условиям

|аЛт/ < Л4, y|m|>0, |п|>,.0, . (5)
lim |Gnm I = О V |тп| > 0; lim |artm I = 0 у |n| > 0. (6)

I Л| ■ |m|-~

Ясно, что коэффициенты указанных рядов могут не удовлетворять 
как условию 1) теоремы Шапиро, так и условию (3), в которых взя
ты к =2.

Установленные теоремы единственности отличаются от теорем 
1° и 2° тем, что в них вместо обычной сходимости всех средних 
Абеля или всех прямоугольных частичных сумм требуются равномер
ная сходимость в точке (см. определение 4.1, § 4), зависящей от точ
ки последовательности средних Абеля

А'л (Х)=2 ат е2’'<л» х).е-/п|т|
т (/)

или же равномерную сходимость в точке (х, у), зависящей от точки 
последовательности прямоугольных частичных сумм

7V/ .Иу
ONjM: (х, у) = 2 2 а.;т е,К' ։«-г+"։у>. (8)

л—Лу /n— 'Aj

При этом исключительное множество, вне которого требуется сходи
мость этих подпоследовательностей, может быть любым множеством 
ZTcz[0,l)X[0,l), состоящим из счетного числа параллельных координат
ным осям прямых (см. теоремы 4.2 и 4.3 в § 4). Из этих теорем, в 
частности, вытекает следующее

Утверждение 1. Пусть Е с: [0,1) X [0,1) — любое замкнутое 
множество, состоящее из счетного числа отрезков, каждый из ко
торых параллелен либо оси абсцисс, либо оси ординат. Пусть, 
далее, существует последовательность прямоугольных частичных 
сумм а։\\мк (х, у). 7V* । +°о, Mk t 4֊ ос при к — оа, ряда (4) с усло
виями (5) и (6), которая при к — оо сходится к интегрируемой 
функции / (х, у) равномерно внутри множества (OjlJXtO.lJXf 
(т. е. равномерно сходится к f(x,y) на любом замкнутом мно
жестве Fez (0,1) X (0,1)—Е). Тогда ряд (4)-является рядом Фурье— 
Лебега функции f (х, у).

Аналогичный факт верен и для средних Абеля, т. е. в утверж
дении 1 вместо подпоследовательности прямоугольных частичных 
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сумм можно взять любую подпоследовательность Atn (х, у) средних 
Абеля, где t„ -»■ 0.

Отметим также следующее утверждение (оно является след
ствием доказанной в последнем параграфе теоремы 5.1).

Утверждение 2. Пусть тригонометрический, ряд (4) с ус
ловиями (5) и (6) обладает тем свойством, что для некоторых՛ 
возрастающих последовательностей Nj J 4-оо, Mj t 4- °о, M/'XNj)20, 
имеем апт - 0 при Nj < max (|л|, |zn|) < Mj, j > 1.

Тогда, если / (х, у) — конечная интегрируемая на [0,1)։ функ
ция и

Р™ aNjNl (*» У) (9>

всюду вне некоторого множества Ес [О, l)s, состоящего из счетно
го числа параллельных координатным осям прямых, то

I I
аят = J J / (х, у) еМпх■ euim> dxdy. (10}

о о
В этом утверждении степень 20 можно уменьшить, но здесь важ

но то обстоятельство, что существует возрастающая функция Ф (z) Т 
t 4՜ °° при z —» 4՜ 00 (в частности t (z) — zm), для которой из сущест

вования чисел Nj t 4՜ °°> Mj f 4՜ 00 таких, что ■]) (Nj ) и из того, 
что аят=0, при Ni< max (|п', мы можем из выполнения (9)
получить формулы (10). Аналогичные утверждения верны и для по
следовательностей круговых частичных сумм, а также для последова
тельностей Atj(x, у), tj [0, средних Абеля.

Как утверждения 1 и 2, так и более общие теоремы 4.1—4.4 и 5.1 
являются следствиями доказанной в § 3 основной теоремы 3.1 насто
ящей статьи.

Эта теорема фактически утверждает, что если тригоном етричес- 
кий ряд (4) с условиями (5), (6) суммируется к интегрируемой функ
ции методом, аналогичным обычному методу Лебега, в котором, одна
ко, производные отношения взяты в узлах случайных двоичных реше
ток, то ряд (4) является рядом Фурье—Лебега своей суммы. Анало
гичная теорема несколько другим методом, представляющем некото
рый интерес, доказана отдельно в § 2 для одномерного случая (см ~ 
теорему 2.1). При доказательстве этих результатов используются не
которые теоремы единственности рядов по системе Хаара.

§ 1. О некоторых теоремах единственности рядов 
по системе Хаара

Сначала напомним определение системы Хаара {/* (х)}. Полага
ется

Хх(х) = 1, х^[0,1], Х։(х) = 1, х £ [0,1/2), Х,(х) = —1, х£ (1/2,1]

и если 2я 4-1 <*<2՞, п>1, то
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/2я, (24 — 2) 2֊я ֊։ < х < (24 — 1) 2֊" ֊։
—/2я", (24 — 1) 2— -1 < х < 24 2֊я -։

О, х ~[2֊"-(4—1), 2-"-4].
(1.1)

В точках разрыва функция Х*( с) полагается равной среднему ариф
метическому ее правого и левого пределов.

В работе [1] была установлена
Теорема 1. Пусть ряд по системе Хаара

£ а, Хя (х) (1.2)
л«!

удовлетворяет условиям:
А) Для любой точки х0 С [О, I ]

Нт ----- 1 = 0, (1.3)к-.-. тах|Хя*|

где л* = л* (х0) — все те номера, для которых Х„4 (х0) =/= 0.
В) Некоторая подпоследовательность частичных сумм 5тк (х) ря

да (1.2) сходится к конечной суммируемой функции / (х) всюду на 
£0,1], кроме, быть может, счетного множества точек.

Тогда ряд (1.2) является рядом Фурье—Лебега функции /(х), т. е.
1 ■*՛

ап= / (х) Хя (х) </х. (1.4)
6

В дальнейшем в ряде работ (см., напр., [4], [8]) были установлены 
•теоремы, представляющиие обобщения этой теоремы и были получе
ны также ее аналоги в многомерном случае (см. [3], [6]). В работе [3] 
установлен точный аналог теоремы 1 в двумерном (фактически и в 
многомерном) случае при идентичном с условием А) требовании на 
поведение коэффициентов, а именно, требуется, чтобы коэффициенты 
двойного ряда Хаара ....

£ £ а/*Х/(х) Хя (у) 
1-1 к-1

(1-5)

удовлетворяли условиям:
для каждого фиксированного 4 и х0 С [0.1]

Кт-------=0, (1.6)гоах|Х/։|

где г, — все те номера, для которых X/, (х0) =/= 0;
для каждого фиксированного I и у0€[0.1]

Кт -֊^-=0, (1.7)

где 4, — все те номера, для которых Х*ч (у0) 0.
Для применения системы Хаара в рассмотренных в настоящей

■статье вопросах единственности тригонометрических рядов нам нуж
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ны следующие несколько усиленные варианты теоремы 1 и ее дву
верного аналога, доказанного в [3].

Теорема 1.1. Пусть некоторая подпоследовательность 
5«։(х) частичных сумм ряда (1.2) по мере на [0,1] сходится к 
суммируемой функции /(х) и всюду на [0,1], кроме, быть может, 
счетного числа точек, выполняется условие

lim sup |Sat (х)|<[ + со. О-ву

Пусть, далее, коэффициенты ряда (1.2) удовлетворяет ус
ловию:

А,) Для любой возрастающей последовательности натуральных чисел- 
14, к >1, /х^-З, удовлетворяющей условию

6ik 3 Д*4 Ц’ И & *+։>в 1/2' <д/>)> * >

где Ь/к—носитель функции X/Jt(x), выполняется равенство

lim inf------ 7v~t=0.
4-.« maxlX/^l

(1.9)

(1.10)

Тргда ряд (1.2) является рядом Фурье функции [ (х), т. е. коэффи- 
центы ап определяются равенствами (1.4).

Теорема 1.2. Пусть некоторая подпоследовательность 5лктк (х, у)՛ 
Пк ] 4-оо, тиа Т + 00 прямоугольных частичных сумм двойного ряда (1.5) 
по системе Хаара сходится по мере на единичном квадрате [О, 1]Х[0, 1] 
к суммируемой функции } (х, у) и всюду на этом квадрате, кроме точек не
которого множества, состоящего из не более, чем счетного числа единич
ных отрезков, параллельных координатным осям, выполняется условие

lim sup |S.4m4(r, ÿ)|<4֊». (1.11)՛

Пусть, далее, коэффициенты этого ряда удовлетворяют условию:
А։) Если Х։ ։ (х), > 3 — такие функции Хаара, что их носи

тели удовлетворяют условию

д/,зД/,+։. и(Л/։+1) = 1/2 и(д/,), '• (1.12>

то из последовательности |/,) можно выбрать подпоследователь
ность {/.։), для которой

lim a'd*___
max |X,J (1.13).= 0

для любого к^-1, и то же самое свойство имеет место относи
тельно функций Х4 (у).

Тогда ряд (1.5) является рядом Фурье функции / (х) т. е. •

/ (х, у) X/ (х) X» (у) dx dy i, k > 1. (1.14).
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Доказательство этих теорем по существу не отличается от доказатель
ства теоремы 1’ работы [1], но мы считаем необходимым привести здесь 
доказательство теоремы 1.2. Оно основано на следующей лемме.

Лемма 1.1. Пусть коэффициенты ряда (1.5) удовлетворяют усло
вию А։) и его частичная сомма т (х, у) на некотором из своих пря
моугольников постоянства X Д" отлична от нуля. Тогда для любой 
точки хо£[О,1] существует п > п0 такое, что частичная сумма 
Зпт, на некотором прямоугольнике постоянства Ь"' X А", Д'" с: Д' 
■тоже отлична от нуля и при этолг замыкание этого пря
моугольника не имеет общих точек с отрезком {(х0, у), ОСд ^11-

Доказательств о. Заметим, что Д' — один из тех Па штук мак
симальных интервалов, представляющих разбиение отрезка [0, 1], на каж
дом из которых постоянны все функции X/ (х), 1 < г п0, а интервал Д" 
таковым является для функций X* (у), 1 к <т0. Все прямоугольники 
постоянства суммы 5Я։1Яо(х, у) получаются декартовыми произведения
ми интервалов первой группы с интервалами второй группы. Этим 
фактом в дальнейшем мы неоднократно будем пользоваться.

Для определенности допустим, что

(х, у) = </>0, (х, у) £Д'ХД՞. (1.15)
-Обозначим

£ ам X» (у) = <4(у), />п0 (1.16)
*.= 1

и заметим, что постоянны на прямоугольнике Д'ХА".
Пусть X/(х) — та функция, носителем которой является интер

вал Д', а Д/,։ — та половина Д', для которой

„ (д) Х^ (х) > О, (х, д) С д/,, X Д". (1-17)

Обозначив через Хг (х) функцию с носителем , возьмем ту по

ловину Д, , интервала д/,0, для которой

<+։(₽) хЧп (*)>°> (х,д)€Дч+1ХД*. (1-18)

Продолжая эти рассуждения, мы определим последовательности интер
валов Д/„, * > *0

Д'оД/,։, д;,=>д;,+р ^(<+։) = 1/2-н(Д;,), (1.19)

1И функций Х։>(х) с носителями Д/,_р * ч0

■Д, -1 = Д' такие, что

<л,(д) х<, (х) > 0, (.г, д) 6 л;,хд", * > V (1-20)
•Обозначим

41,=А1,_|\Д|,| д/ъ=л'\д«„* (1-21)
Имеем

1, (д) X/, (х) < 0, (х, д) £ Д/, х д*, V > *0՛ (1.22)
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Предположение, что для всех / > V. выполнено равенство

</+ 2 */, (у)х', (*)=°> (*• ») £ Ч X Д"> (1-23)

приводит к противоречию. В самом деле, так как (у) X (х) по

стоянны на прямоугольниках Д/,Х Д/, X Д՜՜» у > *о» то из (1-21)»- 
(1.23) и из определения функций Х/։ (х) вытекает, что

|<//,(г/)|-шах|Х/,(х)| = с/2’-’,+ 1,у€л", (1.24).՛
Согласно условия А,) существует подпоследовательность {/»До(А),_,г 

такая, что 
а, *

Нт ------ =0, V * > 1- (1.25)-
/— тах |Х, I

|а/.

С другой стороны, из (1.24) и (1.16) следует, что для каждого v > v0 су
ществует число к-,, 1^.к,-^т0, для которого

|a/4x*,(i/)l-^lx/l> —2’-”+։- ^А" <L26>
’ ’ ’ /Mq

и, следовательно,

֊ С-2’-”+։/2’ = С/2’«-։, (1.27)max I-X./J
где С — положительная константа, зависящая только от /n0 и п0. Применяя 
(1.27) к индексам i,j и учитывая, что при этом 1^. к, т^, мы опре
делим число к, 1 < к т0, для которого неравенство

------7v= 7 ------- ll.io, max |XZ | 2»,-։

выполняется для бесконечного числа индексов Это противоречит ра
венству (1.25).

Пусть Z^-v0— наименьшее число, для которого равенство (1.23) 
не выполняется. Тогда сумма

S 2 аа X/ (х) Х4 (у), (1.29),
,=1 *-1

совпадающая с левой частью (1.23) на прямоугольниках Ь’ X △" и 
Д<(_ X △" на этих прямоугольниках, которые вместе с тем являются ее 
прямоугольниками постоянства, принимает отличные от нуля значения. 
Если замыкание одного из этих прямоугольников не пересекается с отрез
ком ((х0, у), 0 < у -<1|, т. е. х0£ Д,։ или х0(; Д/р то сумма (1.26) 
удовлетворяет требованиям леммы. Если же х0 принадлежит замыка՜ 
ниям обоих интервалов, то тогда х0 является их, общим концом. В 
этом случае, проведя все вышеприведенные рассуждения, взяв в ка
честве Д один из этих двух интервалов, мы найдем внутри него дру
гой интервал Д" такой, что замыкание прямоугольника Д'" X Д'՜, яв
ляющегося прямоугольником постоянства некоторой частичной суммы.
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S„m, (х, у), n^>ii, уже не пересекается с отрезком {х0, у); 0<у<1), 
и Зяа, (х, у) отлична от нуля на Д'" X Л".

Доказательство теоремы 1.2. Пусть ряд (1.5) удовлетворяет 
условиям теоремы 1.2, а ряд

V f с,к X, (х) X* (у) (1.30)
1—1 k-1

является рядом Фурье функции / (х, у). Легко видеть, что коэффициенты 
этого ряда удовлетворяют условиям

Нт —^֊֊.= 0, V*>1, Нт -£֊֊1=0, V*>1, (1.31}
max |Л(| k-»- тах|л*|

и поэтому коэффициенты ряда

f f bik X, (х) X* (у), Ь1к = а,к- с1к (1.32}

удовлетворяют условию А2). Мы должны доказать, что 6/* =0. Обозна
чим через S,n (х, у), апт (х, у) и Аяп (х, у)> соответственно, частичные 
суммы рядов (1.5), (1.30) и (1.32). Обозначим также, для краткости, 
|х]=|(х, у); 0-<у<1}, [у]={(х; у); 0-Сх-<1). Рассмотрим последова
тельности [хД, [у*], содержащие все отрезки, указанные в формули
ровке теоремы 1.2, а также все отрезки, проходящие через двоично 
рациональные точки.

Пусть не все bit равны нулю. Тогда, очевидно, существует пря
моугольная частичная сумма Ая,т, (х, у) ряда (1.32), которая на неко
тором прямоугольнике постоянства A(J)XA(2) отлична от нуля. При
меняя лемму, мы можем определить частичную сумму Аят, (х, у), 
п> т0 и ее прямоугольник постоянства Д'X Д'2) с Д(|> X Д(2), такие,, 
что

[xj П Д' X д<2> = е, Аят,(х, у) * 0, (х, у) 6 Д' х д(2). (1.33)

Второй раз применяя лемму к сумме Аят, (х, у), мы можем оп
ределить сумму Апт (х, у), т^>та, и прямоугольник постоянства 
этой суммы Д' X Д", такие, что

Д' X Д" с Д' X Д(2>, [yj П Д'Х Д" =0, (1.34>

Апт(х, y) = d^0, (х, у) 6 д'ХА". (1.35)
Рассмотрим теперь частичные суммы аЯктк, А„к„к, пк > я, 

тк 2> т на прямоугольнике Д' X Д". Заметим, что прямоугольник 
Д' X Д" разбивается на конечное число прямоугольников, на каждом из 
которых эти частичные суммы принимают постоянные значения, при 
этом

J Jxz(x) X/ (у)=0, />п или J^>m, (1.36)

Д'ХЛ'
*■*“ J I '”"*■՛"* У)1^У=°- (1.37)

А'ХЛ'
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Из (1.37) следует, что частичные суммы зЯ4т*. л* > п, пц > т 
на прямоугольнике Д' X Д' имеют равностепенно абсалютно непрерыв
ные интегралы. Теперь покажем, что для любого Л/։ ^>0 и целого 
Л>0 существует и прямоугольник постоянства Д^ХДа.сД'Х
ХД" суммы такие, что

|5я*։ш41 (х, у)\>мг -|- |зя>1Я,,։ (х, у)|, (х, у) е л;,х д;,. (1.зв)

В самом деле, в обратном случае частичные суммы 5пктк тоже имели 
бы равностепенно абсолютно непрерывны? интегралы на Д X Д ив 
•силу того, что они сходятся к / (х, у) по мере на этом прямоуголь
нике, имело бы место равенство

hm J J |ЛЯ£Я14 (.г, y)i՛ dxdy — 0.

А'Ха’

(1.39)

Это противоречит равенствам (1.25) и (1..36), ибо из них следует, что

J j A«kmk (х, у) dxdy = с=£0, если ль>л или л։*>/л. (1-40)

՛ а'ха*
Таким образом, для любых х։с:[0,1], уг^ [0,1]- Aft>0 и натурального 
N можно определить 1г։ и прямоугольник постоянства суммы S„k mit , 
такие, что

[xj П ДъХЧ =֊• О, Ы П Д*. X 4 = 9, (1.41)

(х, 1/)| >Afv (х, у)^д; хд^, . (1.42)

(*» y)=^։#=0, (х, Д'^ХД*,. (1.43)

Последнее условие позволяет путем последовательного повторения выше- 
приведенных рассуждений определит», последовательность kt Т + 00 и 
прямоугольники ДД/ X Д2;, г>1, такие, что

[х, 104x4=9, [^] 04x4= 9, z>i, (1.44)

Д^ХД^эД^^ХД^р z > 1, (1.45)

(Х»У)1> I. (х, /?)^ Д^хд;? ։>1. (1.46)

Из этих условий следует, что общая точка (х0, уа) замкнутых прямо
угольников 4X4« которая является также пересечением открытых 

прямоугольников Д»,ХД*Р не принадлежит ни одному из отрезков 
[**]> [։/*]> > 1, и в этой точке выполняется равенство

liim sup |5„imA (х0, IZo)| = + 00■ (1.47)

Равенство (1.47) противоречит условию (1.10) теоремы 1.1, следователь 
но, все Ь1К = 0. Теорема 1.2 доказана.
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§ 2. О восстановлении суммы тригонометрического 
ряда с помощью ее производной по случайным сетям

Рассмотрим тригонометрический ряд
сс

а0 4- £ ая cos 2"лх + Ья sin 2клх, (2.1)
Я=1

где 
ая=о (1/л), 6„ = о(1/п) (2.2)՛

и обозначим через F (х) его сумму, определенную почти всюду на R, = 
= (—°°> + 00 )•

Рассмотрим также случайную двоичную сеть

t + i/2*, 0 < i <2*, к >1, 16 /?х. (2.3)

Ясно, что найдется множество

еос/?1։ |л (е0) - 0 (2.4)

такое, что при *6со определены все значения F (t 4֊ i2~k), 0 < i 2*,. 
к '^-0, и имеют место равенства

00

F (t 4՜ /2_*) = а0 4՜ ая cos 2кп (* 4՜ */2*)+ b„ sin 2кп (t+i/2k). (2.5)՝
л«1 

Обозначим
= [0,1]\ е0, (2.6)

Ф* (*, х) = 2* [F (t 4-/2՜*) - F (t 4- (։ ֊1) 2՜*), x £ (t 4- f-l/2‘, t4֊ ?/2‘),
(2.7) 

где *c e0
В настоящем параграфе доказывается .
Теорема 2.1. Пусть F (х)—сумма ряда (2.1), удовлетворяю

щею условиям (2.2), и для почти всех t £ [0,1] существует после
довательность к, « к, (*) такая, что последовательность Ф*, It, х) 
сходится по мере на отрезке [*, t 4-1] к f (х), где f (х)— периоди
ческая, с периодом 1, суммируемая на J0,l] функция.

Пусть, далее, для почти всех [0,1], всюду на отрезке [/»• 
*4-1]» кроме, быть может счетного числа точек х£ [*, t 4՜ 1] вы՜ 
полняется условие

lim sup ]Ф4, (*, х)| < + оо. (2.8)У-*«"
Т огда

F (х)= С4- J f (t) dt (2.9)

о 
почти всюду на [0,1].

Доказательство. Пусть Хд0)(6 х), Х(“։ (*, х). Х("’(*, х), л>1, 
!•<&-.< 2" — функции Хаара, определенные на отрезке [/, *4-1], т. е֊

Дв)(*, х)= 1, х 6 [*, * 4֊ 1]. Х10) (*» х)=1, хС [*, * +1/2),

Х(։0)(*, х)= —1, хе(*+1/2, *+1], ՝ (2.10)
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Xj"»(t, x) =
/F՜, x£(t+(2k—2)г-«-1, i)2—֊*)

— /2я՜, *£('+ (2*— 1) 2՜"՜1» f + 2^2—-1) (211)
о, xg[f + (£ —1)2—։, z+*2—']•

Обозначим
C(o> (,) = F (t + 1) - F (t). cw (0 = F(f4-l/2)-/:U)-

-l/U + D-^U + i/2)]« 2-12)

c*’(0 =/2»'[2F(f + «֊'/2"+։) - F(l + “/2"+’) - F(t 4֊ u-®/2"+։)],

(2.13)
при п>1, 1<Л <2", и рассмотрим ряд

с‘°» (0 + Ё S с*я) (0 х<4") (t, х), х е [;, t +1]. (2.14)

Легко видеть, что

5n (t, х)=с^) + % У (/) XU> (f, Х) -= 
i—u I

= 2я [Л (/ ч- Л2-) - Г(1 + (к — 1) 2-) (2.15)

при X 6 (< + (к - 1) 2՜՞. ( + *2՜")» 1 < * < 2я, п > 0.
Покажем, что для почти всех / £ [0,1] коэффициенты с£я)(/) ряда 

(2.14) удовлетворяют условию -Лр. Из (2.5) и (2.13) легко следует, 
что при { (; Ео

Су— = Д (а" Чт + b" cos 2кл*+(6я «!*-<։,, ?£») sin 2Knt, (2.16) 

тде

a^ = 2cos2Kn 2к — 1/2я։ + ։ — cos 2кп 2fe —2/2« + ։ -
— cos 2кп 2Л/2я։+1, (2.17)

Р^’=2 sin 2хп 2к - 1/2 я+։ - sin 2кп 2к - 2/’+' -

— sin 2кп 2<1/2Я|+1. (2.18)

Ясно, что
|а£’| < 4. IPim’l < 4. 1 ■< к < 2т, п > 0, т > 0 (2.19)

Я

lal«l<4n։/22m, 1РД>К4п2/22я։, 1<л<2", Kn<2m, 7П>1. (2.20)

Из (2.16), (2.19) и (2.20) следует
1 , , 
Ис* (7)\277^) Л-22 (а. «•“ + ». ?й)։+(6.«й «.₽՛«)■<

« ' -1

<4sw+4)(Ky+i?<a')<
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г” 32 п*
<4Х(а’+4’)^Г+4 £ 32(ая24֊62). (2.2)

л***» д

Так как согласно (2.2)

ая = —, Ьп=^—, а„ -> О, ₽Л — 0 при п— <х>, (2.22)
Л Л

из (2-21) получаем

2 2я1 - а24-3։<Н < с։ £ (а2 + ₽2) л=/2^ + сг £ ^±- <
л-1 л-ат+1 п

<ея/2'п, 1 < 2՞", П1>1, (2.23)
где е„, —>֊ О при /п —>֊ оо.

Следовательно

о

р 1т /г(.т) /л \2
1 V ( ,— ) Л-С ей, ет ֊-> 0 при т—»оо. (2.24)

.) *"| \ И2т / 
о

Возьмем подпоследовательность ет/։ ^ 1 такую, что

ет(>0, £е’ч< + оо> * (2.25)
1-1 

тогда ряд

почти всюду сходится и, следовательно, найдется множество £։ С £0 та
кое, что

Р(£х)= И(£о) = 1, £^[0,1] (2.26)
и . . .

Чп! /Ск"111 (/)
Дт £Дт^/=(МС£1- (2-27)

Из (2.27) немедленно следует, что для любого / £ £։ коэффициенты 
ряда (2.14) по системе Хаара, определенной на отрезке [/, / + 1], на этом 
отрезке удовлетворяют условию А,). С другой стороны, согласно усло
виям теоремы 2.1, существует множество £։ сг £„ ц (£։) = ц (£,), такое, 
что для любого I (^Е։ некоторая последовательность частичных сумм 
52*,(6 х) ряда (2.15) сходится по мере на отрезке [£, #4-1] к /(х), и, 
кроме того, для любого {£ Ег имеет место условие (см. условие (2.8) 
и равенства (2.7), (2.15))

. Ит зир |5։1,(<,х) < + =», (2.28)

выполненное всюду, кроме, быть может, счетного множества точек 
*€(/, £ + 1]« Согласно теореме 1.1, из вышеуказанного следует,, что 
для любого ряд (2.14) является рядом Фурье функции /(х) по 
3-1163
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системе Хаара Х«> (/, х), Xя (t, х), п > О, 1 < к < 2", на отрезке 
f 4- 1]. Отсюда и из равенств (2.15) следует, что для почти всех 

f С [0,1] имеют место равенства
/+։ • * <+*/2я

F(t+1) — F(t)= f / (х) dx; F(t+k/2n)—F(t+к—1/2я)— J f(x)dx 

» г+*-։/ая (2.29)
для всех п 0, 1 < к С 2я.

Обозначим
t

ф «) = /=(<) — ^f(x)dx. (2.30)

ё
Так как
ф(/+1)_ф(<) = 0, Ф(г+/72й)-Ф(* + *-1/2*)=о, *>1, 1<։<2* 

(2.31)
почти всюду на [0, 1], то почти всюду на [0, 1]

ф (/) = ф (t + z/2*), к > 0, 1 < i< 2*. (2.32)

Из (2.32) легко следует, что Ф (О = cons / почти всюду на [0, 1]. В са
мом деле, в противном случае существуют лежащие на [0, 1] множества 
положительной меры Eit Ег такие, что

inf <P(O>sup Ф(П- (2.33)
ЧЕ, ЧЕ,

Возьмем интервалы’△!=((/—1)2՜*, Й՜*), А« = ((/—1)2՜*» /2՜*) такие, что
Р (ДХП£։) >3/4-2-, р(Да П £.)>3/4-2՜*. (2.34)

Допуская, что j > i, почти для всех t £ Et имеем

Ф(/) = фЛ + ^У • (2.35)

С другой стороны, из (2.34) следует, что для некоторого множества 
Лсз£1։ р(Д)^>0имеем t + (j — i) 2~*£ Et при t£A и, следовательно, 
согласно (2.33)

Ф(0>Ф^+7-=гЛ. (2.36)
X 2* /

что противоречит равенству (2.35). Теорема 2.1 доказана. Эту теорему 
можно интерпретировать как теорему единственности тригонометрических 
рядов. Рассмотрим тригонометрический ряд

а0 + £ ая cos 2кпх + b„ sin 2^пх, ая-»0» Ь ֊»֊ 0 (2.37)
л-1

и обозначим

Ф (х) = Оо х + V sin 2япх — cos 2япх. (2.38) 
я_12ял 2кл •

Функция i|) (х) определена почти всюду и поэтому существует мно
жество е0, р(во)=О, такое, что при ti^e0 определены величины ф(^Н՜ 
4՜ ։*2~*)» к^-0, 1 2*. Рассмотрим функции
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%) = 2* [р а+i 2-*) ֊ ф а+а -1)2-*)], 

х£(/4- (< —1)2-*. t + i2-k). (2.39)
Обозначив, для краткости

Дя(х) = ап cos 2клх + Ьп sin 2«лх, (2.40)
Вп(х) = ап sin 2клх — Ьл cos 2клх, (2.41)

имеем для любого /д"е0

ф (#+Д-*)-ф(Ж/-1)2-*) , В„ (/4- i2֊k)-Bn (t 4 (i֊1) 2֊*)
-------------- F5---------- :-------------------

(2.42)
Введем
Определение 2.1. Будем говорить, что тригонометрический ряд 

(2.37) суммируется по мере к функции ф (х) методом Лебега относительно 
случайной подсети |/-j-/2՜*’), < As < ■ • ’ 1-С/-С2*’»
если для почти всех /£[0,1] последовательность х) сходится по 
мере к Ф(х) на отрезке [/, /4-1].

Из теоремы 2.1 следует
Теорема 2.2. Пусть тригонометрический ряд (2.37) суммируется 

по мере к периодической, с периодом 1, суммируемой функции ф (х) мето
дом Лебега относительно случайной подсети {/4-/2 *’}, и пусть для 
почти всех /£[0,1] всюду на отрезке /х -С/ 4՜ 1, кроме, быть 
может, счетного числа точек х£[/, /4-1], выполняется условие 

lim sup |ф*, (/, х))<4- °о. (2.43)

Тогда ряд (2.37) является рядом Фурье—Лебега функции ф (х). 
Доказательство. Так как а„, bn-*-Q при п-»-оо, ряд

ап sin 2клх — bn cos 2гсл < 
л —1 2кл

почти всюду сходится к периодической интегрируемой функции F (х). 
Обозначив

ф* (/. х)= -1'4՜и+^,—о2՜*). х£ (, + 1/2*> t _|_

(2.45)

/(х)=Т(х)-а0 (2.46)
и учитывая равенства

ФА(/, х) = ф*(/, х)-а0, (2.47)

мы видим, что ряд (2.44) и функции (2.46), (2.47) удовлетворяют усло
виям теоремы 2.1. Следовательно, почти всюду на [0, 1]

F(x)=e+J /(/)Й. (2-48)

G
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Из (2.48) следует, что F (х) периодическая, с периодом 1, непрерывная 
функция, ибо в противном случае она имела бы разрывы первого рода в 
точках х = п и это противоречило бы условиям

^_ = о(1/п),А = о(1/п). (2.49)
2~п 2хп

Отсюда следует, что
1

J/(x)rfx=F(l)-F(0) = 0. (2.50)

о
С другой стороны, имеем

• 1 ։
— а" — I F (х) sin 2-^nxdx, ( F (х) cos 2nnxdx. (2.51)
2- 2«n J 2 • 2^п. J

о U
Учитывая (2.48), (2.50) и интегрируя по частям выражения (2.51), по
лучим

1
ая=2^/(х) cos 2nnxdx, />я=2^/(х) sin 2^nxdx, п>1. (2.52)

.о о
Отсюда, согласно (2.46) и (2.50), следует, что коэффициенты ап, п 0, 
Ьп, п 1, являются коэффициентами Фурье—Лебега функции (р (х) по 
системе 1, cos 2я пх, sin 2п пх, п 1. Теорема 2.2 доказана.

§ 3. О восстановлении коэффициентов двойных 
тригонометрических рядов, суммируемых методом Лебега 

относительно двоичных случайных сетей
Рассмотрим двойной тригонометрический ряд

£ 2 атя е2ж(/1Х а„т = а_„_ т, (3.1)
где

lim атп = 0 yf |/п| > 0, 
|«1-- (3.2)

lim апт = 0, у |п| > 0 
1'»!֊►“ (3.3)

и
|аЯЯ1| |п|>-0, |т|^-0. (3.4)

Обозначим

•
N N

aNN^x>y^= 2 2 аят е2*'«хе։«/ту
m=—Nп=—М

(3.5)

и положим

F (х, и) — а™ хи 4- у»' 0/10 е2* 4-\-Ъ у; «до 1 ?, ՛ . Г
Л— •• 2^/л

+
аот хеы”У - , - а„т e2^x.^iny

(3.6)
т—2л//71 т=— ■> л—о 4тг։птп
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где правая часть (3.6) получена почленным интегрированием по х и у ряда 
(3.1) и 2' означает, что в сумме не участвует член с индексом 0. Заметим, 
что из (3.4) следует сходимость в метрике Ь2 (Т2) рядов правой части 
(3.6) и в дальнейшем фиксируя одну из сумм Р (х, у) и рассматривая слу
чайную двоичную сеть (I 4֊ р2՜*, ~ + у2՜.1), к^-0, 1~^֊0, 1<р--^2\ 
1 <д<2', значения /г(#4֊р2՜*, ” + д2_/) можно считать определен
ными для почти всех (/, т) одновременно для всех к, I и р, у.

Пусть
и = 2»4-р, т = 2'+<7, А:>0, />0, 1<р<2‘, 1<?<2', (3.7)

Обозначим

^ = (f + (p-l)2-‘, f + p2-‘),8. = (^+(<Z֊l)2-', ' + q2՜1), (3.8) 
ди г, F= F (t 4֊ p2-*, -֊ 4- q2-‘) 4֊ F (t 4֊ (p — 1) 2՜*, t 4- (g -1) 2՜') -

-F (/4-p2-*> t + (g֊l) 2-')-F(f+(p-l) 2֊‘, 4 4-g2֊'). (3.9) 

Почти для всех точек (f, т) на квадратах [/, t 4-1] X [’, t 4՜ 1] можно 
определить функции

Ф*1 (t, t, X, у) = при (х, (3.10)

Определение 3.1. Будем говорить, что тригонометрический ряд 
(3.1) суммируется по мере к функции f (х, у) методом Лебега относитель
но случайной подсети (/4՜ р2 *Л т 4- q2~lj), 1 ■< р ֊С 2*Л 1-Су-<2,д 
&;Т4-ос, lj 4 4՜ ос при j ] 4՜ °с> если для почти всех (t, т) последова
тельность Фь/ij (t, т, х, у) сходится к f (х, у) по мере на квадрате 
[Л t 4-1] X [t, t 4- 1].

Теорема 3.1. Пусть тригонометрический ряд (3.1), удовлетворяю
щий условиям (3.2) — (3.4), суммируется по мере к периодической, с пе
риодом 1 по обеим переменным, функции f (х, у) методом Лебега отно
сительно случайной подсети (t + p2~kj, •с-\- р2~1/). Пусть, далее, для 
почти всех (t, т), (t, т) £ [0,1] X [0,1] условие

lim sup |Ф»/։у (t, т, х, у)|< 4՜ оо (3.11)

выполнено во всех точках (х, у) £ [£, f 4" 1] X [b '4-1], не принад
лежащих некоторому множеству Et-, t 4՜ 1] X [t, t 4՜ 1], сос
тоящему из не более чем счетного числа отрезков, параллельных 
координатным осям.

Тогда ряд (3.1) является рядом Фурье функции f (х, у).
' Доказательство. Обозначим через Хп ($, тд), п>1 систему 

Хаара, определенную на отрезке [5, 5 4-1] (см. (2.13)), т. е. Х„ (Е, tj) = 
= Х„(В — т)), £т) •< *; 4-1, и рассмотрим двойную систему Хаара 
Xj, (t, х) X, (т, у), ц>1, м > 1, определенную на квадрате [f, t 4՜ 1] X 
Xb, ;4֊1].

Если ц и v представлены в виде
|1 = 2*--1+р, 7 = 2'-1-|-д, А>1, Z>1, 1<р<2»-։, 1֊<д<2'֊։,

(3.12) 
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то носителями функций Хц ((, х) и X, (?, у) будут интервалы

Аи=р+(я-1)2'-*. ^+р2'-‘]. 5.=Ь + (<7֊1)2|-/, * + ?21֊']. (3.13)

При р^>1 обозначаем через Д/ и Д.Г интервалы, на которых Хц ({, х) 
принимает, соответственно, положительное и отрицательное значения. 
Тогда

д+=(Ж2р֊2)2-\ /4-(2р-1)2-*), Д- = (Н-(2Р-1)2-‘,' + 2р2֊*),
(3.14)

։,+= (- + (2<? -2) 2՜'. Ж2?-1) 2՜'). «7 =(’ + (2<? ֊1)2՜', х + 2Ч 2֊').
(3.15)

Когда |* = 1, имеем Л1=(?, <4֊1) и считаем Д* — Дх, Д[՜ — 0, В даль
нейшем полагается

А, ? = т Р4-з2'--‘) -у (Жр -1)2։-‘), Д>2)? =д+ ?-Д7<р, (3.16) 

при р=1, * = 1 полагается ДГ =0, 31 — <р = 0, и следовательно, 
Д(1'։ <р =<р (( +1)— ® (Н, ։12) ? =«? (' + 1)~ ? (')•

Рассмотрим частичную сумму
Т, х, у) = 5 £ с'Л՛ (6 ’) М, х| X, (г, у) (3 17) 

н—1 »-։
разложения суммы яхм (х, у) по двойной системе Хаара Х,к (£, х) Х,Х 

на квадрате [#, <4-1]Х(ъ ’+1].-
Имеем

1+1 Т4-1
(/, ՛) = ^ амм (х> У) Хи (#> х) Х՝ (’» ») <^х<1у=

I Г

е2</ (ях+^у) Х(1 (,։ х) Х։ (х> д} (3.18)

Обозначим

а£т) е’«'("-»4-.у).Х|1 х) Х, (х> ^у (3.19)

Как легко подсчитать «и>>^1, а^?0’= 0 при Н=^1 или *"/=1, аьт)=0 
при |п|>1, а'.՞'՞* —0 при |1и| > 1 и

а«.-0) т)= --х |Х|х| д(?‘ (в”'«'), |п|> 1, н>1; «н"’0) (6 ՝)=о, *>2,
2ягп

(3.20)
4°”’ (<, х)= ШаХ |Х,1 3,(2) (е։"«У), |т|>1, у>1; а(°^ (<» г) =0, ц>2, О1, 

2кг/п

(3.21)
а^т) ((, т)= - * - • Д'2’ . 8«» (еы*у) тах [Хи| • щах |Х,| =

4к։пт
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= ֊ л,’՜2' ‘ Ар1 (е™-') • е (е2^). |т|, |л| >1, |», V >1, (3.22)
4՜ пт

где
д(2) е2>:/лх _ 2е։ж/л (1 + 2р-1 /2*) _еМи (/ + 2Я-2/2*)  е2=/л («+2р/2») р 2 (3.23)

^>е2г.1ту _ 2е2«/т(т+27-1/2>) е2։/т (-.+2ч-2/21) _ е2*1т (։+2?/2/) ( ч > 2. (3.24)

Эти формулы сохраняются также в случаях р—1 или V = 1, так как
д<2։ е2х1пх =о։ |Л| ^0, г(|2՝е2ж"я^ =0, ]/п|^>0 и, с другой стороны, а(1"т) X

Х(', т) = о, |п|>1, ^"’(б х)=0, |т|>1.
Заметим также, что

2=,л.?£г> 2ж<л^=? «я?е
Д«) е2«/лх=(2е 2 —е 2 — е *)еМп‘> (3.25)

2ъ1т 2ж1т2 Мпу
8<2’вМшу=(2е 2‘ -е 2 — е 2 )еы"\ (3.26)

Обозначим через Ср, (/, т) предел в метрике £։ ([0,1]’) выражения 
(3.14), т. е.

Ср, (6 ’)== 2 £ аат а£т) (*, Т), (3.27)
ГП— — ’» «•——ее

где правая часть сходится в метрике £։, согласно (3.20)—(3.26).
Заметим, что согласно формуле частных сумм ряда по двойной систе

ме Хаара, имеем

(6 т, ’л'л- (*» у) ^У =
4р х«.

= 2* 2' Др 8, Лл’.у > (х, у) £ Др X 8,, (3.28)

где Аму—частичная сумма ряда (3.6),

р = 2*+р, у = 2' 4֊ д, 1<р<2*, 1<<7<2', £>0, />0, (3.29)

Др = 0 + (р-1) 2“\ £ + Р 2 -*), 8, = (х 4- (д - 1) 2՜', т + д 2֊'). (3.30) 
Как легко видеть

2* 2г Др 8, Лл-л,= а004-2‘ £ ' °»° Дд(егх,ях) + 
я—л 2’1гп

+ 2/ Д, аот 8т (е?ж,ту) 
т--ы 2^/т

о* о/ и м п
- -֊ X' 1]' — ■ Дн (е”'՞') •6«

4И* л=-л т— кпт

где
Др(е:«мх)=(е2=/лр2-* _ е2«/л(р-п е2«м<։

8, (е2։,'яу) = (е։»/<пвз—։ е2ж/л>(? —1) ։—/) е2«<тт

(3.31)

(3.32)

(3.33)



444 A. A. Талалян

Из (3.31)_ (3.33) следует, что для произвольных ц, v правая часть (3.28)
сходится в метрике L։ по переменной (/, т) £ [0, 1] X [0, 1] к значению 
2**» 8,7.

Переходя к пределу при N -»֊ оо также в левой части (3.28) и учиты
вая (3.17), (3.18), (3.19) и (3.27), получаем

5^< (6 S х, у)- £ J q» (f, t) Хх (7, х) X, (т, у) = 
р.«1 1 •

= 2*+' = 2*-2'-[Г(/+ р2՜*» * + q2-l) + F(t + (р — D2-*,
г + (о - 1) 2՜') + E(t + р2~к, х + (у- 1) 2֊') -

• -f(t + P2֊\ • + (<7 — 1) 2֊')] (3.34)
при (х, ÿ)€(f+(p-l)2-*, / + р2-*)Х(х+ (<7-1)2֊', -= + 92-').

Все величины, участвующие в равенстве (3.34), можно считать опре
деленными для всех (t, т) ££0, где Еос[0,1] X [0,1] имеет плоскую 
меру тЕ0 = 1, и для всех к > 0, / > 0, 1 -< р < 2*, 1 < q < 2' одно
временно. При этом, как легко видеть, путем предельного перехода 
при N -> оо в (3.31) в метрике А։([0,1]2) относительно переменной 
(7, =) имеет место равенство

2*+'[F(/ + p2֊*, т + у2֊') + F(f + (p-l) 2֊*, г + (<7-1)2֊')-
-F{t + p2֊k, г+(<7-1)2֊'-Г(/+(р-1)2֊*, -.+ ч2-')] =

, ni a«o (e^~k - Г* ) е™՞' , 
= а“ + 2 Ч ------------------ 2^-------------------- +

| 2' У ' аРт (e2*lmq 2~1 __  e2r.lm (q -1) 2~։) e2rlmr __
т 2~im 4՜2

t апт __gî«M (р-1) 2~*) . (e2xlmq 2~ 1__ e2։im(?-l) 2՜'
п, т TLTTL

X е֊“ , (3.35)

которое тоже можно считать выполненным почти для всех (7, -t), (f, т) £ 
£[0,1]2 одновременно для всех к, I, р, q.

Для большей ясности заметим, что для некоторой подпоследователь
ности {N /} соответствующие пределы в выражениях (3.18), (3.28) и 
(3.31), где вместо N взято Л'у существуют для почти всех

т) £ [0,1] X [0,1] одновременно для всех к > 0, I > 0, 1 < р < 2*, 
1<<7<2'.

Лемма 3.1. Пусть тригонометрический, ряд (3.1) удовлетворяет 
условиям (3.2), (3.3), и коэффициенты Ср.» (G т) ряда по двойной, 
системе Хаара Ху. (t, х), X, (т, у), 1, v > 1՛,

È S (t ’)(л х) х, (т, у) (з.зб)
1 »-I

определены равенствами (3.27) и (3.20)—(3.26).
Тогда существует множество Ес [0,1] X [0,1], тЕ = 1 такое 

что для любой точки (t, ■։)££" частичные суммы (t, т, х, у)
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ряда (3.36) удовлетворяют равенству (3.34) и, вместе с тем, для 
некоторых последовательностей, т | 4՜ °с, /п/ 1 + °° имеют место 
равенства

Пт 2 (*^^7 = 0, (6Т)€£, *>1, (3.37}
^֊Лтах |Ха|/ 

г-

Пт . 2 (—У = 0, (6 т) £ £, и>1, (3.38)
—I \тах |Х,|/

. +1

Доказательство. Выполнение равенства (3.34) на некотором, 
множестве Еос (0,1]Х (0,1], тЕ0 = 1 доказано. Чтобы доказать лемму 
нужно определить множество Ес Ео, тЕ=1 такое, что для всех 
(/, ~)^Е выполняются условия (3.37) и (3.38). Из (3.27), (3.20) —(3.26} 
имеем

си1(б т)
max |X|1j-max|X1| шах 1X^1

• Е' а"0а£0) ({>х) 
л

1

Сн» (t, ~) _

max |Хц|-тах |X„I 

• 2, v >• 2 и

Qn0 ՛ ^лр' >c2r!nl
2r,in

_ у ' у • апт Рт» e2,i (,t+mx)։

n m 4՜2 nm

(3.39}

(3.40).

рЛ11 = 2 e2*1" &р-Ык ։-* _ e2>un3/>- 2՜*, (3.41}
а число ц представлено в виде (3.12).

Как легко видеть, для чисел |1 и V, представленных равенствами (3,12), 
имеют место неравенства

1Ы<Л-п2-2-’*, |п|;<2\ IP„u|<4, |п|>0, 

1М<Лт«-2-", |m|<2'; |₽я.|<4, |m|>0.

Из (3.39) и (3.43) следует, что если 2*-1<1и<2*> то

Ш<М (6 т) Y dtdz = 1 - |а„о|2-Ща < 
max 1ХИ| ■ max [Xj/ 2 it* n_j п։

о и

А‘М, $ ,,,
" 2.‘ А 2" + 2к՛ „Д.,2“ + 2*՝ „$+1 ։/” •

где Mh = max |<zno|a при n '^■2к,2\ MQ= max |аяо|։, |n0| 0.
Так как Мн -> 0, при k -»֊ оо получаем

(3.42)

(3.43>

(3.44>

։ 1
С|И {t> У dtdx < е* 2֊‘, 2‘-'< и <2‘, 
шах|Хц|/

где еж зависит только от k и бк—»- 0 при k-^ со.
Следовательно

(3.45}
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lim eQ’ = O.

(3.47)

(3.48)

Покажем теперь, что аналогичная оценка верна также для всех V 2, т. е.

'к 9 (3.49)
о о

где е*’֊»֊ 0 при к -*■ оо.
Из (3.40), полагая числа ци V представленными равенствами (3.12) 

и применяя(3.42),(3.43), получаем
11 11
ГГ/ c^(t,z) у dtd 
J J \max .XJ • max |X,I/
о о

С Г ( V
J JW2-J / 2'֊1 / 
о и

2* , 2*

n—2* m—211

n։ m։

n1 m2 2«

|anm I2
*> 2

I nl 2* Л 7П

■ьс- X s ֊

|n| -2*|ml>2* n m 

yi у lonml2
(3.50)

где С — абсолютная постоянная.
Сначала оценим первую сумму Е,. Имеем

=C2-4* J]' %' ՝ 
1ЛК2*/2 |т|<2‘|2

+ C2-‘. S' s

|qnm|2-n2 
m2

2* 2k
+C2-. j ■ „

M/«fJ*/2j

|аЯ/п12-пг+ С2-<*

lanml8 n՛1 
m2

у |аЛД1|3-п
lrti|<2*/2 |л|-(2*/2| m

'3.51)
1я|<2*'2 |m|-[2*/2j т

|m|=[2»/։i

Обозначим — sup |ялт|։. Пусть е^>0 и р0 выбрано так, ЧТО

Имеем

S ֊ 
im.p, m

е. (3.52)

B^CM^ S' n2 S' — <Cr2-s*/2, 
|л|<2*՛՛2 |n։|<S*/2 ТП2

Bt^CMt2-<k f n2 £ ֊<cs.2֊3w
1Л/-12*/2] iml-p*/2)m2

B^CM.2֊^ У" П2 у J_<C,2-3*.
|л|<2*՜/2 |т|-р*/Ч

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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Обозначим
[ шах |аяя։|2, е*=тах( ՛ гсах |аЯЯ1|* (3.56 >

и заметим, что согласно (3.2), (3.3), е*-»֊0 при й-> оо. 
Если 2*^ р0, то имеем

■ 2*, 2] 2»

1'п1=Ра |л|=[2*/Ч

П‘ 

та

п

1<"|- Л |л|—(2*/2] т

С другой стороны

^<с-мг х % -£-<се.2֊“, 
|Я|>2* 1т|>2* п~т

2' 2 ;г-. + см>£ 2
>"1<А |т|>2* п т ш։-/1« |т|>2*

С С-, е* 2~* + с1-е-2-к= С1 (е 4֊ е*) 2~*,

1
Л։7П։

(3.57)

(3.58)

(3.59)
2к 1

2
)т| Ра |Л|>2* п т

+ СМ а ։ 
|т(-р։ |Я|>24 П т

(3.60)

Заметив, что С։, 1 8 — абсолютные константы, е — произвольное
наперед заданное положительное число и ек֊>0 при фиксированном е, из 
неравенств (3.50)—(3.60) заключаем, что для любого т] > 0 существует 
Ло такое, что при к > ка имеет место неравенство

о о
Л</т<т} • шах |Х,|։-2~* (3.61)

для всех р, 2*՜1 < р 2* и для любого фиксированного V, 2/-1 V < 
<2'.

Из (3.61) немедленно следует выполнение неравенств (3.49). Исходя 
из (3.47) можно определить последовательность | оо и множество

[0,1] X [0,1], тЕг = 1 такие, что

Нт 

/-♦■ОО

В самом деле, для этого достаточно, используя (3.47) 
{к?)}/11 выбрать таким образом, чтобы сходился ряд

(3.62)

и (3.48)г

(3.63)
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Допустим определены последовательности |^Л)Ь-։ и множества 
Еп, 1 такие, что Л/"’< 1

[^-’11-1= {^։,)Г-ь (3.64)

• Е„с[0,1] Х[0,1], тпЕп = 1 (3.65)
и выполняются условия

<«) з
нт у = о, (б^)е^ (з.бб)

л«) , \тах|А,1| /

для всех п, 1 п / —1.
Используя (3.49) можно выбрать подпоследовательность {&Р1ь.ь 

(ЛИ)}/1.1С(ЛИ_։)|7-ь таким образом, что к\п < к\+г, г>1

1 1 «.</) . »
£ [ Г 2 (с,пН) лл < + "• <зет)
<-ии .7/) \тах|Х։1|/

0 0 |Х“2*'

Тогда найдется множество Еус[0,1] X [0,1], т£/=1 такое, что

Нт У Р'^=0,(^)е£;. (3.68)
У» , \тах|Х,|/ц-2‘/ ֊}

Итак, по индукции можно определить счетное число возрастающих после
довательностей / = 1, 2,՛-՛ и множества Е, с [0,1] X [0,1],
тпЕ}- — 1 такие, что

{^л1Г-1<=мИ_11г_1, />1, ;>2, (3.69)

и условие (3.68) выполнено для всех /.
Полагая

Е' = Л Еь (3.70)
/—։

ш = к^, 7=1, (3.71)

из (3.68)—(3.71) получим

,Ит 2£ (֊Й)2 =0,а,'֊)^Е’ (3.72)
н-2п^1 'таХ1Х'1>/

для всех V 1, где, согласно (3.70), гпЕ'= 1.
Повторяя вышеприведенные рассуждения относительно V, когда ин

декс ц считается фиксированным, можно определить последовательность 
пц и множество £"с[0,1] X [0,1], тЕ" = 1, такие, что

/Пт Е —У =°,(6 х)СЕ- (3.73)
՝тах1х4/

+։
для всех р 1.
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Тогда на множестве Е — Е^ПЕ'{}Е" будут выполнены равенства 
(3.37) и (3.38). Тем самым лемма 3.1 доказана.

Переходя к доказательству теоремы 3.1 заметим, что выполнение усло
вий этой теоремы, согласно лемме 3.1 (см. также равенство (3.34) и (3.10)), 
означает, что подпоследовательность

^//(6 х, у) = фл., j(t, х, у), (х, y)£[f, f + l]X[t, " 4՜ 1]
(3.74)

частичных сумм ряда (3.36) сходится по мере на квадрате [/, t 4՜ 1] X 
X Ех» ' + 1] к интегрируемой по Лебегу функции / (х, у) для любого 
(t, t)££, тЕ = 1, и что для любого (t, ") £ Е выполнено

Jim sup |S2*/2fy (t, т, x, у)! < + со (3.75)

всюду на [/, I 4-1] X [т, т+1], кроме, быть может, точек (х, у), принад
лежащих некоторому множеству, состоящему из не более чем счетного мно
жества отрезков, каждый из которых параллелен одной из координатных 
осей. Можно считать, что на том же множестве Е выполнены условия 
(3.37) и (3.38) леммы 3.1, из которых, очевидно, следует, что ряд (3.36) 
для каждого фиксированного (I, т) cz Е удовлетворяет условию At) теоре
мы 1.2. Таким образом, оказывается, что ряд (3.36) для каждого фикси
рованного (/, т) 6 £ удовлетворяет всем условиям теоремы 1.2, рассмот
ренным для двойной системы

Х|х (/, х) X, (х, у), р>1, м>1.

Из теоремы 1.2 следует, что
<+1-+1

Сл» (6 т) = J J / (*. 17) Хр. (t, х) X, (т, у) dxdy (3.76)

t -z
для всех и, (/, *)£Е.

Пусть
I 1

Ъпт == у у/ (х, у) е-м <я*+т» dxdy (3.77)

о о
— коэффициенты Фурье функции f (х, у), фигурирующей в формулировке 
теоремы 3.1. Так как 6яя/-»0 при |п| 4- И|-* ~, то обозначив

Qu(x,y)=X £ Ьпте^-е^, (3.78)
л——X т=- 5

/4-1 т+1
d(̂ (t, т) = у (х, у) Хи (f, х) X, у) dxdy = 

I

= Е Е (3.79)
д=» —С m^-s

где арЛ,т) (t, t) определяются из равенств (3.19). Точно так же, как и 
для ряда (3.27), можем определить функцию
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4» (*. ’)= £ Ё в(,Г’ (* т)> (3.80).
п*-—~ т~— —

где <Д, (/, х) —предел в метрике £։ при /V-* со функций (/, т> 
или, что то же самое, сумма ряда правой части (3.80) в метрике Ьг. 
Сходимость этого ряда, как это было в случае ряда (3.27), следует 
из (3.20) — (3.26). Нетрудно убедиться, что

/+։ т+1
<4ЛЛ,')в1 У /(х, у) Хр. (/, х) х, (т, р) (3.81)

։ ч
всюду на некотором множестве £\с[0,1] X [0,1], т£'1 = 1, одновре
менно для всех р>1, *>1- В случае, когда / (х, у) £ Ц ([0,1]=) это 
немедленно следует из (3.79) и из того, что СДулг (х, у) при Ы ֊> ос 
сходится в метрике А2 на квадрате [£, + 1 ] X [•։, т -Ь 1] к / (х, у).

В общем случае, когда I (х, у)—произвольная интегрируемая функ
ция, будем рассматривать чезаровские средние ее ряда Фурье. Обозначив

1 н н
(х, у) = ■ £ £ (х, у), (3.82)

(/V + 1) с-о 5-0
1 X /V 

х)=—2 
(™Г 1) С-0 л—и

имеем
/+1т+։

т) = У У (х, у) хи (/, х) х, (-, у) (1х<1у. (3.83)

Так как Рдтлг (х, у) при -V ֊> со сходится на [/, < + 1]Х[', "4-1] в 
метрике £2 к / (х, у), то правая часть (3.83) для любых (/, т) сходится 
к правой части (3.81). Равенство (3.81) будет доказано, если мы по
кажем, что левая часть (3.83) при // -> оо сходится в метрике £։ к 

(#, 0 на [0,1] X [0,1]. Из (3.79) и (3.19) — (3.26) следует

а, т) = 6м, :>1, 5>1, (3.84)

ф (6 т) = тах |Хр| • £' , р >2, (3.85}
и——С 2^Ш

, 5 Ал 8 о2к//ЛТ

^,(6г) = тах|Х,|. , >2> (3>86>
т.^—з 2т^1ГП

(/, г) = тах • |Х,| £' £ ' Ь-пт (3 87>
л——от——з 4тс пт

для всех р >• 2, ч 2, где числа ряи., рш, определяются равенствами 
(3.41). Из (3.84) — (3.87) вытекает, что обозначив через [<р} норму 
функции <р (х, у) в Д, ([0,1]’) имеем

кн?’ (/, ՝КС, р>1, >>1, С>0, з>0,

С1!“. ~ = 0> (3.88)



О единственности рядов 451

Пусть е > 0 и N' выбрано так, что

«4^ (6 ’) - dy. (6 -)И < е, С > TV', s > JV'. (3.89)

Тогда при N > N' имеем
1 JV'-l N

(t, ’t) ֊^, (t, т)|< —֊— £ S (f, T)- (t, t)J +
(/v+ir л-0 m—0

1 Æ Л"-1
+ д— s x

GV4- 1)։ n„N՛ ^Zo
1 Л' ,v

+7—v z s (3-90)
(/v+l) Ли.л"т=Л'՛

и учитывая (3.88)—(3.89), получим

iC-N'-N
|Doy. (t, ,) - rf,„ (t, t)J< ֊֊ + *, N>N'. (3.91)

Отсюда следует, что для некоторого N<> имеем

|£>(£ A>) (#, t) - d^ (t, т)1 < 2s, n > No (3.92)

и, тем самым, равенство (3.81) доказано.
Сравнивая (3.81) с (3.76), получаем

с., (t, т) = <4, (t, т), р>1, м>1 (3.93)

почти всюду на [0, 1] X [0, 1].
Переходя к пределу в метрике L։ в равенствах (3.84)—(3.87) при 

С-»-оо, s—>оо, получаем равенства

dn(t, *) = 6оо> (3.94)

d^(t, т) = max |Х.| • , (3,95)
п-~-- 2кщ՛

db (t, х) = max |Х,| • £ ' --Omp,nv ------ , v > 2, (3.96)
m   2lt/m

A 8 9 . (nt+m-.)(t, t)- max IX.• X,|• £՛ £' - bnn Р^՞' e------------1S v>2, (3.97)
n m 4^ ПТП

имеющие место почти для всех точек (/, т) £ [0,1] X [0,1].
Вспомним, что аналогичные равенства, с заменой чисел ЬПт на 

аПт, были установлены и для величин с., (t, т) (очевидно, en (f, т) = 
= а00 и остается учесть равенства (3.39) и (3.40)). Так как коэффици
енты аПт ч ЬЯщ ограничены и, кроме того, согласно (3.41), ограни
чены также величины ря„ то все эти ряды сходятся в метрике 

([ОДР) и тогда из равенств (3.93) получаем

аоо = ^оо» (3.98)
(ало — Оло ) ■ max |Х.|■ рл(։ = 0, |n| > 1, р>2, (3.99)

(аот — бот)-max |Xv|.pm, = 0, |т| > 1, v>2, (3.100)
(аЯт —блт) max |ХИ| • max |Х, I • рт, = о, |n|, |т| > 1; ц, v>2. (3.101)
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Теперь заметим (см. (3.41), (3.12) и определение системы Хаара Х„), что 

тах |Хр| ■ Р„р =: J е2к1пх dx— j e2«'« dx) =

"p-2/2* 2/> —1/2*
l

— 2чг/п j e2'/nt Xp, (x) dx; |n|>l, |*^>2. (3.102)

о
Из (3.99)—(3.102) получаем

1
у (аЛо - бло) е2։'я-г Хр (x) dx = Q, 

0

|п|>1, р>2, (3.103)

1
у аол — бол.) е2ж""У х, (у) dy = 0, 

0
1 1

|m| > 1, v>2, • (3.104)

У У (anm-b^e^-e2-1^ Хр (х) X, 

0 0

(у) dx, dy = o, . (3.105)

где ln|^-l, |m| > 1 и p^-2, v^>2.
Заметив, что равенства (3.103)—(3.105) выполняются также при 

значениях р = 1 или v = l, из полноты системы Хаара {Хл}л_] и двой
ной системы Хаара (х) X, (у), р>1, v > 1, заключаем, что почти 

'всюду на [0,1] X [0,1] имеем
(ало ֊ бло) еЫпх = 0, |n| > 1, ' (3.106)

(аол, ֊ бот) е2^ = 0, |тп| > 1, (3.107)
(апт-Ьпт)ем<пх+1Л^ = 0, |п|>1, |т|>1. (3.108)

Из (3.106)—(3.108) немедленно следует, что — Ьпт при | П | 1 или
|т| .^1. Учитывая также (3.98) и (3.77), получаем

• 1 1
апп = У У) е2хЦпх+т^ dxdy. (3.109)

оо
Теорема 3.1 доказана.

Из теоремы 3.1 немедленно следует
Теорема 3.2. Пусть тригонометрический ряд (3.1) удовлетворяет 

условиям (3.2)—'(3.4), Р (х, у) определена равенством (3.6) и { (х, у) пе
риодическая, с периодом 1 по обеим переменным, конечная суммируемая 
функция. Пусть, долее, существуют последовательности натуральных чисел 

1 + °°, /у 1 + °° такие, что функции

ф*/у (/, X, у) = 2к)2՛} [Га + Р2~Ь, - + Ч2-1)) + ПЦ + (р - 1) 2 -

т + (<7_1)2֊,У)_/(^ + р2֊*ъ х + (<7_1)2-/7.)_

+ ’ + 92՜'/)], (3.110)
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(х, у) е (< + р - 1/2‘у, ։ + у/2*/ ) X (- + <7 ֊ 1/2'/, г + д/2'У).

1<р<2‘л 1<<7<2'> (3.111)

Аля почти всех (I, т) £ [0,1] X [0,1] при ] -> оо сходятся к / (х, у) 
всюду на р, I + 1] X [', * + 1], кроме, быть может, точек (х, у), 
принадлежащих некоторому множеству Е/֊с[{, / + 1]Х[х, г + 1], 
состоящему из счетного числа отрезков, параллельных коорди
натным осям.

Тогда ряд (3.3) является рядом Фурье—Лебега функции [ (х, у).
Приведенные в конце доказательства теоремы 3.1 рассуждения, в част

ности, полученное равенство (3.81), фактически означают, что введенный 
метод суммирования Лебега по случайным сетям в классе рядов Фурье а 
некотором смысле регулярен. Точнее верна следующая

Теорема 3.3. Пусть ( (х, у) — суммируемая на [0, 1] X [0, 1] пе
риодическая, с периодом 1 по каждой переменной, функция и

£ £ Ьпт е™п* е™п> (3.112)
л—т^-«

—ее ряд Фурье. Обозначим

(х, у) = 6мху + у,, уЬя0 е™п* ~ хЬОт еЫт^ +
п--о 2~гп 2^т

+ Г Е' 
л = — *» <

Д я2։/лх. _2г./ту-Ьяте --е-------> (3.113)

» 4^2лт

Ф** У, Ч, х, у) = 22' [Г(/ +/>2֊*, т + 92֊‘) + Е(1 + (р - 1)2֊‘, 
г + (у - 1) 2֊*) - Г(£ + р2֊к, г + (д - 1) 2֊*) -

-Л-(<+(р —1)2֊‘, -. + ч2֊к)], (3.114)

(х, у) С 0 + (Р -1) 2֊\ ։ + р2֊‘) X Ь + (7-1) 2՜*, + <?2-г),

1 <Р, 7<2‘. (3.115).
Тогда для почти всех точек (Л г) последовательность Ф** (/, г, х, у)- 
при к -*■ со сходится к / (х, у) во всех точках (х, и)6(г, * + 1)х 
X (■։, г +1), не принадлежащих некоторому множеству Ег-.с.^, < + 
4"1]Х["> т4-1]> состоящему из счетного числа параллельных осям 
прямых, в которых неопределенный интеграл функции / ограни
ченно дифференцируем к значению / (х, у).

Доказательство. Заметим, что для почти всех (/, т)
24 2*
£ £<4» (4 К (I, х) Х< (X, у)=Ф« (/, г, X, у), (3.116)
н—I »—I

если (х, у) удовлетворяет (3.115), где (I (1, т) определены равенствами 
(3.80) (см. (3.27) и (3.34)).

Из (3.116) и (3.81) следует, что

/+р2-* »+«։-*
Ф** (6 X, х, у)=1/2-*-2-* у у / (х, у) </хе/у (3.117) 

«+(₽-!) 2՜* т+(в-1)2-*

4—1118 
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для почти всех (/, т) и (х, у) из (3.115).
Если

х0¥= { + Р2֊к, у0 + чЧ-‘, к. I > 0, 1 < р < 2*. 1 < Ч < 2' (3.118) 
и неопределенный интеграл функции { (х, у) ограниченно дифференцируем 
в точке (х„, уо) к { (х„, у„) (определение ограниченной дифференцируемо
сти см. [9], стр. 459) из (3.117) получим

Ф** (6 "> х0, у0)-+ /(х0, уо) при к-+ оо.
В следующем параграфе приводятся некоторые новые теоремы един

ственности двойных тригонометрических рядов, в формулировке которых 
фигурируют понятие равномерной сходимости в точке или более общие 
понятия такого рода.

§ 4. Некоторые теоремы единственности двойных 
тригонометрических рядов, сходящихся по 
подпоследовательностям частичных сумм

Теорема 4.1. Пусть Ес [0, 1] X [0, 1] —множество, состоящее 
из не более, чем счетного числа параллельных координатным осям отрез
ков, и } (х, у)—интегрируемая по Лебегу на [О, 1]Х[0, 1] конечная на 
[0, 1] X [0, 1] \ Е периодическая, с периодом 1 по каждой переменной, 
функция.

Пусть тригонометрический ряд (3.1) с условиями (3.2)—(3.4) обла
дает тем свойством, что для любой точки (х0, Уо) €(0,1) X (0,1) \£ 
и любого е > 0 существуют открытый прямоугольник Д = о1 X ?։, 
Дс(0,1) X (0,1), Д9(х0, у0) и возврастающие последовательности 
ТУ; 1 4֊ оо, М/ | + °о при ] -> оо натуральных чисел (зависящих, 
вообще говоря, от (х0, Уо), е м д)> удовлетворяющих условию

рл-у.и, (х, у) — { (х0, у0)| <в, (х, у)£Д, у>1, (4-1)

где — прямоугольные частичные суммы ряда (3.1).
Тогда ряд (3.1) является рядом Фурье—Лебега функции [ (х, у).
Доказательство. Как было замечено в предыдущем параграфе 

(см. (3.28)—(3.33)), величины
г ։-* -.+?։—1

(1,^=2*-2։ у (х, у) бхбу (4.2)

«•ср-п։-* ,+(?-1) 2-'

как функции от (<, т) при фиксированных к, I, р, ч> 1 < р < 2к 
1 ֊■< у < 2', при стремлении к бесконечности индексов /V и Л/, сходятся 
в метрике 7.2 на [0,1] X [0,1] к величине

2*2' [/ (# + р2֊к, т + 72֊') + Р и + (р - 1)2-*, , + (7 _ 1)2-/ _

-Г(# + р2-*, г + (ч-1)2-‘)-ПЦ + (р-1)2-‘>, -- + ч2՜1). (4.3) 
С другой стороны, как легко видеть (см. (3.28), (3.31)—(3.33))

_(л) 2к1п1 
«֊'’•’)(6т)=аоо+2* е-----

Л— Лг 2^1 п
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-И, _ (п)л(т) Mlnt+m-.)
4q £ *irp lq в хд .ч
2~im n--N 4кйпт ’ ' '

а<’> _ е2дМр2-* _ е2е/я (р-1) 2-‘. ' (4.5)

Из ограниченности апт и а^1 и из того, что log (п + 2) log (т -|- 2), 
л, »п^-1 является множителем Вейля для сходимости почти всюду 
прямоугольных частичных сумм двойного тригонометрического ряда, 
следует, что правая часть (4.4) при N, М-> со почти всюду на 
[0,1] X [0,1] сходится к величине (4.3). Отсюда вытекает существова
ние множества А с [0,1]Х [0,11, имеющего полную плоскую меру 
т>4 = 1, такого, что для любой точки (£, ")^Д величины (4.2) при 
TV, М — оо сходятся к величине (4.3) одновременно для всех к, ], р, q.

Теперь заметим, что каждой тс։.ке (/, ~)(:А, в силу периодично
сти, соответствует множество £/-ср, £4-1] X [', t + 1], состоящееиз не 
более чем счетного числа параллельных координатным осям отрезков,, 
такое, что если

(х0. «7о)6(6 H-l)X(t, *+1)\£п,

х0=/= £ 4՜ р2՜*, y0 =f= X q2~l, к > 0, Z>0, 1-СрС24, 1<л7 <2', (4.6)՛

то для е^>0 существуют окрестность Л (х0, у0), Дс(£, £4֊1)Х(֊, ■'4-1)՛ 
и частичные суммы (х, у), N; f 4՜°°, М/ ] 4-а։ такие, что

|Елуи, (х, у) — /(х0, уо)1<5» (х> У՝) €Д> /> 1- (4.7)-

Для заданных k я I обозначим через р' и 0՛ те значения р и q, для ко
торых

(х0, Уо)е(/ + (/ ֊1)2-‘> / + р'2 *)Х(х4-9'-1)2-', t + q'2-'). (4.8)

Тогда для достаточно большого k0, при k > ka и I > ka интервал правой 
части (4.8) будет вложен в интервал Д. Из (4.7) и теоремы о среднем зна
чении интеграла получим

«+/>’ 2~* т-н' 2_/
J2*2' J J ^NjMi (Х։ 0> dxdy — / (хо, Уо)|<е>/>1, (4.9) 

/+(я'-1)2-‘-+(7'-։)2-։
которое имеет место для всех k > ka, I >» k0 и p', q', удовлетворяющих 
(4.8). Переходя к пределу в (4.9) при /->■«> и учитывая обозначение 
(3.110), имеем

)Ф*1 (6 •։, х0, Уо) —f (х0, у0)1 <е» > ^0. 1 > 4- (4.10)-
Обозначив через Е\., (7, объединение множества Et- и счетно
го числа отрезков, проходящих через точки Z4-p2՜*, х + <7 2՜', к^-0, 
1՝>0, 1 -С р -«^2*, l֊<g<;2z, которые параллельны координатным осям, 
заметим, что для любой точки (х0, у0) € (6 f4-l)X(t, выпол
няется (4.10).

Таким образом, для любой точки (t, т) £ А существует множество 
c(Z, 14-1) Х(х, х + 1) такое, что для любой точки (х, у) £ (/, Z4~1)X

Х(', -t4-l)\^<t имеем



■456 А. А. Талалян

Нт фц (/, Т, х, у)=/ (х, у). (4.11)
♦ /-♦֊*»

Отсюда следует, что условия теоремы 3.2 выполнены и, следовательно, 
ряд (3.1) является рядом Фурье—Лебега функции [ (х, у). Теорема 4.1 
доказана.

Аналогичную теорему можно доказать, рассматривая вместо прямо
угольных частичных сумм ряда (3.1) его абелевы средние

Аи(х,у) = £ Ё а„т е™ <«+ту) _ е֊« . (4.12)
Л-—- ш=— **

Теорема 4.2. Пусть Е С [0, 1] X [0, 1] — множество, состоящее 
из не более чем счетного числа параллельных координатным осям отрез
ков, и / (х, у)—интегрируемая на [0. 1] X [0, 1], периодическая с перио
дом 1 по обеим переменным, конечная функция. Пусть для каждой точки 
(х0, у0) С(0,1)Х(0,1)\£ и е> 0 существуют интервал А <= (0,1) X 
Х(0,1), АЭ(хо«1/о) м последовательность »/I О при /-»со такие, 
что

Ии/(*> у) (хо> Уо)1 <е՛ (х>У)^Д>/>1> (4.13)

где Аи (х, у) — абелевы средние ряда (3.1), удовлетворяющего условиям 
■(3.2)—(3.4).

Тогда ряд (3.1) является рядом Фурье'—Лебега функции ( (х, у).
Доказательство. Как легко видеть

«+ р т~к ■։ +«
2*+' У У Аи(х, у) dxdy = a00■յr

- о* V / о-о(д*/>е^) е^'»<֊»1"1
+ " 2™

+ 2' Е
аОт(Д/7 е2«*"»)’).е2«*я»--«1'п1

2п7/п
2*2'
4к։

у V' V' (Д*Р е2»<тх) (д/<7 («+ту)-вУ5Гнй1
л 1 1 ----------------------------- —--------------------------------> (4.14)л лс ТИП

где 

Д*р е2’1'«-' =еыр2-к—е^‘ (Р-1) 1-к, (4.15 )

Д/9 е2^<пу = е2։/л։»2~'—е2кПп (?-1) 2~'. (4.16)

Из (4.14)-(4.16) (см. также (3.35)) следует, что 
/+р2՜* -.+ ч2~1

в"2*+։ У ] '+?2-')-1- 

+ Е (/ + (р -1) 2֊‘, г+(у-1)2-')֊Г(7+р2-\ ,+ (?-1)2-1 )-

֊ Г(7 + (р- 1)2֊ *, т + у2֊')] ( 4.17)
почти для всех (7, т) £ [0,1]Х[0,1].
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Таким образом, существует множество Е с [0,1] X [0,1], тЕ—1, 
такое, что для каждой точки (I, ") £Е равенство (4.17) имеет место 
одновременно для всех к, I, Кр ֊< 2‘, 1С д -С2' •

Пусть теперь (/, ~)£Е. В силу периодичности существует мно
жество /4-1)Х(-, " + 1)» состоящее из не более чем счетно
го числа параллельных координатным осям прямых, такое, что для 
любой.точки (х0, у0) (- (/, / + 1)Х(՜» выполняется условие
(4.13). Если х0 =/= I 4՜ Уо^'^Я^՜1’ к> 0, 1^0, 1 < р <2*. 1 -<
■С д 2‘ и для каждого к, I выбираются р и д' такие, что

<ХО, Уо) е (<-I-(р'- 1)2-‘> 4-Р'2-‘)Х (- + (/-1)2-', - + д'2-/), (4.18) 
то для некоторых ка и /„ при к > ки и I > 1„ интервал правой части (4.18) 
будет содержаться внутри интервала Д, для которого выполнены (4.13). 
Заметив, что правая часть (4.17) при р = р' и Я = Я՛ совпадает со значе
нием Ф*( (/, ", х, у) и, что 

2*2' у у 

/ + (Р'-1)2-а 7+Ц -1)2-/

АиДх, у) Ях(1у—/(х0, у о)

(4.19)

при к > ки, I > 10, согласно теореме о среднем значении, переходя к пре
делу при / —*■ оо, из (4.19) получим

|Фи (/, ", х0, у0)— /(х0> Уо)Кв ПРИ (4.20)
Отсюда, согласно теореме 3.2, следует справедливость теоремы 4.2.

Замечание 4.1. Условия (3.2) и (3.3) на коэффициенты ряда 
(3.1) окончательны, так как при нарушении этих условий, хотя бы при 
одном из значений п, пг утверждение теоремы 4.3 не верно. Это видно на 
примере ряда

2 2 апт е2к1пх еЫтУ, (4.21)
п т

где аяо = 1/2, |п|^-0 и аят = 0 для остальных п, т, который сумми
руется методом Абеля к нулю равномерно на любом прямоугольнике 
[3, 1 — о] X [0,1], о > 0 (тем самым, ряд равномерно суммируется ме
тодом Абеля к нулю в окрестностях точек, не принадлежащих отрез
кам |(0, у), 0^.у < 1|, |(1, у), ОСу-^11» и, вместе с тем, не все 
коэффициенты а„т равны нулю.

Замечание 4.2. Применение георемы 4.3 и сформулированной 
ниже очень интересной леммы В. Шапиро ([7], лемма 3) позволяет дока-, 
зать некоторые известные факты из теории единственности двойных три
гонометрических рядов более простым способом.

Лемма (Шапиро). Пусть двойной тригонометрический ряд

У аы е~1(У:г>, М=(п, т), г = (х, у), £Ы-2) = пх + ту, 
Л՛

обладает свойствами

а,у = а_лг> |ал1 = о (1) при 4֊ т3со? (4.22)
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Ит зир С ал. еы <л’■>֊' >‘у'| < + °о, г € В (х0, А), (4.23)-
/-» у

где В(г0, Л) —круг радиуса А с центром в х0,
Нт У ап е1,։'<л',|Л| = 0 (4.24>
/-о л՛

почти всюду на В (г0, А).
Т°ГАа 1։т2ал.еы<*։|֊(|Л,'=0 (4.25>

։ --
равномерно в круге В (х0, п/2).

Из этой леммы и из теоремы 4.2 немедленно следует, что если 
Ес. [О, /1] X [0, 1] —замкнутое множество, состоящее из счетного числа 
параллельных координатным осям отрезков и двойной тригонометрический, 
ряд >'ал, ։) с условием (4.32) суммируется методом Абеля к
нулю для всех г £ (0,1) X (0,1)\£, то все его коэффициенты равны 
нулю.

Заметим, что это утверждение немедленно следует также из теорем 
2 и 3 работы [7], в доказательстве которых помимо указанной леммы при
меняется ряд других лемм о свойствах формальных произведений двойных 
тригонометрических рядов.

Приводимые ниже теоремы 4.3 и 4.4, сформулированные в терминах 
понятия равномерной сходимости в точке (см. [9], стр. 100), являются 
следствиями теорем 4.2 и 4.3.

Определение 4.1. Последовательность функций 5՞ (х), опреде
ленных в окрестности точки х„ и сходящаяся при х.= х0 (но не обязатель
но при х =/= х0) называется сходящейся равномерно в точке х0 к пределу 
8, если для каждого е > 0 существует б = б (е) >0 и р = р (е) такие, 
что

|։я (х)—,$| <е при |х —х0|<о и п>р. (4.26)՛

Теорема 4.3. Пусть Ес [0, 1] X [0, 1]—множество, состоящее 
из не более чем счетного числа параллельных координатным осям отрезков, 
и I (х, у)—конечная интегрируемая на [0, 1] X [0, 1] периодическая, с 
периодом 1 по обеим переменным, функция. Пусть, далее, тригонометри
ческий ряд (3.1) удовлетворяет условиям (3.2)—(3.4) и, кроме того, для 
каждой точки (х0, у») С= (0, 1) X (0, 1) \ Е существует зависящая от точ
ки последовательность его прямоугольных частичных сумм (х, у)
А7/ 1 + °°> М) | + оо при ] — оо, которая сходится к / (х0, у0) рав
номерно в точке (х0, у0).

Тогда ряд (3.1) является рядом Фурье—Лебега функции { (х, у).
Теорема 4.4. Пусть множество Ес [0, 1] X [0, 1] состоит из не 

более чем счетного числа параллельных координатным осям отрезков, и 
/ (х> У) — конечная периодическая, с периодом 1 по обеим переменным, 
интегрируемая на [0, 1] X [0, 1] функция.

Пусть, далее, для каждой точки (х0, у0)£[0,1] X [0,1]\£ су 
ществует зависящая от точки (х0, у0) последовательность сред
них Абеля Аи) (х, у), и/10, при .у—*оо, ряда (3.1) с условиями 
(3.2) — (3.4), которая сходится к значению / (х0, у0) равномерно 
в точке (х0, у0).



О единственности рядов 459

Тогда ряд (3.1) является рядом Фурье—Лебега функции f (х, у).

§ 5. О единственности двойных тригонометрических 
рядов с лакунами

Рассматриваются тригонометрические ряды (3.1) с условиями (3.2)— 
(3.4). Для натурального N обозначим через множество коэффициен
тов апт ряда (3.1), участвующих в его квадратичной частичной сумме 
%NN (х, у).

Определение 5.1. Будем говорить, что двойной тригонометриче
ский ряд содержит лакуны порядка xl, I —целое, если существуют после
довательности натуральных чисел N, f 4՜ ос, Л/,-f 4՜ °°> та
ких, что

М/>С(Л//)',у>1, (5.1)

апт — о при апт 6 Q.MZ\ Qv?> у > 1. (5.2)

Доказывается следующая
Теорема 5.1. Пусть тригонометрический ряд (3.1) с условиями 

(3.2)—(3.4) содержит лакуны порядка х20 и последовательности 
Afj J -|- оо, Mj t 4՜ °° выбраны таким образом, что выполнено ус
ловие (5.2) и >

(5.3)

Пусть, далее, f (х, у) — интегрируемая на [0, 1] X [0, 1] периодиче
ская, с периодом 1 по каждой переменной, функция и последовательность 
частичных сумм ~XjXj (х, у) указанного ряда сходится по мере 
ла [0,1] X [0,1] к f (х, у).

Тогда, если условие

lim sup (х, у)| <4՜00 (5.4)

выполнено для всех (х, у) £ [0, 1] X [0, 1], не принадлежащих некоторо
му множеству, состоящему из счетного числа параллельных координатным 
осям отрезков, то указанный ряд является рядом Фурье—Лебега функции 
f (х, у).

Доказательство. Обозначив чере^

(6 У = а0 4- 2* У' ֊^- |е2ж/я₽ г՜* —е2*"1«'’֊1)2՜*) е2"м'+ 
П—Л՛ 2-in

4֊ 2“ У аот- 2՜*— еыт1ч֊1) 2՜1)
т֊֊х 2~im

X Л' „ , ,
X у՝ ' у ’ Цл,,‘ ^gJit/лр 2՜* е“Мп 1р—1> 2՜*) 2՜* 

л— — ,V m-. —пт
__  е2к1т (q-1) 2~*J (nt-ЧП-.)

Л'-ую квадратичную сумму ряда (3.35) и учитывая равенства (3.28) и 
(3.31), простой оценкой с применением теоремы о среднем значении инте
грала и теоремы Лагранжа, получим
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\В№ ” (6 ֊ (х, у)1 < с։ № 2-* . (5.5)
для всех (/, ■։)» к^> 1, 1 Р -С 2*» 1 -С д -С 2* и

(х, у)6(^ + (р-1)2՜*- ' + р2-*)Х(т + (д-1)2֊*, т + д2-*). (5.6)՛ 
/

Обозначив через А’лл’՜ ’’ (6 ^) сумму в метрике £։ ([0,1]’) остальных 
членов ряда (3.35), имеем

]] А?՝4'а, т))«л</т< 

о и
С22* У 'ая| I -|- С22* У 1ао'я^ _|_

-< |Л1^ па |т(7лг т2

+ 02« <У' £ 4- £ £
X |л| «;ЛГ |«И|;»Л^ П т \n\bN \т\<.!ЧП ГП

+ 02« £ £
|п| |т|>Л՛ П /И

(5.7)

Из (5.6), учитывая ограниченность коэффициентов апт, после простых 
оценок получаем

1 1 - . .
У| (Я&* ” (6 <)’■<&* < Са 2« • 1/ЛГ. (5.8)

•и о
Постоянные Сг и Сг в оценках (5.5) и (5.8) зависят только от макси
мума модулей коэффициентов а„т- Из (5.8) получаем

? 1 * *[ [ £ Е (^' ” (6 < О։ 26А-1/,7. (5.9)
J Л р-֊=1 V-։
о о

Пусть (Л/;), [Му] — последовательности, удовлетворяющие условиям 
теоремы 1.5. Пусть к], /^1 выбраны так, что

2‘>-։</(^)։<2^- (5.10)

Тогда из неравенств (5.3), (5.9) и (5.10) следует

Г( 21' (5.։։>
J л р^1 $-1 с (/у<)20 ՛
оо 77

Из (5.11) вытекает существование множества А <=. [О, 1] X [0, 1] полной 
плоской меры тА = 1, на которой

2*/ зkJ
!։га Е Е (^ л7’(#, ^))։=о, (<, т)£л. (5.12)

С другой стороны, из неравенств (5.5) и (5.10) следует 
«

1^'/;(6 т)— Ел,у (х, у)| < СЛ (5.13)

для всех (6 т) и всех /> 1, 1<д<2*/, если
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■(х, у)6(' +(р-1)2՜*', (5.14)

Из (5.2) и (3.35) следует, что почти для всех ((, т)

2*'+/' [5 (/+р2֊Ъ, , + ?2֊‘/) + Л’(/ + (Р -1) 2֊*/, х + (д_ 1) 2֊*/_ 

֊ Р {I + Р2 х + (9 - 1)2՜՜*') ֊ Р а + (р ֊ 1) 2“Ч х + у2“*>)] =

= В%’’ (6 т)4- /?£'’£/’ (6 т); ; >1, 1<р, ч <2‘/. (5.15)

Мы можем считать, что равенство (5.15) выполнено для всех

(£, ^)^А1г где А)СА, тА1 = тА=1.

Из (5.13), (5.15) и определения функций Ф*у»- (6 х, у) (см. (3.110)) 
следует, что если ({, т) £ А1։ то

1ф*/*у (6 ', х, у)—Елу/у (х, у)| < С^У + |Ял%‘ ” (6 т)| (5.16)

для всех (х, .?)(:(/, / + 1)Х (", т + 1), х =/= < + р2՜*, у^* + у2~1, 
к, 0, 1<^р-<2*, 1<у<2'. Фиксируя точку (х, у) и обозначив
через р, и у) те значения р и у, для которых выполнены (5.14)> 
получаем

|Ф*Л (Л X, у)— Ел7лгу (х, у)| < С,и + /?ж/'л7; Ч>Г (։, т)|. (5.17)

Теперь заметим, что из (5.12) следует

11т /гм^;’р(Л т) = о, (/, т)еА. (5.18)

Так как, согласно условиям теоремы, последовательность Ел7л'; (х, у) 
сходится к / (х, у) на любом квадрате [/, I + 1] X [', т -4-1 ], (/, т)£ А1 
по мере, то из (5.17) и (5.8) следует, что для любой точки (?, т)^/^

Нт Ф* « (/, т, х, у) = /(х, у) (5.19)

по мере на [/, #+1) X [т, ’ + 1).
С другой стороны, из (5.17) и условия (5.4) следует, что для всех 

(/, т) £ Аг неравенство

Нт зир|Ф*;бу(#, -, х, у)|< + оо (5.20)

выполнено для всех (х, у) £ (6 £+ 1) X ("> ’ + 1) где £с:р, / + 1]Х 
X [ь х 1] — множество, состоящее из не более чем счетного числа 
параллельных координатным осям отрезков. Из теоремы 3.1 следует, 
что фигурирующий в формулировке теоремы 1.5 ряд является рядом 
Фурье — Лебега функции / (х, у). Теорема 1.5 доказана.

В заключение отметим, что все доказанные в настоящей работе тео
ремы с соответствующими аналогичными формулировками можно распро
странить на /п-кратные тригонометрические ряды.

Институт математики
АН Армянской ССР,

.Ереванский государственный
университет Поступила 12. VI. 1985
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Ա. Ա. ԹԱԼԱԼՅԱՆ. ԿրկՏակի Լոաէկյո։6աշափական շարքերի միակաթյան մասին (ամփո

փով)

Դիտարկվում են
ՀՀ ՀՀ 2*1ոյր 2s/my _ __ ՜ /-|\V լյ Опте е , Опт— О-п.-т Uh

л-— - րո-—•»

եոանկյունայափական շարքերը, որտեղ

\апт\<М, Ул. m; Iimanm=o, \fm, l։mafl4 = 0, \fn: (2).
Ապացուցվում էլ "Г (*) պայմանին բավտրարող (1) շարքը գումարվում է Լեբեգի մեթո- 
գով, որում ածանցյաչ հարաբերությունները վերցված են պատահական երկուական հանգույց
ների զրա, վերջավոր և ինտեգրեյի ք (x, tj) Ֆունկցիային, ապա այն ք (х, у) ֆունկցիայի Ֆուր- 
յեի շարքն կւ

Այլք արդյունքից ստացվում ՛է հետևյալ թեորեմը.
Թեորեմ. Դիցուք Е-Ь փակ բազմություն է, որը կազմված է կոորգինատների առանցքներին զու
գահեռ հաշվելի թվով ուղիղներից և f (x, թ) ֊ր 7՞,= (0,1) X (0,1) քառակուսու վրա որոշված 
վերջավոր ինտեցրելի ֆունկցիա էւ

Այգ գեպքում, եթե (2) պայմանին բավարարող (1) շարքը Արելի մեթոգով հավասարաչափ 
գումարվում է ք(շ,ց)-ին յուրաքանչյուր F, F C Tt, կոմպակտի վրա, ապա այն f (x, թ) 
ֆունկցիա ւի Ֆուրյեի շարքն էէ

A. A. TALALJAN. On the unlquene** of double trigonometric eerie* (summary)

Consider the trigonometric series

£ £ arm e”'"" e-"my. a„m = a-n. (1)
n— —« m—

with
MI Уn. mi Опт ~ 0, Уmi Ит Qnni У«> (2)

|л/— |mi--
We prove that if the series (1) with conditions (2) and the knots of deriva

tive ratio taken from the random dyadic lattice, is Lebesque summable to a finite 
integrable function / (x, у), then it is the Fourier series of that function.

From this result we derive
Theorem. Let E be a closed set in the plane consisting of countable number of 

lines, which are parallel to one of the coordinate axes. Let a function f (x, y) be 
finite and integrable on the Т։==(0,1) X (0,1).

If the series (1) with conditions (2) is Abel summable to the function f{x,y), 
uniformly on every compact F, F CT}\E, then it is the Fourier series of /( x, д').

ЛИТЕРАТУРА

1. ©. Г. Арутюнян, А. А. Талалян. О единственности рядов по системам Хаара и 
Уолша, Изв. АН СССР, сер. матем.. 28:61, 1964, 1391—1408.

2. J. A th. Mand Welland С. V, Convergence, summability and uniqueness of mul
tiple trigonometric series, Trans. Amer. Math. Soc., 163, 1972. 401—445.

3. X. О. Мовсисян. О единственности двойных рядов по системам Хаара и Уолша, 
Изв. АН Арм.ССР, сер. матем., 9:1, 1974, 40—с’.

4. В. А. Скворцов. О единственности рядов Хаара, сходящихся по подпоследователь
ностям частичных сумм, Матем, заметки, 4, ьып. 6, 1968, 707—714.

5. В. А. Скворцов. О множествах единственности для многомерных рядов Хаара, 
Матем, злметки, 14, вып. 6, 1973, 789—798.

6. V. L. Shapiro. Uniqueness of multiple trigonometric series, Ann. Math., 66, № 3, 
1957, 467-480.

7. V. L. Shapiro. Sets of uniqueness on the 2—Torus, Trans, of the Amer. Math.. 
Soc.. 165, 1972, 127-147.

8. W. Willlmar, R. Wade. A uniqueness theorem for Haar and Walsch series, Trans 
Amer. Math. Soc., 141, 1969, 187-194.

9. А- Зигмунл. Тригонометрические ряды, Изд. «Мир», М., 1968.


