
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈ1ՔՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1ГшрЬ|Гш<л)1Цш XX, .V։ 6, 1985 Матемашиа

УДК 517.53
Г. А. БАРСЕГЯН

СВОЙСТВО БЛИЗОСТИ а-ТОЧЕК МЕРОМОРФНЫХ 
ФУНКЦИЙ, И СТРУКТУРА ОДНОЛИСТНЫХ ОБЛАСТЕЙ 

РИМАНОВЫХ ПОВЕРНОСТЕЙ 
(продолжение)*

§ 3. п. 1 Построение областей 5/(п, I) От(։)) и
В1 (п, и От (/)) и их свойства

Обозначим через </* ту из двух дуг больших окружностей, яв­

ляющихся граничной дугой области Вт (п), которая ближе к области 
Вт+\ (л); <1т — ту из двух дуг больших окружностей, являющихся 
граничной дугой области Вт+1 (п), которая ближе к области Вт(п). 
Концы кривых и лежат на кривых Г" и Г' и делят каждую 
из кривых Г* и Г' на три части. Обозначим </т среднюю из трех дуг, 
на которые делится кривая Г"; среднюю из трех дуг, на которые 
делится кривая Г'.

Пусть От, (т = — т**, — 4-1,--■» %*—1)—та из двух одно­
связных областей, ограничиваемых кривыми </я, с/й, 4т, которая 
не имеет общих точек с Во (п); £>(оо), (О (0))—та из двух „улитко­
образных" областей, составляющих множество

5\{В0 (п)ц В-^(п) • .ц5е (л) Ц - • • Ц Ц-֊1 },
которая содержит точку со, (точку 0); </+(ос) =д£)(со) П Г";

а֊ (оо)=<?£> (оо)\</+ (ос); «/+ (0) =дО (0) П Г';
</֊(0) = д£>(0)\</+(0).

Рис. 3. (Вид на сферу сверху).
(Жирной линией ограничена область О (оо); точками намечена часть границы 

области Ва (п ; заштрихованная область—область Во (п)).

Начало см. в № 5 с. г.
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Примыкающий к Л(п, /) по кривой <Гт («Г (ос), </+ (0)), про­
стой остров над От, (О (со), О (0)), если таковой существует), обоз­
начим через £>,„(/), (О(°о, I), £)(0, ։)). Соединив с областью Я (п, г) 
все примыкающие к нему по кривым сГт (</+ (»), а* (0)) острова 
От (/) (О(со, 1՝)> 0(0,1)), получим некоторую область, удалив из ко­
торой множество (и (1т II («>)и (0)|, получим область В' (п, II

{т} 

и От (։)).
Рассмотрим подробнее конструкцию этих областей. Для за­

данного значения ։0 разобьем множество значений т (=— т**, ... 
..., т*—1), на группы. Первая группа Жх состоит из наимень­
шего значения т (положим гл1 (/0) и всех тех последующих номеров 

т1 ('о)+2»'• '> т1 ('о)» с каждым из которых к В (п, ։0) при­
мыкает область От,(1,-((0)> От, (г0),- • •, От^} (/0) (заметим, что для 
заданного /0 вообще может не быть ни одной группы и что группа
Жг может состоять из единственного значения тх (4)՝. Это означает,
что для номера т\ (/0) + 1 не существует простого острова О (4).^*2 (^»)+1

Если т^(/о)т&'։*—1» то группа Ж։ начинается с номера тг (/0)^> 
^>/п^ (/0) +1, с которым в первый раз после номера т\ (/0) область 
О„, <г.) (4) примыкает к В (п, г0). Все те последующие номера т։ (/0)-{-

1,՛ • ■» т2 (/0), с каждым из которых к В (п, г'о) примыкает простой 
остров над £>т,(/,)+! • •. ^т'(/.)(4)» совместно с номером т։(70)со՜
ставляют группу Ж2 (заметим, что группа Ж։ может состоять также 
из единственного номера т2 (?0)). Если т'2 (10) =/= —1, то аналогич­
ным образом определим группу Ж։ и т. д. Получим некоторое чи­
сло а (;0) групп Ж^, каждая из которых состоит из некоторого набора 
значений тя (70). ^ч (4) 4՜ 1»’ •?» тч (4)» (где тд (1й), в частности, мо­
жет равняться тч (4))-

Если область В (п, г0) соединить с примыкающим к нему по кр։^ 
вой </*, , простым островом £?тп0(70),то очевидно: 1) к области О„, (г0) 
примыкает по кривой (</“։) область

От, (п, 1'^(8 (п, /0) (Вт.+1 (п, 4)с В (п, /0)),

проекция которой на сферу совпадаете областью Вт, (и) (Вт,+1 (п)); 2), 

примыкающие (в силу определения В (п, /)) к областям Вт, (и, г0) и 

Вт,+1 (п, 4) простые острова над Во (п), являющиеся, в свою очередь» 
частью простых островов над В'о (и), совпадают.

Таким образом, для заданной группы Ж?, примыкающие к остро.

вам Втя (/,) (п, ։0), • • •, (п, ։0) (по линиям сГт (1>), • • •, <Гт-(1г)), про-
Ч Ч. 9

стые острова над Во (п), являющиеся, в свою очередь, частями про­
стых островов над В'о (и), совпадают.

Обозначим этот простой остров над Во (п) через Во (п, /о, Ж?).
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Будем различать два случая: область Во (л, г0, ЗК5) совпадает 
(соответственно, не совпадает) с простым островом, являющимся 
частью области В'^ (Л, и От (70)|, проектирующейся в область Во (п). 
В записи эти два случая будем отличать, подставляя вместо индекса 
д индекс, д* (соответственно, д*”).

Обозначим М (п, г0, ЭТ??) область (см. рис. 4)

(Дп?<г.) (л, г0), ЦДи,('«> <'о))1Ь и (Вт^(п, (/։) (/о)) И

Ы <П’ '<։)>

М' (п, г0, 2К?)— область, которая получится, если в предыдущей за­

писи заменить 5т?(/,) (п, г0) на Втд(1,) (л, г0) (где Дя?и,) (л, г‘о)—остров 

над Вт՛ (1. (л), содержащий остров Вт (л, г0), который существует 
я1 ~ 4

по построению), а (л, 70) заменить на Вт'^+х (л, /0). Об­

ласти М' (п, ։0, ЯК?) и Во (л, 4, 2Х?) граничат в частности по общей 
дуге 1' (л, г’о, £К?) = <Ш'(л, г0, Ж?) Л Г'. Выделим на каждой из двух 
больших окружностей, проходящих через точку со и концевые точки 
линии Г (л, г0, ЗХЧ), участки, которые целиком лежат в Во (л, 70, ПХД 
кроме концевых точек, одна из которых является концевой для дуги 
1' (л, г0, ЯХ9), а другая лежит над кривой Г". Обозначим через В'й (л, 
г0, Ж«) среднюю из трех областей, на которые разрезы по этим 
участкам делят область В0(п, /0, 2Х?). Очевидно

дВ'о (л, г0, Ж?) П дМ0 (л, г0, ЗП?9)= 1' (л, г0, 2ИД

Рис. 4 
(Штриховкой обведена Область М (л, Го, 2Х9)! тичкаии обведена область М' (л, ГОг 

шг,))-
Обозначим теперь

в,.(л, и а0))= в: (л, и £>т (го» и (и V (л, г0, адь 

где объединение внутри фигурной скобки ведется по всем д*, опреде­
ленным выше.

Очевидно, выполняется следующее
Свойство 1. Область В;,(л, и £>т (г0)) »однолистна*, т. е. в 

каждую точку сферы проектирует ся не более одной точки этой обла­
сти и, вообще говоря, многосвязнл.

По построению, каждый остров над Во (п), Вр (п), р=— “։**, ••• 
•••»■։*, являющийся частью области В<,(п, (го))1 является, в то же

время, частью простого острова над Во (и), Вр (и), р = — ■։**,• • •, "*»
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Присоединив все те части этих островов над Во (л), Вр (л), р = 
= т*. которые проектируются в множества В'о (л)\В0 (л),

Вр(п)\Вр (п), р— — "**,•• ՛» х* к области В, (л, и£>т(70), получим не­
которую область на Р. Присоединив к последней области все области 
В'а (л, 70, ЯК,«»), (гДе <7** определено выше), получим нужную нам об­
ласть В', (л, иДя(70)). Из построений легко вытекают следующие 
предложения.

Свойство 2. Область В'։ (л, и От (70)), вообще говоря, не од­
нолистна, в частности, если она содержит область типа В‘о (л, 70, ЯХ?««), 
то над каждой точкой сферы, в которую проектируется некоторая 
точка области В'о (л, 70, )> лежит две точки, принадлежащие обла­
сти В'о (и, 11 Дп (70)).

Свойство 3. Область В/, (л, ЛДп(70)) принадлежит области 
В'1г (л, и Дп (70)).

Для любого 70 расстояние р(л) между границами этих областей, 
понимаемое как длина кратчайшей кривой, лежащей наВ/։(л, II Дн(70)) 
и соединяющей границу этой области и области В<а(л, II От (70)), 
удовлетворяет, с некоторой постоянной К31, неравенству

Р(п)>^- (3.1)
Лв

Пусть ^ — количество тех областей у =0, 1, 2,։՛՛, Ь, принадле­
жащих |Дг., т— — т**,-••, ■։*—!, Д (оо), Д (0)|, соединение которых 
о проекцией на сферу замыкания области В/(п, II Дп (7)) дает всю 
■сферу.

Нам потребуется следующая оценка:
ф г л, — /с
У к, <45(з) 4֊ — 5 (з) 4֊ п1’ £, (3.2)
.-Г п

где К3й, Км — некоторые постоянные.
Покажем это. Если л’(Дт), т— — -**, • • •, т* — 1 (п՝0 (О (тс), 

л^ (Д (0))) — количество тех простых островов над Оп, (Д(оо), О (0)), 
которые не примкнули к островам В(л, 7), 7=1, 2,•••, Ф (л), то оче- 
виднб

По^т)<п0«)֊Ф(л), т = -։♦—!, (3,3)

"Ь (°°)) < "о (^ (оо)) — Ф (л), 
л;(£>(О))<ло(</мо))-Ф(л).

Из теоремы А' легко вытекает, с некоторой постоянной Км, оценка 

"о(<7+(°°))> л0(</+. (0)), п0«) <5(5) К^пЬ,

т = —т х* —1.
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Подставляя последнее неравенство и неравенство (2.9) в (3.3) и 
суммируя, придем к утверждению

<1։£ т*-1 
г л; (Дот) + п-(£) (со)) + „;(£> го» < 

/Я“-
< (**• + X* + 2) | Кп пЬ + 16 (т**-^* +1) 5 (з)+ 

I п

4֊ (,♦* + ,*+1) кзв л1а £ I С — 5 (5) + К41 п” £, (3.4)
) п

где некоторая постоянная (здесь мы учли, что т** -|- т* <2кп։).
Запишем неравенство (2.1) для совокупности областей О (со), 

О (0), От, т= —т**,...,т*. При этом в качестве кривых ₽р, р = 
— —■։** + 1,-• •, т* — 1, соединяющих области Ор и £>р+։, возьмем 
кривые </*; в качестве кривых , (₽-•), соединяющих области О (0), 
£>_,»♦, (2Х»_1, £>(«)), возьмем кривые Л'_х,„ (<ГХ. ); в качестве кривых

рР1 р——возьмем границы областей Вр (и).
Разделим линии дВа (л) Л 0 О (со) и дВ0 (л) Л дО (0) на три равные 

части. Проведем “параллельные“ линиям Г' и Г" разрезы, соединяю­
щие соответствующие точки делений. Эти разрезы делят область 
Вр (л) на три “подобные“ области, границу средней из которых обо­
значим Р'.+1. В качестве кривой Ре+, возьмем произвольный из описан­
ных разрезов. '

Таким образом, все построения, нужные для подсчета Ло, уже 
сделаны.

Грубый подсчет, аналогичный проведенному выше, приводит с 
некоторой постоянной Кп к неравенству

Ло(Ж £»„_,, 2? (со)) Л1’. . -
У читывая еще, что с некоторой постоянной справедливы оценки

/о(/?(О)), 70(Дт), т=• 1, /0(£ (со))> Ц-, ,
л

применив последние к неравенству (2.1), получим (Кы—некоторая по­
стоянная)

2՛ [5(з)-л0(ад+25(з)-л0(£)(Оо)) - 
• т«*—

- Ло (О (0)) < 45 (з) + К» п* Ь. (3.5>
Из неравенств (3.4) и (3.5) вытекает следующее утверждение: для 
количества

йеГ т’-1
^1— 5} [п0(Дп)—Л0(£>т)]-|-

+ [ло(2)(со))-л“(/)(оо))]+[по(2)(0))֊л0։(^(0))]
всех примыкающих к В (л, ։), 1=1, 2,•••, Ф (л) простых островов 
над О (0), £>(оо), От, т = — т**, • • •, т*—1 выполняется оценка
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л> [(’** + + 2)՜4] 5 (з) - 5 (з) - (Кч+К„) л17 £. (3.6)

Если из выражения Ф (л)(^** + **-г2) (показывающего общее количе­
ство простых островов над линиями с/+ (со), 4* (0), сР,, т = —-**,•• • 

—1), которые являются одновременно граничными участками 
областей В1 (п, О Лп (/)), ։=1» 2,' ■•,$(«) отнять выражение Рх, то 
разность, очевидно, будет равна сумме 2^1՞’ к/. Отсюда, учитывая 
еще, что для любого р по неравенству (2.6) выполняется

Ф(п)<п0(6;)<5(5) + К,4п’£, (3.7)

получим (л^>л0)

у &<45(з) 4-^5 (5)+ (Л'ъ + Ы п" (т**+г*+2) К։1л'£< 
"1 п

< 45 (з)+ -5(з) 4- К„ л17 £,
л

т. е. неравенство (3.2).
Пусть теперь наша поверхность /• является образом односвязной 

области £> при отображении некоторой однозначной функцией ги (г). 
Положим, что для функции ш (г) существуют все встречающиеся да­
лее интегралы.

Пусть Е((Е) (Е/(£)))— прообраз области В, (п, и Вт (/)) (В<(л, и

К Вт (։))); Ф (х> В)> (Ф (у> О)) —количество областей Е/ (£)), имею­
щих общие точки с отрезком (Д)=(г : Ые г = х| П О (соответствен­
но, с отрезком /у (£))=(г: 1т г — Л О); кх (О) (ку (О)) — сферичес­
кая длина образа отрезка (£>) (соответственно, отрезка /у (I))) при 
отображении функцией ш (г).

Положим, что при заданном х0 число Ф (х0, О) > 2. Тогда для 

каждой области Е/, (О), имеющей общие'точки с отрезком (£)), най­
дется очевидно на этом отрезке интервал, образ о/, которого при 
отображении функцией да (г) соединяет граничные кривые областей 

Е/, (£>) и Е/, (£>). Следовательно, в силу свойства 3) имеем

л"
тде р (X) — сферическая длина X.

Поскольку очевидно
Ф (А. О)

Р(8,։)<£х.(£», 
х—1

для таких х0 получим
ФСг.-Д) _։ Ф(х., О) пв

Ф(х0,£>)= 2 1<- 2 р(Ч)<^£х.(Д).
»—1 А։7 X—1 Д։7
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Учитывая еще случай Ф (х, D) <^1, получим неравенство

Ф(х,£>)<^-£, (£>) + !, (3.8)
^»7 

справедливое для всех х.
Аналогично получим неравенство

Ф (у, 2>) -<£-£у (£>)+!. (3.9)

A3-j
Если D\ х = inf Re z, Di,x = sap Re z, D\, y = inf Im z, Dj,y = sup Im z, x£D x£D x£D x&5
то очевидно интегралы

D2, X °2. у
j* Ф (x, D) dx и J Ф (y, D) dy 

Di,x . ' Di. у

равны, соответственно, величинам
Ф (л)
У (sup Re z — inf Rex)
‘“I z(E{(D) 

и 
ф (Л) 
У, (sup Im z — inf Im z). 

zgf, (D) X&Wi

Очевидно d (Ei (£>)) меньше суммы выражений в предыдущих скобках,, 
так что

^2» х ^2 у
ф (я) — С Г
£ d (Е1 (£>))< I Ф (х, О) dx+ I Ф (у, О) dy,

°1, х °1, у

откуда, используя неравенства (3.8) и (3.9), имеем
Лп г До «

Ф(п) ~ в г р р ч
У <Г(ВД<7- Ьх(О^х+ Е,(О^у\- (3.10)
/-։ лз- И и )

°1. х °։, у

Обозначив (в терминах функции ш (г)) величину 5 (з) через А (О, ш) 
и £—через £ (О, ш) и подытожив полученные утверждения, получим 
следующее

Первое основное предложение. При заданном, четном:

п п0}>100 в области О можно указать Ф (и) областей Е[ (О), для 
которых выполняются следующие свойства:

I. [Ф (п)— А (I), ш)|<р1 (О, ш), (3.11)

где (£), w) = — Л (D, «,)+ Ktt n11 L (£>, w). 
n
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II. В каждой области Ег (£>) функция <ш (г) однолистна՛, на 

границе Ег (£>) функция не имеет кратных точек; Е, (£>) П 

Л Е] (О) = 0, при г ¥= у> замыкание множества ш (Ег(О)), стерео­
графически отображенное на сферу, совпадает со сферой с неко­
торым числом кг исключенных из сферы односвязных областей 
А/ =1, 2, • • •, кг, П Ду, = 0 при /\ у։.

III. Существует такая постоянная Кг-„ что диаметр р(Д}) (в 
сферической метрике) каждой из этих областей А), /=1, 2, ••• 
•••,ф(п),/»1.2, • • ■, кг удовлетворяет неравенству

рД)< —• (3.12)
л

IV. Общее количество этих областей удовлетворяет неравен­
ству

^кг^АА (£>, ш)+ (?. (О, ги), (3.13)

где Оз (О, ш) = ^-А (О, го) + Е.1в л1' £. 
л

V. Сумма диаметров областей Ег (£>) удовлетворяет нера­
венству (3.10).

Здесь предложение I вытекает из неравенств (2.9) и (3.7), пред* 
ложения II, IV, V установлены ранее; предложение III вытекает из 
того, что области՝ А, £ {2)(оо), £)(0), От, т = —г**, •••,■։*—1), а диа­
метр каждой из последних областей есть величина порядка 1/л.

Из первого основного предложения легко выводится теорема 1.2. 
Теорема же 1.1 выводится из следующего более общего и точного 
результата.

Второе основное предложение. При заданном четном 
п > по^>1ОО в области О можно указать Ф(л) областей Е/(О), для 
которых выполняются следующие свойства՝.

I. Ф (л) удовлетворяет неравенству (3.11).
II. В каждой области Ег(О) функция хи (х) однолистна; на 

границе области Ег(О) функция хс (г) может иметь кратные точ­
ки; Ег(П)Г\Е/ (О)=0 при 1=(=]; замыкание множества хи (£1 (О)), 
стереографически отображенное на сферу, совпадает со сферой с 
некоторым числом кг исключенных из сферы односвязных областей 
АР /=1> 2> ‘ . кг, Д'։ П Д'։ ~ 0, при г =/= у.

III.

р(др<—’• л
։ = 2.---,Ф(л), у=1, 2,-..,^. (ЗД4)

Ф (я)
Ё кг < 2А (О, ю)4- р, (£), и»), (3.15) 
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где О, (£>, «) =КХ (— + — А (О, «,) + ЛГ։1 и” £ (£>, ш),
\ п р /

V.
*(я! _»
2 </(£,(£>))< (1+ ?)£-х 
|֊1 л։7

°2. х у
х| У Вх(О^хт- 1,(ОНу} + 2(1+р^(О). (3.16).

°։, х в1, у

Пусть л, р (О) (пир(О))— количество кратных, с учетом крат­
ности (без учета кратности) островов над некоторой областью £), крат֊ 
ность которых не превышает некоторого числа р (р, очевидно, боль­
ше единицы); п’р(О1Я, Ц В,), т =—х**,•••,■։♦—1 (л՞ р(£(со), и В,), 
л* р(О(0), ЦВ,))—количество кратных, с учетом кратности, остро­
вов над От, т — — •։**,•••, т*—1(£)(со), £) (0)), удовлетворяющих ус­
ловиям:!) кратность каждого из этих островов не больше р (р>1),. 
2) каждый остров над линией (Гт, т =— х*֊—1 (</*'(оо),.

(0)), являющийся граничной дугой определяемого острова, являет­
ся, одновременно, граничной дугой некоторого острова В/ (л, и От (г));.

т. Р (От, ЦВ^.т^- х**,- • х* -1 („;, р (£) (оо), и В, ),
л»
Л]. р (В (0), и В/))—количество тех же островов без учета кратности.

По определению, для каждого острова над £>т, не являющегося 
островом типа п] р (От, II В<), найдется простой остров над d'm, яв­
ляющийся граничной дугой этого острова над £)т и не являю­
щийся граничной дугой ни одного острова Вг (л, Ц От (г)). Отсю­
да, учитывая, что общее количество простых островов над <7^, не яв­
ляющихся граничными дугами областей В/ (л, II (։)), не больше чем 
п (<£^) — Ф (л), получим

пг, р(От) — п', р (£>.„, О В1 )< п^п) — Ф(л).

Это же неравенство верно, если заменить в нем на с/+(оо) (или 
</+(0)) и От заменить на О (со) (или 0(0)). Суммируя эти неравен­
ства и учитывая оценки (3.7) и (2.9), получим

аеГ •։•—1 ~ —
в» == У [л:, р (От)-- Л1, р (От, ив4)] +

+ [л։,р(£)(ос))—п*,р(В(°о), и Вг)] +

+ [л։, р (О (0)) - пг. р (О (0), и Вг)] <

< (х** + х* + 2) [ 16 <т** + т* + 1) 5 (5)_(1- + -л _|_ 1)Х 
I п

X ки Л1’ Ь + К* Лв£,| с ֊ в (з) + К^9 ли £. (3.17) 
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Пусть ns(£>) — количество кратных островов над некоторой облас­
тью D без учета кратности. Так как n2(£>) <n։(D), применив нера­
венство (2.1')> легко получим с некоторой постоянной Ki3 неравенство

def
Р։ = [л, (Лп) — Л1, f (Ля)] 4-

т——■։**

-г[п։(£)(со)) — Л|,р (£>(<=□))] 4-

+ [n։(D(0))-ni.P(D(0))]<: £՛ h

+ л, (Л(°о)) + Wj (£> (0))^ 2 5 (3 18)
р— 1 р — 1 р—1 р — 1

(здесь мы учли, что кратность каждого острова, число которых фигу­
рирует в разности под квадратными скобками, превышает число р).

Из определений имеем равенство
п (D) — гц (£>) = п0 (D) + п2 (D), 

используя которое получим 
def 1

л= S [л {Dm}- П1 (£>«,)] 4- 
гп«=— X**

4- [л (Л(оо)) - П1 (Л(ос))] + [п (£>(0)) - Л1(Я(0))] =
= Ро4-А4-Р։4-Р34- Р։,

где . •
def т*—1 —ф

^5 = р (Dm U Bi) +
* /л«—

4-л։, р (Z) (о°), U Bi )-|- т, р (D (0), (J Bi).
Отсюда и из неравенств (3.4), (3.17), (3.18) вытекает оценка

Л + Л> Л^±^8 + 2\ S(s)_(К41+к4в+ \ ли £.

\ п р—1 / \ Р — 1 /
Откуда, применив вторую основную теорему Л. Альфорса, с некото­
рыми постоянными Кк и получим

л+р8 4- р, > р<+е**+^*) 5 (s) ֊

- Кк С — 4- — V (S) - Ли n” L. (3.19)
\ п р /

где 
def т»-1 , -

Л = S [ni.p(Dm, UA)-n,.p(Dm, UA)]4- 
m«=—г**

4-[nj, p(£)(co), и Л)—ni, л (D(co), uBi)] 4՜

+ [m, p (D (0), U Bi)—nj, p (D (0), и Bi )]•

Острова, входящие в определение П1,р(От, II В1), обозначим через 
(х), х номер острова. Проведем из каждой алгебраической точки 
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ветвления острова От (х) разрезы по дугам больших окружностей, 
соединяющих эти точки с одним из концов дуги дйт П этот ко­
нец один и тот же для всех алгебраических точек ветвления из 
От (х). Если кратность острова £)«(<) равна некоторому РхХр), 
то проведением этих разрезов остров От (х) распадается на рх одно­
связных и однолистных областей От (х, у), у —1, 2,•••, рх. Проведя 
аналогичные разбиения для кратных островов над О (оо) и £1(0), по­
лучим некоторые подобные области /X. (х), £)0 (х), £)„ (х, у) и О0 (х, у). 
Заметим, что замыкание проекции на сферу каждой из областей 
О'т (*> У) (^- (*» /)» А (*» У՛)) совпадает с замыканием области От (£\*), 
Э (0)). Присоединим к каждой из областей В/(п, и От (։)), 1=1,2, ••• 
• •Ф (л) все примыкающие к ней по дугам кривой сГт (</+(со).^(0)). 
области О'т (х, у), т=— '։**,•••» '*—1 (£>- (х, /), О0 (х,у)). Получим 
ф (л) областей В1,(п, иВт(1), II От (х, у)), 1 = 1, 2,՛ ■ •, Ф (л). В силу 
сделанного выше замечания замыкание каждой из этих областей сов­
падает со всей римановой сферой с некоторым числом к/ исключен­
ных из сферы односвязных областей Д', у=1, 2, •••, к[, причем каж­
дая из областей Д^ проектируется в одну из областей О (0), О (оо), 
Р/п, т=— “։**,•••, т*—1. Следовательно, для областей Довыполняет­
ся неравенство (3.14). Обозначив Е^В)—ш-ЦВ1(п, иДп(0, и£>т(х, 
У՜))), заметим, что в силу построений, для областей Е^О) выполня­
ются предложения I, II, III второго основного предложения.

Точно так же, как и при выводе неравенства (3.13) заключаем, 
что

Ф(л)
2 к, < Ф (л)(т**+т»+2)֊ [Рх-1-Л+Л1, 

1—1
отсюда, используя неравенства (3.7) и (3.19), получим

Ф (л)
5] ^<2 5(5)֊Л+^Г+:*+2)л'и 

I—к

+ А» (— + —) 5 (з)+ Лм Л17£, (3.15')
\ л Р /

т. е., с учетом того, что Рв>0, неравенство (3.15).
Остается доказать неравенство (3.16). Очевидно выполняется 

оценка
Ф (л) Ф<л) —
X </(£<(Л))<£ </(£(£>))+ 
Х—1 1=1 ,

+(“’■* <а (х> /))) + а <ш-։ <х’+

+/£ 2 2 «/(ш-ччл*. /)))• (3.20)
т—(ТУ

Из геометрических свойств проведенных построеный вытекает (анало­
гично свойству 3), что длина р' (и) кратчайшей кривой на поверхно­



сти наложения Р, соединяющей граничные участки двух произвольных 

островов типа щ, р (От), т, Р(О (ос)), Л), р (0(0)), удовлетворяет нера­
венству

п*
Теперь, точно так же, как из подобного неравенства (3.1) было вы­
ведено соотношение (3.10), получим

£՛ £ </(«,֊' (О'„ (х))) +

+ (и~' (£>_ (/))) 4- V (ш-1 (£)0 (х))) <

1։2, х °2. у
<-֊-{ У £, (£>)</* + у Ь>(О^у^-^(О). .

°։, х °։, у
С учетом того, что кратности каждого из островов От (х), О- (х), 
Оо (*) не превосходят числа р, заключаем, что тройная сумма в (3.20) 
не превосходит правой части последнего неравенства, умноженного 
на р. Так что, учитывая еще неравенство (3.10), получаем оценку 
(3.16), чем и завершается доказательство второго основного предло­
жения.

Доказательство теорем 1.1 и 1.2. В. частном случае, ког­
да во втором основном предложении функция ш (г) является меро­
морфной в |г| R < оо, а область О=О(г) = (х:|г| -С г), величина 
А (О, и>) = А (г), а £ (О, и) = £(г). Тогда, фигурирующая в фигурной 
скобке неравенства (3.16) величина представляется в виде

г / Г ки \ г/ Г

Последняя величина оценивается в силу неравенства Коши—Буняков- 
ского через

г
2 [ Гт֊֊

Л J 1 4-|ш(г)1 о о
Учитывая еще, что d(D (г)) = 2кг, вместо неравенства (3.16) получим 
(Е1(г) = Е1(О(г))

ф<") - 16d(El(r))^(l+p) п>^-гА^(г). (3.16')
»-։ л„

Для оценок 02(О(г), ш) и 01(0 (г), то) используется следующая
Лемма 1 (см. [1], с. 331). Пусть а>(г)— псевдомероморфная 

в И 00 Функция, причем при оо полагаем, что

Нт (R - г) А (г) =4-оо. (3.21)
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Тогда при R = оо для любого фиксированного s 0 неравенство
1

L(r)<[A (г)]2 "

справедливо при г £ (0, ooJXf где Е=*Е(г) — некоторое множество 
конечной логарифмической меры. При R оо существует такая моно­
тонно возврастающая функция Ч’1(г), стремящаяся к + оо при г — R, 
что неравенство

£(г) <Р!(г)<Л(г)
справедливо на некоторой последовательности г* —» R. Положим те­
перь во втором основном предложении п = р = п (г) = [? (г)]*, где 
[Л]* — целая часть числа X. Взяв при R = оо, <р (г) А1/35 (г) и под­
ставив эти значения п и р во второе основное предложение и неравен­
ство (3.16'), получим теорему 1. Взяв при R< со, <рп(г) <¥10՜), придем 
к следующему результату: пусть w (z) — мероморфная в |z| R оо 
функция, для которой выполнено неравенство (3.21). Тогда при <р17(гХ 
<<р։(г) для функции w (z) справедливы все утверждения теоремы 1 
с заменой r£(0, oo)\f на г*-» оо.

Аналогично получаем теорему 2 и, соответственно,ее аналог для 
случая R<C "о. В случае, если w (z) псевдомероморфна в |z| < R -С со 
используя рассуждения, приведенные в конце доказательства теоремы^ 
2" работы [2], вместо неравенства (3.16') получим

ф <«) 16
£ d (Е, (г)) < К- -р— (1 + р) п' г А՝՞ (г), (3.16")

откуда дословно повторяя все остальные выкладки, получим следую-, 
щий результат: для такой функции! справедливы теорема 1 (2), если 
в последней в неравенстве (1.4), ((1.7)) постоянную К заменить по­
стоянной К К.

Все приведенные результаты настоящей работы ока зываются 
также верными, если каждый раз в оценках диаметров множеств 
d(Ei(r)) постоянные А заменить на К К.

Отметим еще, что от результатов настоящей работы можно так­
же перейти к их проинтегрированным формам, в духе неванлинновской 
теории, если использовать следующие оценки.

Лемма 2 (Майлз [74], Гыжа [75]). Пусть w (z)— мероморфная 
в |z| R -С со функция (причем при R < ос выполнено неравенство 
(3.21)). Тогда при R = со оценка (г0 фиксировано)

Г
J dt = Ö [ / Г (г) In Г (г)]

выполняется при г-* со, г~£Е', где Е'— некоторое множество зна­
чений г конечной логарифмической меры.]

При R < оо оценка

[Мв.л=0Лгм1пЛГ(г)|'«1
J < U R—r 1 I
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выполняется при г—* R, гЕ", где Е" — некоторое множество значений 
г, для которого справедливо неравенство

существует и равен р, б) гк £ Е, где

Доказательство теоремы 1.5. Пусть г4— последователь­
ность значений г, стремящаяся к Ч՜՜0, на которой выполняются сле­
дующие соотношения:

Нт Ь
*-» - 1п г'к

Е— множество исключительных значений г, фигурирующее в тео­
ремах 1 и 2.

Чтобы убедиться в возможности выбора таких значений г'к, за­
ме тим, что если гк — последовательность, на которой справедливо со՜ 
отношение а), то последнее справедливо также на любой последова­
тельности Рь — {г г’к^ г <2г*}.

Но объединение множеств Р* имеет, очевидно, бесконечную ло­
гарифмическую меру, так что из неограниченного множества II Р*\£՜ 
можем выбрать требуемую последовательность гк.

При р>0 для последовательности гк выполняется еще следующее 
свойство в): при е^>0, гк=г'к/(Д1'2՜’ (г))

В силу рассуждений пункта 4 в противном случае сферическая площадь мно­
жества а (г)) превосходила бы ~А (гк), что невозможно, в силу опреде­
ления А (г).

Д(г;) = о[л«)], г;֊>сс. (3.22)

В самом деле, по определению на г’к выполняется при р<С°° А (гк) > 
ПРИ гк^>г1г так что при г'к^>г2>ги е<^р, 

. . ,<*<-) , ,•
А (г*Х(г*У+*< (г*) =0 [Д (г*)], Г4— оо.

При р = со соотношение очевидно.
В силу рассуждения, с помощью которого выводится соотноше­

ние б), справедливо также г): гк, удовлетворяющее соотношениям а), 
б), в), можно выбрать таким, чтобы г* £ Е.

Пусть Ф* (г։, г։) (Ф‘ (г1։ г։))—количество областей £/(г) (г))»
фигурирующих в теореме 1' (I"), целиком лежащих в кольце (г : 
< |г| < г։). В дальнейшем мы положим, что в теоремах Г и I" величи՜ 
на (г) = Д‘(г).

Заметим, что количество областей Е/ (,гк), целиком лежащих в 
есть величина о [А (гх)], гк~* со, так как это количество есть 

величина порядка А (гк)*, а для последней выполняется соотношение 
(3.22). С другой стороны, используя рассуждения, приведенные при В 
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выводе оценки (3.16), получим, что количество областей Е< (г'к), име- 
ю щих общие точки с jz| = rj, оценивается через

(1 + р) — /- (О = О [?’L «)], г; - со.

Учитывая, что Гк^Е получим, что это количество есть величина по_ 
рядка о [Л (г*)], г*-»оэ.

Из предыдущих двух предложений вытекает
Ф* «, <) = А (г'к) + о [А «)], < ֊* СО, (3.23)

и точно также выведем

Ф1’ (г*, Гк) > А (rj) + О [А (rj)], г'к — со. (3.24)
О

Обозначим
A« (r'k, J. (rk)) = \z : rk < jz| < r'k, |arg z — <P« (rt)|<2ita),

/« (r'k՝) = iz: arg z = <p. (r'k), |z| >0}.

Для заданного г'к очевидно найдется такая область Д]д (г'к, ]1/2 (г'к))^ 

что количество Ф։/г (л», /к/г) областей ^(г), имеющих общие точки с. 
Д1/2 (гх, _/»/2 (г*>) не меньше, чем Ф*(г*, г'к), так что в силу (3.23)

Ф։/2(г*. А (/\)+՜ 0 И гк՜*՜ 00 •

Поскольку диаметр каждой из областей Е( (г), фигурирующих в тео­
реме 1', не больше Ку8 (г'к) г'к/А՝"* (г'к), то ни одна из этих областей 
не имеет общих точек с , (г'к, /1/2 (г')) при Х>г (е.) (так как ми-~*Т*1 ж л Ж
нимальное расстояние между

(д: аггг = <(>1/2(г;), г;֊<|г|<г;) и

Z-. arg z = 4*1/2 (г'к) ± (у + ех ), r՝k < |z| <г^

не меньше чем у (г'к) К<?8 (г'к) (г'к).
Таким образом, для каждого г'к > г (ех) мы выделили такую об­

ласть Д1_ (г', ]м2 (г'к)}, что количество Ф ։ (г', /։у2) областей
2+։* ■2+‘*

Ei (г), замыкания которых целиком лежит в Aj (г'к, (г՛*)). удов­
2

летворяет неравенству

ф^_ +,։ (r'k> Jm (г'к)) > А (г 'к) — о [А (г J], г (е։)<г' -» а՝.

Пусть /1/2 = [z : arg z = <р (1), |z£>0}—луч, являющийся предельным 
для J\n (rk (1)), где r'k (1), к = 1, 2,- • •, — некоторая последователь­

ность последовательности rj; А1/2 (<р (1))= 

2—1118
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Тогда очевидно, при г'к(1) —* в А1/2 (? (1)) П {z: rk (1)} ле­
жат вместе с замыканиями Ф|_ (г* П)) областей Ei (г), для кото-

рых выполняется

ф։ х2 « (i))> 4 А (г* П)) +0 Ь4 «г*"* °°։ 
Т+ 1 2

Разделим теперь каждую из областей Д։/з (rk (1), _/i/2 (rk (1))) на две 
равные области проведением сечения по Ji/2 (rk (1)). Повторяя при­
веденные выше рассуждения получим, что хотя бы одна из этих об­
ластей имеет общие точки с не менее чем 1/4 А (гк (1))4~ о [А (rk (1))], 
т\(1)—♦ оо, областями Ei (г). Далее, по аналогии получим, что суще­
ствует такой луч /i;2>={z: arg z = ? (2), |z| 0}, что в области
Ai (<Р«П (« ։ МО* (2)} лежат вместе с замыканиями Ф}_ (^(2))
v+2*' ' ?•+ 1

областей Ei (г), для которых справедливо неравенство

փ> +2 (Ճ (2))> ֊ А (Հ (շ)) + ° И (Ճ (2))]. — շ»
где Հ (2)ԱՀ(1)}, Հ(2)-օօ.

Поскольку в։<8р то Д1 , (<р։)с;Д1 (?х). Продолжая эту про-
V +2** Г +И|

щедуру для произвольного п получим неравенства (1.18), а поскольку 
г'к (п 4֊ 1)с [г* (л)} начиная с некоторого г'к (л-(-1), то в силу свой­
ства а) выполняются также неравенства (1.19). Теорема доказана для 
случая, когда г„=1/2Л.

Доказательство общего случая аналогично, с той лишь разницей, 
что из областей Л,'+։,я выделяется область, не являющаяся половин­

кой области А։'+г,я. а область с угловым раствором 2՜ Ел+1 •
Доказательство теоремы 1.7 проводится аналогичным об­

разом, «ели.в рассуждениях, приводимых после соотношения (3.23), 
вместо (3.23) использовать неравенство (3.24).
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Դ. Ա. ՈԱՐՍԵՂՅԱՆ. Մերոմորֆ ֆունկցիաների կետերի մոտիկության հատկությունը և ււի- 
մանյաս մակերևույթների կաոուցվածքը (ամփոփում)

Աշխատանքում օգտագործելով • լցման շրջաններիդ գաղափարը ապացուցվում են նևան- 
լինաչի և Ալֆորսի տեսքերով երկրորդ հիմնական թեորեմի և համապատասխանաբար այդ տես­
քերով գեֆեկտների առնչությունների, Բորելի ճառագայթների մասին Վալիրոնի արդյունքների 
•լցման շրջանն եր ին դ վերաբերվող Միյուի թեորեմների ուժեղացումներ։ Ստացված 'բոլոր ար­
դյունքները ճշգրիտ են նրանց մեջ մտնող հաստատոլնների ճշտությամբ։

Սակայն աշխատանքում հիմնականը երկու նոր օրինաչափությունների հայտնաբերումն է։ 
է) մերոմորֆ ֆունկցիայի [1-կետեր ի մոտիկության հատկոլթյունր, որը լրացնելով բաշխ­
ման տեսության հիմնական պնդումը Ծ և ե-կետերի քանակի մոտիկության մասին, ցույց է տա­
շիս նաև այդ կետերի մոդուլների և արգումենտների մոտիկությունը։ 2) (է? (շ) : (ս) ր) ոի- 
ման յան մակերևույթի միաթերթ մասերի տրոհվելու հատկությունը, երբ նրանից հեռացվում են 
•փոքրդ քանակությամբ •փոքր» մակերեսներ ունեցող տիրույթները։
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G. A. BARSEGIAN. A proximity property of the a-polntt of meromorphlc 
function* and Pieman turf ace etructure (summary)

In the parer sharper versions of the following results are established: the 
second main theorem in Ahlfors' and Nevanlinna's forms and the corresponding defi­
ciency relations; first main theorem in Ahlfors’ form; Valiron's results on Borel rays; 
Milloux's results of 'circles de remplissage**. All the results are best possible up to 
constats there.

Besides two new correlation conditions are found: the „proximity property of 
а-points" of ameromorphic function w (z) which complements the classical results 
by establisheng closeness of modules and arguments of a and 5-points; the possibility 
of deviding the Rieman surface (to (z) > |z|^r) into univalent sheets after removing 
small number of regions of small diameter. This last proparty opens perspectives., 
for using the theory of univalent functions in the theory of meromorphic functions.
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