
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻ ԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Մաթեմատիկա XX, .\տ 5, 1985 Математика

УДК 517.53

Г. А. БАРСЕГЯН

СВОЙСТВО БЛИЗОСТИ а-ТОЧЕК МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ, 
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ПОВЕРХНОСТЕЙ

§ 1. Основные результаты, следствия, обсуждения

Теорема Пикара дала толчок к построению ставших уже классически­
ми теорий, предметы исследования которых можно разделить по двум 
основным направлениям.

В одном из них, развитом в основном французскими математиками 
(Г. Жулиа, Ж. Валирон, А. Мийю, И. Дюфренуа), выявляется, что для 
мероморфной ь С функции ш (г) можно указать в 2-плоскости угловые 
области произвольно малого раствора или последовательности кружков с 
«малыми» диаметрами, в которых ш (г) принимает все значения из С? 
кроме, быть может, двух.

Другое направление — теория распределения значений мероморфных 
функций (теория Р. Неванлинны, см. [1]).

Результаты второго направления отличаются точностью количествен­
ного описания а-точек в кругах |г| г. Однако они не содержат инфор­
мации о взаимном геометрическом расположении а-точек для различных 
значений а.

Преимуществом же результатов первого направления является нали­
чие в них некоторой информации такого рода.

Теоремы 1.1 и 1.2 настоящей работы позволяют с единой позиции 
рассмотреть и усилить основные результаты обоих направлений, а также, 
что важнее, выявить новые стороны поведения мероморфных функций.

Основные результаты работы являются, по существу, результатами о 
кругах наполнения, изучение которых ранее находилось в стороне от цен­
тральных направлений исследования. Тем не менее они позволяют в су­
щественном усилить первую и вторую основные теоремы теории поверхно­
стей наложения Л. Альфорса, вторую основную теорему теории Р. Неван­
линны, соотношения дефектов Р. Неванлинны и Л. Альфорса, выявляя 
при этом, что основные выводы теории распределения значений являют­
ся частью более общей закономерности — «свойства близости а-точек» ме­
роморфных функций.

В плане результатов первого направления теоремы 1.1 и 1.2 дают точ- . 
ную оценку кругов наполнения как в кругах |г| г, так и в угловых об­
ластях, что достигается благодаря выделению однолистных областей ри­
мановой поверхности {ш (г) : |г| г} и учету их структуры — законо­
мерности, открывающей перспективу применения однолистных функций для 
изучения мероморфных.
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1°. Основные результаты (анонсированы в [2], см. также [3], 
стр. 10).

Теорема 1.1. Пусть а» (г)— мероморфная в |г| < со функция; 
о (г) — монотонная функция, стремящаяся к 4՜ 00 при г — оо 
(?м (г) < Л (г)), где А (г)—'сферическая характеристика Л. Аль­
Форса. Тогда в круге |г|՝Сд можно указать Ф (г) попарно непе- 
ресекающихся областей £<(/•), 1 = 1» 2,■ Ф (г), для которых спра­
ведливы следующие утверждения.

I. |Ф (г)- А (г)|= о [А (г)], г- ос, гё Е, (1.1)
где Е — некоторое множество конечной логарифмической меры.

II. В каждой области Е;[г) функция ш (г) однолистна՛, на 
д Е^г) могут лзжать кратгчяг точки функции и>(г); замыкание мно­
жества ш (Е; (г)), стереографически отображенное на риманову 
сферу, совпадает со сферой с некоторым числом к; исключенных 
из сферы односвязных областей.

III. р(д')С-2_, ։ = 1, 2,..., Ф (г), /=1, 2,..., к., (1.2)
. • ’ ? (г)
где р(Д,)— диаметр области А՜, в сферической метрике, гТЕ.

Ф(г)
IV. £ к, <2 А (г) + о [А (г)], г^Е. (1.3)

Ф (г)
V. 2е/(Е’/(г))</Г<р7(г)гЛ’/’(г). (1.4)

/ -1

где б(Е; (г)) — диаметр области Е; (г), К—некоторая постоянная.
Теорема 1.2. Пусть го (г) — мероморфная в (г| < со функция՛, 

<р (г) — монотонная функция, стремящаяся к -И оо, при г — со 
<рм(г) < А (г). Тогда в круге |г| < г можно указать Ф(г) попарно 

непересекающихся областей {Ег (г)), г = 1,2,---, Ф(г), для которых 
справедливы следующие утверждения.

I. Предложение I теоремы 1.1.

II. В каждой области Е; (г) функция ги (г) однолистна; для 

каждой точки, принадлежащей дЕ; (г), существует некоторая ее 
окрестность, в которой и> (г) однолистна; замыкание множества 

м(Е1 (г)), стереографически отображенное на риманову сферу, сов­

падает со сферой с некоторым числом к;, исключенных из сферы 
—

односвязных областейД),/ =

III. Р(Д/Х^֊у, ։ = 1, Ф(г),/=1,2,..., (1.5)

Ф(г)~
<4Л(г) + о [А (г)], г-юо, г$Е. (1.6)
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V.
Ф(г) —
2 </(£’;(г))<^:(г)М'2(г), (1.7)

где к — постоянная, не зависящая от го (г).
Мы используем также следующее
Примечание к теореме 1.2. Пусть Рг — !«»(г): ]г| 4>| — 

поверхность, являющаяся образом круга при отображении го (г), Р-— 
поверхность, полученная стереографическим отображением Рг на ри­
манову сферу.

Множество (£/ (г)) является объединением двух множеств

' и' 0 От (х, г) 
/П-- —X

и и [и £>~(х, г] и [Л £»о(*>  г)]

* Островом поверхности Рг над областью О на римановой сфере называется 

связная часть поверхности Рг , лежащая над £? и не имеющая над О относительной 
границы (последнее означает, что проекция на сферу границы острова ве имеет пе­
ресечения с О). Кратностью острова называется число его листов; порядком — крат­
ность минус единица. Конкретная конструкция этих островов От, О0, О- унизы­
вается при доказательствах.

X X ]
где Дл (х, г), £Х.(х, г), (х, г)--кратные острова*,  проектирующиеся
в области на сфере, диаметры которых не больше чем где
АГ=сопз1<со. Из неравенства (3.15) вытекает оценка

Ф (г)
к1<.2А(г)֊В1,р(г),

I — 1

где В\, р (г) — сумма порядков всех этих кратных островов.
Если нам не нужно использовать структуру множеств Е1 (г), выяв­

ляемую в примечании к теореме 1.2, то можем выбросить из рассмотрения
( Г ) Гте области £■/(/■), для которых </(£/(/■))> —----- • Так как согласно

А (г)
неравенству (1.1) и (1.4) количество таких областей о[Л(г)], г ос, 
г б Е, то сохраняя для оставшихся областей все обозначения теоремы 
1.1, получим следующий результат.

Теорема 1.1'. В теореме 1.1 неравенство (1.4) можно заменить не­
равенствами

</(£<(г))</Гт8(;)г ) 2=1, 2,.--, Ф(г). (1.4')
Л1'2 (г)

2°. Связь со второй основной теоремой теории рас­
пределения значений. Вывод соотношения дефектов. 
В теоремах 1.1 и 1.2 не фигурируют значения а„ а,.... сц или величины 
типа функций п. (г, а,) и т (г, а,), в терминах которых формулируется 
вторая основная теорема теории распределения. Однако связь между эти­
ми теоремами устанавливают следующие

Рассуждения А. Если а. £ С, V =1,2, ■ ■ •, д, таковы, что а / 
при г'=/. то при г> г0 (ар а2,- •, а,) каждая из Е< (г) содержит не
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менее чем д — к^г) точек, образы которых при отображении функ­
цией и, (г) принадлежат множеству (аи а7). В самом деле, при
г больше некоторого г0, диаметры областей Д' меньше чем половина 
минимального расстояния в сферической метрике между точками аг, 
а։,...,а?. Следовательно количество а։, а,-точек, принадлежа­
щих Е/ (г), не меньше чем д — к1 (г). Отсюда вытекает неравенство

и ф (г)
V л*  (г, а.) > 2 (д—4/(г)), (1.8)

где л*  (г, а,)— количество а,-точек, с учетом кратности, принадлежа­
щих множеству иФ(1)£/(г)-

Далее, в силу однолистности функции ы (а) на (г) все кратные 
а,-точки, фигурирующие в (1.8), принадлежат островам От (х, г), 
£)0(х, г)> (х> г)> ПРИ том в силУ того, что диаметры проекций на
сферу этих островов стремятся к нулю при г-»- со, получаем, что при 
/>гх- каждому такому острову не могут принадлежать образы а,-точек 
с различными V. Очевидно, сумма порядков кратных а,-точек, образы 
которых принадлежат заданному острову, не больше порядка этого 
острова. Из двух последних предложений вытекает неравенство

1! < (г, а«) <В1,Р(г),

где л*  (г, а,)— сумма порядков всех а,-точек, принадлежащих множе­

ству 1) Е( (г).
1=1

Теперь, с учетом неравенства (1.8) и примечания к теореме 1.2 имеем

2’л*(г,  а,)— У}’л; (г, а,)>(д—2) Ф (г), (1.9)
7«=] >»1

откуда, учитывая предложение 1 теоремы 1.1 и очевидное неравен­
ство л (г, а,)—лх (г, а,) > л*  (г, а,)—л, (г, а,), получаем

л (г, а,)֊ X’ «1 ('• “’)> (Н) О’)֊ О. (г), 
«1 «-1

где <2(г)=.о [А (г)], г—«со, г^Е.
Последнее неравенство отличается от второй основной теоремы 

Л. Альфорса только худшим остаточным членом (впрочем, несуществен­
ным для основных выводов). Таким образом, неравенство (1.9), по суще­
ству уточняет вторую основную теорему теории поверхностей наложения, 
показывая, что в последней вместе а,-точек, лежащих в |г|-< г, достаточ­
но рассматривать лишь те а,-точки из |х|-С г, которые принадлежат 
и Ф л;(г).

I =1
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В процессе доказательства устанавливается, что С(г) есть, на 
самом деле, величина о [Л (г)] +֊ О [£(/•)], г — со, где величина £(г) — 
сферическая длина образа окружности |г{ = г при отображении функ­
цией тп(г). Согласно лемме 2, приведенной после доказательства тео- 

Г
ремы 1.1, (?։ (г) = ( <ц = о(Т(/■»], г — ос, г^Е՛, где 1 Л<сс,

З ,11п 1п Iг0 Е*
так что из неравенства (1.9) получаем следующее усиление вто­
рой основной теоремы Р. Неванлинны (с худшим остаточным членом).

ч П п*({  а-Л 0 Г о', (г, а,)
2 ֊'֊------^>(<7-2)Г(г)-(21(г).»-I 3 < »=1 3 с

»•«. '• ՛ 
откуда вытекает соотношение

( ---- (• п*(1,а„)  — п'.(1,аА 1։211 - !՛?. 1.1------------- Н—й/ т м II 2՛

Го
которое непосредственно усиливает соотношение дефектов

2 ?<а) + 2 6 (а) < 2. 
։«» 1<4>

3°. Свойство близости а-точек мероморфных функ­
ций. Фактически, в силу произвольности набора значений а„ а„.., ая 
выше мы доказали следующий результат.

Теорема 1.3. Для мероморфной в |г|<^оо функции ш (х) в 
круге |х| С г, г~£Е, можно указать Ф (г) таких областей Е[(г), удов­
летворяющих условиям I, II, V теоремы 1.1, что для произвольно­
го набора значений а, £ С. 7 = 1, 2,•••, 4(01=7= а] при выпол­
няется оценка

£ п*(г,  а,)-£ п[(г, а, )>(</-2) А (г) — С (г). (1.10)

Ранее был доказан несколько более слабый результат, отличающийся 
от предыдущего лишь тем, что множество Е։ (г) зависело от заданного на­
бора значений а, £С, 7 = 1, 2,---, <7 (см. [4], теорема 1).

Как уже отмечалось, из неравенства (1.10) следует усиление соотше- 
ния дефектов и, по существу, усиление второй основной теоремы теории 
распределения значений, так что теоремы 1.1, 1.2, 1.3 позволяют получить 
один из основных выводов теории распределения значений, вытекающий 
из соотношения дефектов: количества а-точек и &-точек функции ш (г), 
лежащие в круге |х| г, примерно равны, «близки», для «большинства» 
комплексных значений а и Ь. В целом же теоремы 1.1, 1.2, 1.3 отражают 
более общую и точную закономерность распределения а-точек функции 
ш (г) — «свойство близости а-точек», которое заключается в том, что по­
мимо близости количества этих а-точек и 6-точек «близки», одновременно, 
их модули и аргументы. В менее общей форме эта закономерность была 
обнаружена ранее в [5] (см. также [6], § 3) и уточнена в [4].
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Поясним качественно это свойство, несколько огрубленно представляя 
явления, о которых говорим.

Вторые основные теоремы теорий Р. Неванлинны и Л. Альфорса 
утверждают, что общее количество а։, аг,..., а 9-точек, лежащих в круге 
|г|<֊^г, превышает (<?— 2) А(г). Теоремы 1.1, 1.2, 1.3 выявляют, что 
можно указать в |х| г области Е{ (г) (։' —1, 2,•••» Ф(г)) — А (г), об­
щее количество а1( а>,а^-точек в которых уже превышает 
(д— 2) А (г). Более того, в среднем, в каждой области Е/ (г) функция 
w(z) принимает каждое значение а1։ ßg,•••» о? за исключением воз-
можно двух из них. Последнее, в силу 

ры областей £/(г) .малы“—меньше чем

того, что, в среднем, диамет-
<Р (г * —-----------г*,  означает, что эти

Л]'2(г)
ах, а?-точки располагаются близко друг от друга и лежат как 
бы кучками. Если, например, и а», и а,,-точки, которые
принадлежат то в силу предыдущего 

kz(o„) — Ма„)1 <֊ А1՛2 (г)

т. е. расстояния между ними стремятся к нулю при возрастании I, если 
порядок функции больше двух (заметим, что ф (г) может иметь произволь­
но медленный рост); если же порядок функции меньше двух, то, во вся­
ком случае, при возрастании i стремится к нулю угол, под которым вид­
ны эти точки Zz(a,։), zt (a,։). Так что в любом случае а։, а2, •••, aq- 

Ф(г)точки, лежащие в U ' Ei (г), оказываются „близки“ друг к другу, 
1 = 1

откуда и название — „свойство близости a-точек“.
Укажем еще, что несколько более подробный анализ этого свойства и 

методические замечания о его применимости приводятся в [4].
4°. Выделение однолистных областей на римановой 

поверхности функции ш՜1. Известные нами применения теории од­
нолистных функций к изучению распределения корней мероморфных носят 
эпизодический характер и действуют в случаях, когда риманову поверхность 
функции удается эффективно разбить на листы;образно говоря, выде­
лить из римановой повернхости однолистные области, в которых Ю1 -1։ одно­
значна, и, следовательно, осуществляет взаимно однозначное отображение. 
Как на это неоднократно указывалось в литературе .вряд ли в общем слу­
чае возможно эффективное разбиение на листы.

Представляется, что в общем случае такое разбиение на листы могла 
бы успешно заменить информация следующего типа: выделение из рима­
новой поверхности Fr по возможности большего числа однолистных обла­
стей, в которых vF 11 однозначна и которые образованы удалением из 
плоскости по возможности минимального количества областей с малыми 
диаметрами. Если, при этом, области, в которых оМ-” однозначна, «поч­
ти» исчерпывают поверхность Fг, то «почти» на всей поверхности могут 
действовать теоремы теории однолистных функций.

Это вытекает из предложений I и V теоремы 1.1.
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Ввиду того, что удаляемые области могут являться окрестностями 
точки бесконечность, рассмотрение задачи естественно проводить на по­

верхности Р, над сферой, с тем, чтобы уметь оценивать «малость» удаляе­
мых окрестностей бесконечности.

Решение поставленного вопроса вытекает из утверждений II—IV тео­
ремы 1.2 и формулируется у нас как

Теорема 1.4. Из поверхности "г можно выделить Ф(г) однолист­
ных областей МЕ1։ (№Е։ — область, полученная стереографическим ото­
бражением на сферу области Ш {Е, (г)) ), замыкание каждой из которых 
является сферой с некоторым числом удаленных из сферы односвязных 
областей Д^, / = 1, 2..... причем для суммы выполняется предложение
/И теоремы 1.2, а диаметры областей стремятся к нулю при г->-оо, 
г€ Е.

Рассмотрим'подробнее этот результат. В силу предложения I теоремы 
1. 2 и р (Д') — 0, г~£Е, и определения А (г) имеем

Л = А (г) +о[А (г)], г-оо, г^Е, 
1—1 /

где /0 (*)  — сферическая площадь х. Таким образом, совокупность наших 

однолистных областей получена выбрасыванием из Ег множеств пренебре­
жительно малой площади, так что фактически мы выделили максимальное 
число (с точностью до о [А (г)] точное) таких однолистных областей. Из 
предложения IV вытекает, что каждая из этих областей является сферой 
с, в среднем не более чем четырьмя, выброшенными из сферы областями 
д'. Число четыре здесь также точное, как показывает пример функции 

Вейерштрасса, для которой все точки ЕГ, проектирующиеся в определен­
ные точки а,—а», являются алгебраическими точками ветвления и, следо­

вательно, при выделении из Ег любой однолистной области, совпадающей 
со сферой с некоторым числом удаленных «малых» областей, необходимо 
удалить из сферы не менее четырех «малых» окрестностей точек а,—а„ в 
которых не однозначна.

Таким образом, иа ..|7Г выделено максимальное число однолистных об­
ластей, замыкания которых совпадают со сферой, в среднем, не более чем 
четырьмя выброшенными областями малых диаметров.

Здесь отметим лишь, что полученные результаты позволяют получить 
различные оценки производных функции а*՜ 1 на множествах а; (£։ (г)), 

т. е. на всем Ег, исключая множества малой сферической площади.
5° О структуре первой основной теоремы теории по­

верхностей наложения Л. Альфорса. Пусть Е—область на 

сфере Римана, I (г. О)—сумма площадей всех частей повернхости Ег, ле­

жащих над £); £ (г, „среднее число листов поверхности

Ег над Е".
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Первая основная теорема теории поверхностей наложения Л. Альфор- 
са утверждает:

|Л(г) — 5(г, £>)| = О[Л(г)] = о[А(г)], г —оо, г'ёЕ.

Теорема показывает, что каждая область D на сфере накрывается по­

верхностью Fг с одинаковой «плотностью». Однако в ней не отражена 
структура множеств, накрывающих область D.

Из предложений II, III, IV теоремы 1.2 вытекает

Ф(П **<•>  ,
У J0(WEt п£>) =/о(^)ФИ- S /о(и (Д/ П£))) =
i-i ։-i. J

= /о (D) Ф (г) + о [ А (г)], г о,, rTЕ,

откуда с учетом предложения I имеем

—«И (г)], г-.

, 1-1 /о(ь')

Это соотношение выявляет, что из частей поверхности Рг> проекти­
рующихся в О, можно выбросить некоторое множество, суммарная пло­
щадь которой есть о [А (г)], г —► оо, г е £, так что оставшееся множество 
распадается на примерно А (г) однолистных областей, среднее число ли­
стов которых уже примерно равно 5 (л, /)), чем усиливается первая основ­
ная теорема Л. Альфорса.

6°. Теоремы 1.1 и 1.Г как теоремы о кругах напол­
нения. В 1924 году Мийю доказал [7] следующий результат: для ме­
роморфной в |г| < оо функции ш (г) и произвольных последовательно- 
тей е„->0 и ря —•0 (еп> 0, Ря^>0), можно указать в я-плоскости та­
кую последовательность — со, что образ каждого кружка |г—зя| 
< е„ |гя| при отображении и (г) и последующем стереографическом 
отображении получнного множества на риманову сферу, сферические 
диаметры которых не превосходят 0Л.

Отсюда легко вывести, что в указанных кружках 2-плоскости, назы­
ваемых кругами наполнения, функция ш (г) принимает бесконечно часто 
все значения а £ С за исключением двух, что усиливает теорему Пикара, 
выявляя структуру множеств, в которых эта теорема верна.

В последнем плане, очевидно, наибольший интерес представляет во­
прос о том, сколь малыми могут быть круги наполнения, т. е. круги в 
2-плоскости, радиусы которых есть о б|гЛ|), |2я|->оо, где 2Я—центры 
этих кругов, и образ каждого из которых заполняет всю сферу за исклю­
чением двух кружков, диаметры которых стремятся к нулю при п —оо. 
порядка. Тогда

Уточняя более ранний результат Мийю [8], Дюфренуа доказал [9]: 
пусть ю(г)—мероморфная в |г| < оо функциявконечного нс нулевого

А. для любой функции ф(г), монотонно стремящейся к 4֊ оо при 
г--оо ։ существует последовательность кругов наполнения*
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?(|хл1)|хл1
(1.П)

где О*  (г) = а р (г) - уточненный порядок функции А (г). 
чений а, выполняется неравенство

В. можно указать в 2-плоскости последовательность кругов на­
полнения с центрами гп, что для любого а £ С, исключая не более двух зна-

л*  (гЛ, а) > ---- *—֊ £/*  (|хл|), л + ос, (1.12)
? (Ы)

где л*  (хл, а) — количество а-точек в л-ом круге.
Если в определении кругов наполнения допустить, что образы их за­

полняют всю сферу за исключением некоторого чцсла А кружков на сфе­
ре, где к — не обязательно меньше или равно двум, как в классическом

случае, то области Е< (г) с диаметрами , - г как раз выполняют 
А1'2 (г)

роль таких кругов наполнения, причем в дополнение к процитированно­
му результату А оказывется, что в \г\ можно указать Ф (г) таких кру­
гов. Более того, в этих Ф (г) кругах, согласно пункту 2, выполняется 
второе основное предложение теории распределения значений (сравните 
с неравенством (1.12)).

Поскольку число Ф (г) асимптотически предельно точное (см. п. 4), 
то может быть последнее понимание кругов наполнения не менее естественно-

Если же следовать классическому варианту £ 2, то учитывая пред­
ложения I и IV теоремы 1.1 получим, что количество С*1  (г) тех областей 
Е\, /(г) из множества |^<(г)1^р։ для которых /'/-<2, удовлетворяет 
неравенству

$1 (*•)>- — А (г) - о [Л (г)], г -+ оо, г“еЕ. (1-13)՝
О

Следовательно, из теоремы 1.1' вытекает
Теорема 1.1" (о круг ах наполнения). В круге |х| г, г$Е, 

можно указать Фг (г) областей Е},/(г) (кругов наполнения), ди~ 
аметр каждой из которых удовлетворяет неравенству

<114)

и образ каждой из которых является сферой с не более чем двумя исклю­
ченными из сферы кружками, диаметры которых не больше, чем 1/ф8 (г). 
Количество областей Ф։ (г) удовлетворяет неравенству (1.13).

Теорема 1" уточняет предложение А, указывая количество кругов на­
полнения (точное с точностью до постоянной 1/3).

В силу рассуждений А отсюда следует предложение: для любого 
а £ С, исключая не более чем два значения а, выполняется неравенство

П֊ п՜(г’ а) > 2 ,
— А (г) 9

где п (г, а)—количество а-точек в [Е>, г (г) }ЗДГ) (сравните с неравен­
ством (1.12)).
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7°. Теоремы о лучах Бореля. Известная теорема Жулиа 
утверждает: для целой функции w (Z) существует такой луч /={г;агиг= 
— <р0( |z|>0|, что для любого ß>0 в угловой области Дэ(/) = 
= [z: |arg z— о0| < 2“?> |z|^>0| функция w (г) принимает бесконечное 
число раз каждое значение а £ С, исключая не более двух значений 
а. Этот результат уточняет теорему Пикара.

Уточняя известную теорему Бореля в духе теоремы Жулиа Валирон 
доказал [10] (см. также [11], гл. XIII): Пусть р — порядок мероморфной 
в |z|O функции w (г), 0<р<оо. Тогда существует такой луч J 
(луч Бореля), что для любого ß>0 в угловой области Д3 (/) для 
всех а £ С, исключая не более двух значений а, выполняется

Ё , ? —=о°' (1-15)
|z, (а)|₽-‘ '

где z, (а) — а-точки функции w (г), е ^>0.
При ß = я — это теорема Бореля; для целой функции с 0 < р < ос— 

это уточняет теорему Жулиа.
Обоз.:.՝чим

n.(J, г,а)= Е 1; Р (!(/■))= lim 1п’Иг) 
Р г-֊ In Г

порядок функции ф (г). Учитывая, что п (г, а) н? (J, г, а) и в силу из­
вестного соотношения: если количество а-точек бесконечно, то выражение

1
•։, (u.t

сходится при а = е (е > 0) и расходится при а = — е, можем следую­
щим образом переформулировать теорему Валирона: при предположениях 
этой теоремы для любого а £ С,исключая не более двух значений а, выпол­
няется неравенство

Р (п? (У. г, а))> р. (1.16)
По-видимому наиболее точный результат, в котором сравниваются не 

порядки функций Др (/, г, а) и Т(г), а сами эти функции, следующий 
[12] в теореме Валирона неравенство (1.16) можно заменить оценкой

г. а)
>■— и (Г)

где и (г) = гР р (г) — уточненный порядок функции Г (г).
Заметим, что из последней оценки еще не следует неравенство (1.16).
Однако и этот результат не может являться предельным. Это почти 

очевидно, так как согласно теории Л. Альфорса точные оценки числа кор­
ней п (г, а) даются посредством характеристики А (г-), точно так же как 
оценки № (г, а) через Т(г) и поэтому, в общем случае, оценки (/, Г, а) 
через уточненный порядок функции Т(г) не могут быть точными.

Следующий наш результат позволяет сразу усилить предыдущие, при­
чем с точностью до постоянных (а не порядка) оценки уже не улучшаемы.



Свойство близости a-точек функций 385

1 еорема 1.5. Пусть w (z) — мероморфная в |г| <С оо функция 
порядка^ >0; ։я, еЛ, л=1, 2; ••— монотонно убывающие последо­
вательности, стремящиеся к нулю еЛ<С8Л. Тогда существует та­
кая последовательность вложенных друг в друга угловых областей

Д» п+։«я (? ("))> я-1,2— (Д. (f)= [г: (arg z — ?|<2ка, |г|>0]),'

что для любого п на некоторой последовательности г' (л)—•<*։  
выполняются соотношения

Ф։-+2, (<(п)ф(п))>< а (<(п)) + о[Л (гд(л))], п=1, 2,-.. (1.18). 
к Л

и '

1|Ш-1",Л ("("» -fr—l.Z,-,
•— In г» (п)

где Ф«. (г, ?) — количество тех областей Et (г)из теоремы, Г замы 
кания которых целиком лежат в Да (?) П |з: lz|<.r}.

Заметим, что в силу предложений I теоремы 1.1 и 1.2' величину А (г) 
можно заменить на Ф (г) и рассматривать последнюю как характеристику. 
Аналогично, рассматривая Ф„ (г, ф) как характеристику в угловой обла­
сти А„ (ф) и применив к областям Е։ (г) рассуждения А, получим сле­
дующий аналог соотношения дефектов для последовательнсти вложенных 
друг в друга областей Д,։ +2, , т. е. следующее 

п
Следствие 1.1. В условиях теоремы 1.5, при заданном п и для 

любого а £ С, исключая, быть может, не более чем счетное множество зна­
чений а, выполняется неравенство

n . (a, r'k (л), е (л))
de f -------- «„+!■«„

о (а) = 1— lira —--------Гт—----- г-п-<0. (1.20)
/(л)_ Ф. (^(nh’P(n)J

где л« (а, г, ©) — количество a-точек, принадлежащих множеству 
| Е, (г)) П Д։ (?) П |z : |z| г|, и выполняются неравенства

S3. (а) <2, п = 1, 2,... (1.21)
<а) • +։«Л Л

Заметим, что из неравенств (1.18) и (1.20) вытекает оценка 

л , (a, r'k(n), © (п))

справедливая для любого а С, исключая, быть может, не более чем счет­
ное множество значений а, и из (1.18), (1.21) вытекает оценка

’ и , (а, г'Лп), ?(п))
____  • +2«д----------------------------------------------------о 

lim ֊ж--------------< ■, й ■ > — d-22)МП)- ф- (^ (").?(«)) з ՝ 
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справедливая для всех а £ С за исключением, быть может, двух значе­
ний а.

Геометрические соображения подсказывают, что последний предел 
должен быть наименьшим для функций, а-точки которых «распределяют­
ся очень равномерно по аргументам». Для таких функций вместо е'„ могло

* епбы стоять ел Н----- что в силу произвольности еЛ указывает на предель-
■к

ную точность оценки (1.22).
Пусть ч> = Ит <р (п), где ? (л) определяется в теореме 1.5. Пре­

дел существует, так как области -\'+2«Л вложены друг в друга. Тог­

да, в силу рассуждений А, для любого е>0 в Д։(<р) выполняется не- 
2к

равенство (1.20) с заменой — + 2е„ на е и г4 (я) на г*  (е). Выберем

, к _ 1'1
еп, е„ = —. Для любого е>>0 существует такое я, что — Се-С------- ■

2 2 2Л I
Из геометрических соображений следует, что область Д, (?) содержит 
в себе область Д , (? (и)), так что

Ф.«(л + 1), <р)>Ф , (<(л+1), ? (л 4-1)).
?ГИ+2*"+։

Отсюда, из неравенства (1.18) и в силу выбора е„ вытекает
Теорема 1.6. Пусть w (z)— мероморфная в |z| < <ю функция 

порядка р^>0. Тогда существует такой луч {z : argz = <f, |z| > 0|, 
что для любого e > 0 выполняется

£ о, (а)= £ ^1— lim Л. (а, Г*(е),  
Ф. С'՜*  (8). <Р) / • ’ (1.23)

причем

(1.25)

g
Ф«(МЕ)» ?)> у ^-(М8))+0[Л (г*(е))],  г*( е)-‘оо (1.24)

П„ 
'k («)-- 1пгд(е)

Предыдущие рассуждения показывают, что если бы вместо е/2 в не­
равенстве (1.24) стояло бы е, то теорема была бы точная.

Из теоремы 1.5 вытекает
Следствие 1.2. Существует такой луч |r:argz = <p, |z|>0} 

что для любого е^>0 неравенство 

lim 
rk (.)—

n«(g, (e), <р) 1
A{rk(e)) б (1.26)

выполняется для всех а, исключая, быть может, не более двух а.
Из неравенств (1.25) и (1.26) немедленно вытекает теорема Валиоо- 

на (сравните неравенства (1.26) и (1.17)).
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Еще раз отметим, что Ф<(>ч(г), ф) —это количество областей 
ЕМ в Д.(ф)П 1« ։ |։| •С т. е. количество областей, которые 
можно рассматривать как круги наполнения, если в определении по­
следних допустить А/^>2.

В классическом случае (£^2) вместо теоремы 1.6 имеет место сле­
дующая

Теорема 1.7. В условиях теоремы 1.6 одновременно выполняются 
соотношения

2 
«О

3|,,(а) = у(1- г'м՛
& \ '*(■»--  Ф1, .(Г4(е), ? /

Ф։.. (г*  (г), ф) > А (п (е)) + о [А (г*  (г))], г. (е) — со 
О

и неравенство (1.25), где Ф1, ,(г*  (в), <р) — количество областей. Е\, ^г), 
целиком лежащих в Д։ (ф) П {г ! |г| -С г» (е)}, а щ.. (а, г*(е),  ф) — коли­
чество а-точек, лежащих в

{£’ъ/(г)1ПМф)П|г:Н <г*(в)Ь

8°. Некоторые обобщения и аналоги. Для краткости 
изложения результатов работы проводились только в случае мероморфных 
з |г| < со функций. Однако все без ИЬключения теоремы настоящей ра­
боты верны также в случае, когда К) (з)—псевдомероморфная в |з| <; оо 
(т. е. является суперпозицией мероморфной функции и К—квазиконформ­
ного отображения), если в каждой из этих теорем, в оценках диаметров

множеств £|(г)(или £) (г), Е\, /(г)), вместо постоянной К поставить КА.
Если функция ш (х) мероморфна в |г| R <х> и для нее спра­

ведливо Нт (R— г) А (г) •-= + со, то все теоремы из пунктов 1°—6° 
г—Я

справедливы для этих функций, если в них множества (0, '<։)\£' заме­
нить некоторой последовательностью г и — R. С некоторыми измене­
ниями можно изложить для таких функций результаты пункта 7°.

Относительно таких обобщений на псевдомероморфные функции и их 
аналогов в случае конечного круга см. рассуждения, приводимые после до­
казательства теорем 1.1 и 1.2.

9°. Литературные примечания. Как уже отмечалось выше, 
тематика о кругах наполнения и лучах Жулиа, Бореля развивалась менее 
систематически, чем теории Р. Неванлинны и Л. Альфорса. Между тем 
1) рассмотрение областей Е, (г), выполняющих роль кругов наполнения, 
причем таких, что функция ю (г) в них однолистна, 2) установление свое­
образных аналогов соотношения дефектов для угловых областей, 3) выяв­
ление новых закономерностей — свойства близости а-точек, свойства ри­
мановой поверхности распадаться на однолистные области, 4) точность 
описаний областей Е1 (г) и точность следствий, позволяют надеяться, что 
возврат к указанной тематике может оказаться плодотворным. Поскольку 
за последние времена даже в обстоятельных обзорах этой тематике уделя­
лось очень мало места, мы приведем ниже список работ по кругам напол­
нения, лучам Жулиа, Бореля, ограничиваясь (учитывая характер настоя- 
5—1012
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щей работы) лишь очень краткими пояснениями предметов их исследо­
вания.

Рассмотрение различных характеристик при описании количеств 
а-точек в кругах наполнения и угловых областях, привело к дополнитель­
ному исследованию этих количеств (см. [8], [13] — [24]) в случаях, когда 
рассматриваются функции бесконечного или нулевого порядка. (В нашем 
случае характеристика А (г) одинаково хорошо описывает ситуацию как 
при функциях конечного, так и при функциях бесконечного порядка).

В ряде работ [21], [25] — [28] изучаются распределения а-точек в 
угловых областях в зависимости от роста функции по лучу.

Функции, заданные в угловой области, рассмотрены в работах [12], 
[29], [30].

В работе [31] была предпринята попытка рассмотреть вместо а-точек 
области О. Луч, в произвольно малой окрестности которого накапливаются 
прообразы областей О, был назван лучом Альфорса. Детальное изучение 
таких лучей см. в [32] — [33].

Замена а-точек на функции малого роста была изучена в работах 
[34], [35].

Случай функций, мероморфных в конечном круге, приведен в [36], 
[37].

В 50-х годах появились работы Мийю [38] — [40] о лучах, являющих­
ся лучами Бореля и для функции и для ее' последовательных производных. 
Эти результаты были в дальнейшем развиты в направлении лучей Боре­
ля максимального рода [41] и точек Бореля порядка X [42].

Количества лучей Жулиа, Бореля, точек Бореля для различных клас­
сов функций изучались в работах [12], [43] — [47]; связь количества лучей 
Бореля и дефектных значений — в [48], [49]; построение заданных осо­
бых направлений—в [50]. .

Неевклидовые круги наполнения рассматривались в работах [51]— 
[54]; «евклидовые» аналоги М(1) и <|(1)-точек—МФ и р(₽,-точки и их 
последующие обобщения и характеристики — в [55] — [59]; случаи алге­
браических функций— в [60], [61]; связь кругов наполнения и асимпто­
тического поведения функций — в [62]—[64]; ряд разнообразных за­
дач— в [65]—[70].

В заключение отметим, что три основных метода изучения «кругов» 
и «лучей», основанных на 1) теории нормальных семейств, 2) теории по­
верхностей наложения, 3) оценках мероморфных функций, изложены, соот­
ветственно, в книгах [71], [11], [72].

§ 2. п. 1. Сведения из теории поверхностен 
наложения Л. Альфорса

Одним из основных моментов в доказательстве результатов работы 
является построение областей с определенными свойствами, зависящими 
от функции ш (г) и заданного значения г (г = ге^). При этом мы ис­
пользуем теорию Л. Альфорса и нам нужно иметь значения постоянных, 
фигурирующих в его теоремах.
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Отметим, что в случае, когда рассматриваемые в теоремах Л. Альфор- 
са области являются кругами, подсчет постоянных приводится в работе 
[73], однако этот подсчет недостаточен в нашем случае, поскольку обла­
сти у нас в основном многоугольники. Ниже мы будем пользоваться под­
счетом, проведенным в работе [4].

Предварительно сделаем некоторые допущения, которые будем иметь 
в виду на протяжении всего доказательства.

А) Конечносвязная область на сфере у нас — область, полученная 
выбрасыванием из сферы конечного числа односвязных, с непересекающи- 
мися замыканиями областей с кусочно аналитическими границами.

В) Рассматриваемые далее поверхности наложения над сферой (или 
областью на сфере) являются а/-образами лежащих в |г| < R оо одно­
связных областей с гладкими границами. Полагаем, что эти поверхности 
наложения не имеют алгебраических точек ветвления над линиями кон­
струкций, приводимых при доказательстве. Этого всегда можно добиться 
небольшой деформацией поверхности (что то же—деформции области в 
2-плоскости) произвольно мало меняющей фигурирующие в теоремах ве­
личины.

Теорема А (первая освновная теорема Л. Альфор- 
с а). Пусть Ра— конечносвязная область на сфере Римана 5 (в частности,, 
сама сфера 5); Р— конечная поверхность наложения над То; 5 (Ро) =

— , где ] — площадь поверхности наложения над Ра՝. }п—пло-
ло

щидь области Ро; О— область, лежащая внутри Рй‘, 8(0} — ^^֊ >
Уи(^) 

где / (£)) — сумма площадей всех частей поверхности наложения, 
лежащих над О, /0 (О)—площадь О. Тогда существует конечное 
число А! (Ро), зависящее лишь от Ро такое, что

|5(Г0)-5(£>)|<д
/о 1^)

где Т — длина относительной границы Р, а

(^о)=2 тах *{  зцр ’ —!>’
I т М *]

где т — кривая длины |7|<^*,  целиком лежащая в области Ро кроме 
двух концов, расположенных на одной из связных компонент гра­
ницы Ро, С (7) — меньшая из площадей двух областей, на которые 
7 делит область По, х— минимальное расстояние между граничны­
ми компонентами области То (х положим равным тс, если область 
Ро односвязна).

Скажем, что простая (замкнутая или открытая) кривая 
сильно регулярна, если существуют такие числа к^>1 и </ < х/2, что 
если для любой точки Р(;з обозначить ир((Т) множество точек сфе­
ры отстоящих от Р на расстоянии 6՛, то при 6' <1 суммарная дли­
на частей кривой р, лежащих в ир (</'), мажорируется величиной кб' /
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Теорема А' (первая основная теорема Л. Альфор- 
с а). Пусть — конечносвяэаная область на сфере Римана 5 (в частно­
сти, сама сфера з), притом полагаем, что если Еа 5, то граничные кри­
вые области То сильно регулярны; Р С Т0 — кусочно аналитическая и

Ь (3)сильно регулярная дуга; 5 (Р)=-——, ։де £.(?)—с мма длин всех ле- 
ь0 (Р)

жащих над ₽ дуг поверхности Е; Ьо (Р)—длина кривой р;

Л' (/*«։•  ₽)= 2 шах ]«ир -С , к
I т ■ 1т

где у — кривая длины |т1<С целиком лежащая в области Ео, кро­
ме двух концов, расположенных на одной из связных компонент 
границы Го, с (7) = т1пХ/(7), X"(т)), где >/(7), (т) — длины частей
кривой Р, лежащих в двух областях, на которые 7 разделяет 
область Ро. Тогда сущствует такая постоянная Л։ (Ло, Р), зави­
сящая только от То и Р, что выполняется неравенство

|5(Г0)-5(Р)|<Л1(Г„ р)£,

а /га следующим образом зависит от То и р.
1) Если ₽ — кривая, разбивающая область Е^ на две части и О— та 

из ограничиваемых кривой Р частей Е„, которая имеет меньшую площадь, 
ТО I .

л, (Го> Р) = л2. ։ (То, р) = —А'(Л)’ ■1;
Уо \Е))

2) Если Р не разбивает область То, то дополнив ее до кривой Р', удов­
летворяющей условию 1), имеем

л։ (Го, Р)=Л2.։(Г0, р) = 2А1 (/Гр) Р>) -ь •
/о \Е>) £0 (Р)

Теорема В (вторая основная теорема Л. Альфор- 
с а). Пусть И, (/= 1, 2.....  у), (? > 3) — односвязные области на 3,
ограниченные кусочно-аналитическими сильно регулярными кривыми, 
Л; (} О/=0> при !՝. Тогда для любой конечной односвязной поверх­
ности наложения Е над римановой сферой 3 имеет место неравенство

S’lS(s)֊n(Df)]+ ^’П1(О,)< 
1—1 1-1
<25(s) + Ao(D։, Д,--., Dq)L, 

где п (Di)—количество островов поверхности F над Di с учетом 
кратности, nx(D;)—сумма порядков всех островов над Di, а Ло 
(Д> Dt,—, Dq) определяется следующим образом.

Пусть рх, р։, —, р? — кусочно аналитические, сильно регуляр­
ные кривые на s, соединяющие области Dx, D2, • • •, Dq так, что 
после проведения сечений по Р։. В։. • • ■, Р, область Fo =s\ U ’ А распа- 

1-1
дается на две односвязные области Е"о и Е'ц. Тогда



Свойство близости а-точех функций 391

Ао (/>։, • • •, Од) = 4р шах {(/0 (з\ II ’ Д ))-1 ;
1*1

шахА։(/^, 0/); тах А։ (Г', 0,); шах Л։ (Го, 0/)}.

п. 2. Построевне областей В (л, /) — ^скелетов дракона"

Пусть п0 (X) — количество простых (с кратностью единица) остро­
вов поверхности Г над областью X.

Наряду,со второй основной теоремой Л. Альфорса мы используем 
следующее неравенство:

Е’[5(з)-л0 (А )]<45(з)+ 
1-1

+1 * -. ¥5?л ч +2А» < а, > М1- (2Л>
I шш Уо (О։) )

Докажем его. Из теоремы В, учитывая очевидное неравенство п (X)— 
—По (X) ^Зп/Х), имеем

£’ [5 (з) ֊ По (О,)] - 2• Л, (ОХ25 (з)4-Ло (О1г О1г- -<Од) О 
4*1 4 — 1

Учитывая, что

5(з)-л (£>.)> £- ։==1’ 2’՜
У о (М)

из теоремы В имеем

£»л1(Д)<25(5) + ( +Ь0(Ви О»---,Од)\ь, (2.Г)
I ттУо(М) 1

так что из последних соотношений получаем неравенство (2.1).
Точке на римановой сфере сопоставим то же значение (положим а), в 

которое она проектируется при стереографическом отображении сферы на 
плоскость, р-окрестность точки а на сфере, т. е. множество точек, отстоя­
щих от точки а на сферическом расстоянии, меньшем числа р, обозначим 
через Э(р, а).

Для описания областей на сфере будем пользоваться полярными коор­
динатами в трехмерном пространстве—(ф, 0, р), где ф показывает угол 
в горизонтальной плоскости, 0 — угол в вертикальной плоскости, р — мо­
дуль точки.

В дальнейшем у нас л—четное число (п > 100).
Определим Г (к, ф։) как кривые со следующими параметрическими 

представлениями:

Г(*,  ?!)={?• и). 0(0, р(01,
где ф։ — целое число, большее единицы

-л. -
<Р (0 = Т (к, <р1։ 0 =2к*+  —-—-; б (<) =9 (к, <р1։ 0 = — /;

ЛТ1-1 —1 2„
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р(0 = —; <6[-(п֊5); л + 5], Л = 0, !,•••,

Пусть 
г / а \ / 9

Г*(к, <₽.)=Г (^.<р,)Х О (—, ос ) иЭ (—, О I к = 0, !,•••, л’«՜1 — 1’ 
I \ п / \ п /I

С—та из двух односвязных областей на сфере, ограниченных кривы- 
/9 \

ми Г*  (0, 4\), Г*  (л?1-1— 1, ?։) и частями границы Б ( —. 00 ) и
\ п /

(9 \—, 0 ), соединяющими концы кривых Г*  (О, ч>х), Г*  (и* 1՜*  —1, Ч’1), 
п /

которая содержит кривые Г*  (к, <р։), Л=1, 2,---, п?1-։—2. Обозначим 
через Ст, т = 1, 2,•••, лТ1-1/2 области, принадлежащие С и ограни­
ченные кривыми Г*  (2т —2, <рг), Г*  (2т—1, <рх) и частями границы 
В (—, осЛ и В ( —, 0 \ соединяющими концы кривых

\ Л / \ Л /

Г‘ (2т -2, Т1), Г*(2т —1, ?1).

Подсчитаем теперь для заданной конечной односвязной поверхности 
наложения Г над римановой сферой з и областей (7т, т=1,2, • • •,п’1՜1 /2
постоянные, фигурирующие во второй основной теореме Л. Альфорса. 

л ։При этом мы вместо кривых Рот (/п=1, 2,•••»---------- 1 (см. п. 1) вы-

берем участки границы В ( —, ос , соединяющие концы кривых 
\ п !

Г*  (2т—1, 4»г)> Г*  (2т, «р!) и являющиеся граничными для области С.
/9 \

В качестве кривой Т։-1 выберем участок границы В(—, со 1, соеди- 
Т \ п /

няющий концы кривых Г*  (0, ч>1), Г*  (л’1 1 —1, ։рх) и не являющийся 
граничной дугой области С.

В качестве области Го (фигурирующей в теореме В) у нас вы- 
/ 9 4 •ступает область 01 — > со ), а область /о — область 
\ п '

(_ / 9 \ 1 у‘~| - 115 \ ( В ( --- » СО ) и < и а <Ля ? I •
( \ Л /I от—1 ) )

Далее, в этом пункте через К2,... будем обозначать постоянные, не
зависящие от числа п.

Заметим, что минимальное расстояние между граничными компонен- 
иТ 1— 1

тами области /г0=з\{ II Ст} есть величина, большая чем КЛя՝՝ 
т—1

и меньшая, чем К^п^՝, где Кх и Кг — некоторые постоянные. С другой 
стороны, все рассмотренные кривые сильно регулярны, если <1 взять 
равным К21пУ՝ (где А'а — некоторая постоянная <С а число к, фи­
гурирующее в определении сильной регулярности, взять равным не-



Свойство близости а-точех функций 393

которой постоянной К4. Для подсчета Рш), т = 1, 2,-• ՝, —

нужно сначала дополнить кривую рт до некоторой замкнутой кривой 
₽т. В качестве возьмем границу односвязной области Оя1, окру- 

/ 9 \ / / 9 \\
женной областями В ’ со ) , В ( ’ 0 уу , Ст, Ст4.1, притом при

П'‘- 1 П’|_| __
т ------ полагаем 1),пс.С, и при /п= —-— полагаем Вяс(7.

2 2
Легко убедиться в существовании таких постоянных Л։, К,, К,, что

Уо (^«) ** —-Т-Т ’ ^"° п» (?<п) •
п п

•a я рЗаметим еще, что для области г0 величина sup ■ не превосходит 
т 111

числа 2, так что имеем

3m) =2 maxi 2, 
l a, J

где К, не зависит от п. (будем помнить, что п предполагается достаточно 
большим).

Далее, из геометрических рассмотрений видим, что (Ло) •< К^-п, 
так что с учетом предыдущего неравенства и оценок величин /0 (Вт) 
И Ло (Зт) ДЛЯ величины Л։ получим

А,(А; ?т)<2 2К^п^+ < к10п2?» + 1

Проведем аналогичные построения для области Го. Поскольку 
Го— многосвязная область, притом к > то легко убедимся в су­
ществовании постоянной Ки, с которой верно неравенство Ах (Л"о)<;

֊С п?։. Возьмем в качестве кривой р^, пг=1, 2,•••,———, гранич-

/9 \ную кривую области В ( —, со 1. Пцскольку (р^) ■< К1Я1п, легко 
\ п /

придем к оценке

А'(А0, Рт)= 2 max (2,^- п’*֊\  /Г4 
I Л։

Учитывая еще, что J0[D (—, оо )]> Kl4/ns к подставив оценки для 
\ \ п / /

Ло (Pm) и Ах (Ао) в выражение для Л2 (Ао, рт), будем иметь

A։(F0,pm)=
^14

1 о п’,'~։
7П = 1, 2, • • •, -------  •

2
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/ / 9 \\
Очевидно, для области /,’ ( = О (—• °° ) ) более просто устроенной, 

\ \ п / '
чем области и величина />։ (То, ₽«) значительно меньше, чем в
случае областей /"0 и Го и уж во всяком случае

Л։ ₽«,) < Ли /!*•+ ’, т=1, 2, • • •, ֊ •

Из предыдущих оценок и очевидной оценки /0 (Л>) > 1/4 теперь по­
лучим

Ло (Ср с։, - • •, С? "՛ =2п’՛՜’ тах (Л\о. ^։։, АГ։в) п”«+ п3” .
•Г

Так как, к тому же, с некоторой постоянной справедливы неравенства
К е,-։

/О(СЯ1>֊Д։’ т=1, .

то, записав неравенство (2.1) для областей Ст, щ=1, 2,- • •, —-—, с 

учетом последних двух соотношений, полупим неравенство

гается минимум выражения 5(з) — п0(От)

Л1-1 

?, 3«,
X [^(5) ло(Ст)] 45(з) -+• К1а п Ь.

Обозначим через Ло/и,- 1) ту из областей Ск> для которой дести 
я--։

, т = 1,2,..., 

ких областей несколько, обозначим через Во (п, 1) произвольную из 
них). Из последнего неравенства имеем

5(5) - По(Ео(п, 1)) < + 2^,п^+։ £. (2.2)
п

Пусть В0(п, 1)=Ст,; Г'=Г*  (2/По֊2+֊т, ?,); Г=Г*( ,2/п0-2+֊ 
\ О / \

Лк*-^ Г> Г՜

Рис. 1. Область (справа внизу), обведенная штриховкой — часть области 
■®0 (п, 1).Область (слева), обведенная точками — область Вр(п), заштри­

хованная область внутри последней —область Вр (я).
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Кривые Г' и Г" делят область lio(n, 1) на три „подобные“ об­
ласти. Обозначим В0(п, 1) (см. рис. 2) среднюю из этих трех обла­
стей, т. е. ту из них, граничными дугами которой являются кривые 
Г' и Г*.

* Эта операция часто встречается в работах по топологии. Символ Ц и термин сое­
динение введены А. А. Гольдбергом и А. Э. Еременко.

Далее нам удобно пользоваться следующим символом Ц. Соеди­
нением С ~АцВ двух открытых множеств А и В назовем множество 
С = int (Д U-S), где черта сверху обозначает замыкание, а int — внут­
ренность множества*.

( /9 \ /9x1Пусть Во (л) = S\ < Во (п, 1) Ц D ( — > си ) Ц D (— » 0)1; Мо— та
I \ и / \ п / J

из дуг большой окружности сферы, проходящих через точки оо и

^0, 0, , целиком лежащих в области Bq (л), которая наиболее

близка к точке ^0, 0, -֊^ (если таких дуги две, то возьмем в каче­

стве Мо произвольную из них); ш0— тот из концов дуги Мо, коорди­
ната 6 которого имеет меньшее значение (очевидно, точка ш0 при­
надлежит кривой Г").

Отложим на кривой Г’ точки w0, wx՛ (величина т' будет
ясна из дальнейшего) таким образом, чтобы длина дуги кривой Г", 
лежащая между произвольными последовательными точками ш0 и wl։ 
Hfj и ш։,ш,’-1 и Wt-, равнялась бы 1/л, притом, чтобы координа­
ты точек wi (в представлении полярными координатами (ч>, 9, р)) 
возрастали вместе с г. Таким же образом отложим на Г" точки w0, 
w֊lt-■ ■, w--.՛, с той лишь разницей, что координаты Ь’ точек w-i убы­
вали при возрастании Z. Пусть Mt, (M-t)— дуга большой՜ окружности 
сферы, проходящей через точки со и wi (и>-/) и целиком лежащая в 
области В'о (и), кроме двух концов, принадлежащих границе В’й (л) 
(ш/ £ Ml , W-l £ M-l ).

Дуги MiP и 1, при р = 0,1,---, т*  (где т* —некоторое число) 

делят область Bq (л) на три односвязные области. Обозначим В՝р (л) 
среднюю из этих трех областей, т. е. область, частями границы ко­
торой являются и Мър и Мгр+1. Число т*  определяется следующим 
образом. Очевидно, найдутся номера р, при которых частью грини- 

цы области Вр(п) является некоторый участок границы области 
/9 \

D ( — > do ). Пусть ро— первый, встретившийся при возрастании р 
\п/

номер, при котором это так. Тогда t*  = po—2. Области Вр(п), р = 
= —1, —2,•••, —т**  определим аналогичным образом с заменой МгР 
и М2Р+1 на, соответственно, ТИгр+j и Мзр. Очевидно, найдутся номера

р(<0), при которых частью границы области Вр (и) является некото­
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рый участок границы В —» 0 • Пусть р0 — первый, встретившийся 

при убывании р номер, при котором это так. Тогда — *•*=  р0-{-2.
Разделим дугу Рр кривой Г", лежащую между точками и 

о>2р+1 на я*՜ ’—1 равных частей. Пусть ш^р), / — 1, 2,--, л* ’~։ — 
точки этих делений, притом ги1(р)=ш2Р, а (р) == ш2р +։; М, (р) —
дуги большой окружности сферы, проходящие через точки «։ и (р) 

и целиком лежащие в области Вр(п), кроме двух концов, принадле- 

жащих границе Вр (л). Обозначим через В՝Р։, (п), / =1,2, • • •, ——, од­

носвязные области, являющиеся частью области Вр (л), заключенной 
между дугами Л^у-Нр) и Ми (р) (см. рис. 1).

Подсчитаем постоянную Ло (В'р , (л), •••, Вр „у,-1 (л)). Соединим 
2

точки ш։(р) И ШП5,_| дугой Рл?։-1 на сфере, являющейся частью окружнос-

лЬ-'-

ти радиуса 1/4 и не имеющей общих точек с и 2 В"р Дл). Эта дуга 

совместно с дугой Р՛, ограничивает некоторую область Г'о, не имеющую 
дг«—1

общих точек с Вр ։ (л), /= 1, 2, •••, .В качестве дуг ։ =

= 1, 2,--֊, —--------1 возьмем дуги кривой Рр, лежащие между точками

(₽) и ш2<+1 (р). Области и /п определяется однозначно. Под- 

считаем А։ (Ао, рг), ———. В качестве кривой 8' возьмем границу

односвязной области О։ <=■ Вр (л), заключенной между кривыми Ми (р) 
Ми+1 (р). Легко убедиться, что существуют такие постоянные 

Кп, с которыми при любых л верны неравенства

/о (Г>/)> £0(р;)<^5
л’։+։ п

л*>

и что все рассмотренные кривые сильно регулярны, если с некото­
рой постоянной Км величину выбрать равной К^п”, а число к, фи­
гурирующее в определении сильной регулярности, взять равным не­
которой постоянной Ки. Тогда (см. [вывод подсчета Л2 для областей 
Сш), А' (А0, РД < 1\2> и*՜ 1 и с учетом предыдущих неравенств полу' 

чим А2 (В0, РД -С К։7 л2т։, 1=1, 2,-■ •,------1. Так же, как и в случае

областей убедимся, что с соответствующими постоянными К։6 и
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{^29, А30) последнее неравенство иерно, если в нем заменить <С

<С —— на И (область заменить па Ло или Го).
2 2
В итоге, согласно подсчету постоянной во второй основной теореме 

Л. Альфорса,
В՛ лч(д))<4»”И.

р- —Г-

С другой стороны, выполняется, очевидно, неравенство

/о(^.г(п))>Х։։/п”+։, #=1,2,-..., п-1.

Из неравенства (2.1), с учетом последних двух неравенств, вытекает 
п*,  1

2 [5(5) - п0(В‘ , (и))] <45(5) + К33 п3’*- 1 £. 
1-^1

Обозначим через Вр(п) (см. рис. 1) ту из областей Вр, ։(п), для 
которой достигается минимум выражения 5(з) — п0(5Р1/(п)), < = 1, 2,՛-- 

пТ։-1
• • •, —— (если таких областей несколько, то обозначим через Вр(п) 

произвольную из них). Из последнего неравенства вытекает оценка

5(5)֊ П0 (Вр(п)) < ֊1֊ 5' (5) + 2 К33 I.
и1?*՜ 1 

/
Проведем сечения сферы двумя такими большими окружностями 

-сферы, проходящими через точку оо так, что точки пересечения этих 
окружностей с линией дВр (п) П Г" делят эту линию на три равные 
части. Такие сечения делят область Вр (п) на три „подобные“ обла­
сти, среднюю из которых, т. е. ту, для которой граничными являют­
ся дуги обеих окружностей, обозначим через Вр(п).

Обозначим через п.'с (X) количество тех простых островов над обла­
стью X, каждая из которых является частью простого острова над обла­

стью X'. С учетом того, что по(Вр (и)) =п0(Д»(п))։. последнее нера­
венство перепишем следующим образом:

Я
5<$) ֊ ко (Вр (п)) < 5 ($) + 2 Кп г? * £. (2.3)

п'։-1
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Пусть /,•— I—индекс той из областей Вх, ։(п), которую мы при­

няли за область В֊.*  (л). Дуга большой окружности, соединяющая точ­
ки <х> и Ш21х, (т*)  и содержащая кривую Мнх. (’*)»  рассекает область 
В'о (л, 1) на две односвязные области. Обозначим через Во (л, 2) ту из 
этих двух областей, граница которой не имеет общих точек с грани- 

/ 9 \цей области В ( —, оо | • 
\ п I

Проделаем ту же процедуру с заменой т*  на ■։**  и заменой оо 
на 0. В качестве аналога области В\ (п, 2) получим некоторую область- 
В’о (л, 3).

Обозначим Вд(п)=В0(п, 2)ПВ'(л, 3), (см. рис. 3, помещенный 
во второй части работы).

Пусть х» и 1Г21те концы дуг больших окружностей, яв­
ляющихся граничными дугами области В^ (л), которые лежат на ли­
нии дВ՝- (л) ПГ" Положим при этом, что 1^2, х- лежит на этой линии 
между точками 1Р։. х. и п>2/т. (т*).  Дуга большой окружности, соеди­

няющая точки со и и содержащая часть границы В-.՝ (п), рассе­
кает область В0(л, 1) на две односвязные области. Обозначим через 
Во (л, 2) ту из этих двух областей, граница которой не имеет общих 

(9 \--- • СО ) • 
л /

Проделаем ту же процедуру с заменой '*  на — "**  и заменой со 
на 0. В качестве аналога области Во (л, 2) получим некоторую область 
Во (л, 3).

Обозначим Во (л) = Во (л, 2) ПВ0 (”• 3) (см. рис. 3); гц (Во (п)) — 
количество простых островов над областью Во (п), каждая из кото­
рых является частью простого острова над В'0(п). Так как 
В֊ (л) с Во (л, 1), то ло (Вд (л)) > л0 (В'о (л, 1)), так что неравенство 
(2.2) справедливо, если в нем заменить область В'о (л, 1) на В'о (л). 
Отсюда, учитывая, что Лд (Во (л)) = л0 (В'(л)), получим утверждение

5(5)֊и;(Во(л))<-^-5($)+2К1вл2?'^£. (2.4)
л’.՜1

Теперь можем перейти к построению областей В (п, I).
Лежащая над некоторой кривой Г связная часть поверхности В, на 

замыкании которой не лежит ни одна точка границы Г, естественно являет­
ся аналогом острова (назовем островом над .Г); кратность острова — число 
листов этой связной части: простой остров над Г—остров с кратностью 
единица.

В дальнейшем будем помнить, что, как это обусловлено допущением 
В п. 1, § 2 все острова над линиями рассматриваемых нами конструкций, 
являются простыми.

Пусть п„ (Г) — количество простых островов над Г; п*  (Г, А, В)__
количество простых островов над отрезком Г, которые являются граннч- 
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ными дугами одновременно и для простого острова над областью А и для 
простого острова над областью В, причем каждый простой остров над А 
является одновременно частью простого острова над А'^>А, и каждый 
простой остров над В является одновременно частью простого острова над 

В' гэ В. Обозначим через Ьр общую часть границы области £р(п) и кри­

вой Г"; Ьр — общую часть границы области Вр (л) и кривой Г'.
Если простой остров над Ь р является, одновременно, граничной дугой 

и для простого острова над Вр (л), являющегося, одновременно, частью 

простого острова над В^(л), и для простого острова над Во (п), являю­
щегося, одновременно, частью простого острова над В 'о (п), то, очевидно, 

вклад от каждой тройки таких островов в величину л0 (Во (л))+по (Вр(п))— 

— п*  (Ьр, Ва (п), Вр (л)) равен единице, так что л0 (Ьр) не меньше по­
следнего выражения: иначе справедливо неравенство

л*  (6Р, Во (л), (л))> л0 (Во (л)) + п0(Вр (л)) — л0 (Ьр). .(2.5)
Из первой основной теоремы Л. Альфорса легко вытекает справедли­

вое для любого р (= — V** ..... -*)  неравенство
л0(М-՝;3(5) +Х,4п”В. (2.6)

Пусть ф| = ф, = 6. Тогда с учетом неравенств (2.3), (2.4) и послед­
него неравенства, из утверждения (2.5) получим следующую оценку:

Л*  (Ь-~, В0(п), В_,..(л)) > 5($) ֊ /֊- + 41 50=) -
I Л5 л’)

-(2^вл1։-Ь2/:„л1։+/Г։4Лв|£. (2.7)
Это означает, что количество тех простых островов над множеством 

<В0 (л) Ц В—(л)|\6-х«, принадлежащий к каждому из которых про­
стой остров над Во (л) (/?--•• (л)) является, в свою очередь, частью 
простого острова над Во (л) (£_■։•• (л)), не меньше, чем величина в 
правой части последнего неравенства.

Повторив эту процедуру с заменой Ь-^*  на 6_,-+1 , заменой 

Ва (л) на (Д) (л) Ц 5֊т- (л)!\6-т»» и заменой 5_-- (л) на В-■.••+} (л) 
получим, что количество тех простых островов над множеством

{Во (п) П В-.- (л) Ц В_х-»н (л)}\ (6_-- и 6_х-+1|, 
принадлежащий к каждому из которых простой остров над 30 (л) 

(л), 5-х-+1 (л)), является, в свою очередь, частью простого 
острова над Б0(л), (В_х— (л), (л)), не меньше следующей вели­
чины:

4 +2- 4 5(з)- (2/С„ Лмт2 -2/Г„ И1։+2^34 Л8} £.
л8 л5 ]

Повторяя эту процедуру с последующими р (= — т**  4-2,- • •, 
в конечном итоге придем к утверждению: количество Ф' (п) тех про- 
тсых островов В' (л, р), р —1, 2,•••, Ф' (л) над множеством
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В(п, • ) = |50(п)иЯ-,..(Л) Ц-’-Ц (л)] \ ( Ь Ь'„ ,

принадлежащий к каждому из которых простой остров над Во (п) 

(В—(л), • • •, В։» (л)), является, в свою очередь, частью простого 

острова над Во (л) (В-г- (и),• • •, В-.- (п)), удовлетворяет неравенству 
ф'(л) = 5(з)-С(л), (2.8)

где

4-2 (-*» + •։• +1) К33п13 4֊ ('** + х* -|- 1) л«} L.

Далее, учитывая неравенства (2-4), (2.8), а также, что неравенство 
(2.6) справедливо, если в нем заменить Ь р на Ьр, а /(„ — на некоторое 
К-а, как и при выводе неравенства (2.7) придем к следующему аналогично­
му утверждению: количество тех островов В (п, ц), к каждому из которых 
вдоль линии примыкает простой остров над Во (л), являющийся 
ча стью простого острова над Во(п), не меньше, чем

о
5 (ж) - С (п)-КкпвВ - — 5 ($) -2Кцп1’ £.

Л5
Повторяя (так же, как это было сделано выше) эту процедуру с 

последующими р (——?**  + 1..... т*),  в конечном итоге придем к за­
ключению: количество Ф (л) тех простых островов В (л, i)£\B' (л, 
0=1, 2,• • Ф (л)), к каждому из которых вдоль каждой из линий 
Ьр (р =—х**,- ••,•։*),  присоединяется простой остров над Во (ri'), яв­
ляющийся, в свою очередь, частью простого острова над В, (л), х^св 
летворяет неравенству

Ф (л)> 5 (s)-C (л)- (х**  + г* 4-1) K3inB L—S (s)— 
п5

-2К1а Л13 L >S(s)-
16 (,** +-Л4-1) 

л5
5(з)- (2-9)

֊(х‘* 4-х*  4-1) Кз. n13L,

где Кг, — некоторая новая постоянная.
Для правильного понимания идеи доказательства, важно заметить и 

помнить, что хотя области В (п, *)  и Во (п) примыкают друг к другу вдоль 
произвольной из линиий Ьр, но вовсе не обязательно примыкание просто­
го острова над В (п, ♦ ) к себе через линию Ьр, а также вовсе не обяза­
тельно, чтобы простые острова над Ва (п), примыкающие через линии 
Р։ и Ьрг, рг к простому острову над В (п, * ), совпадали бы.

(Продолжение в следующем номере}
Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 15. VIII. 1984


