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МЕТРИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ ЕДИНСТВЕННОСТИ 
ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИИ В БЕСКОНЕЧНОСВЯЗНЫХ 

ОБЛАСТЯХ ТИПА Ь

1. Впервые Лузиным и Приваловым [1] были построены примеры 
мероморфных в единичном круге функций, равномерно стремящихся к ну
лю на единичной окружности по области О, которая получается из еди
ничного круга удалением внутренностей некоторой счетной системы внеш
них друг к другу контуров, заключающих внутри себя все полюсы. Далее, 
А. А. Гончар [2] обобщил эти примеры Лузина—Привалова, рассмотрев 
области типа Ь, которые получаются из единичного круга удалением счет
ного множества непересекающихся кружков. Им был получен метриче
ский критерий единственности аналитических функций в областях типа Ь.

В настоящей работе с разных точек зрения изучается вопрос един
ственности в областях типа £. При изучении этого вопроса основным фак
тором является связь свойства единственности области О типа £ с гармо

нической мерой ш — ш (г, Го, О) единичной окружности Го относительно 
О: если ш > 0, то область О обладает свойством единственности (это сра
зу вытекает из теоремы о двух константах). Отметим, что вышеуказанный 
критерий единственности Гончара также основывается на условии ш >» 0.

Итак, все случаи неединственности относятся к таким областям типа 
Л, для которых ш = 0.

Естественно возникает вопрос: существуют ли такие области типа £< 
с условием (0 = 0, которые обладали бы свойством единственности.

В этой связи укажем на работу Н. У. Аракеляна и П. М. Готье [3], 
где приведено описание примера А. А. Гончара области типа £, для кото
рой (о = 0, но тем не менее область обладает свойством единственности.

Этот пример наталкивает на задачу получения метрических критериев 
единственности для областей типа Ь при условии (о = 0.

Настоящая работа посвящена изучению этой задачи. Основным ре
зультатом является теорема 2.1, изложенная в параграфе 2, где приведе
ны достаточно обозримые метрические критерии единственности.

Основная трудность получения таких критериев связана с необходи
мостью установления двусторонних оценок гармонических мер единичной 
окружности относительно конечносвязанных областей, аппроксимирующих 
область О, с учетом того, что указанные гармонические меры стремятся к 
нулю.

Отметим еще, что метод доказательства теоремы 2.1 принципиально 
отличается от метода построения вышеуказанного примера единственности 
Гончара, основанного на понятии квазианалитичности Данжуа-Карлемана 



132 А. Г. Балакян

и опирается на другую идею «предельного» использования теоремы о двух 
константах*.

* А. А. Гончар любезно сообщил автору, что вта общая идея была высказана 
Л. Карлесоном во время их научной беседы.

Для полноты изложения в параграфе 1 настоящей работы мы приво
дим подробное доказательство некоторых результатов о единственности, 
относящихся к случаю (О > О, которые были без доказательства сформу
лированы А. А. Гончаром в работе [2]. Они естественным образом пред
шествуют результатам § 2.

2°. Введем обозначения: К (а, г) = |х; |г — а|< г],

Г (а, г)^{х; |х —а| = г), К (а, г„ г։)=(х; г\ < \г~ а| < г,) 

и К-о = К(О,1), Го = Г(О,1).
Пусть {х/}Г—некоторая последовательность точек из Кй, такая,, 

что |«/|—»1, при у-»со и (г/)/֊.= Г0. Пусть, далее, (р;|Г — последова
тельность положительных чисел, таких, что замкнутые кружки К (г}, ру} 
лежат в Ка и попарно не пересекаются. Обозначим К) = К (гь ру) и 
Гу = Г(ху, р/).

Определение 1. Областью типа Е называется бесконечносвязная 
область вида

£(!*/>  Р/1Г) = ^оХ и А'у.

Кружки К., 1 = 1, 2,.... назовем исключительными кружками обла
сти О.

В течение всего изложения нам понадобится понятие гармонической 
меры со (х, Е, О) некоторого граничного множества Е относительно обла
сти О в точке X.

Пусть Н (О) — класс голоморфных в О функций, а Н в (£)) — класс 
голоморфных и ограниченных в О функций. Очевидно Н в (£>) с Н (О).

Евклидово расстояние между точкой г и множеством Е обозначим че
рез Л (г, Е).

Определение 2. Пусть /)с С — область, ЕсдО. Скажем, что 
И обладает свойством //-единственности (соответственно Нв-еднн- 
ственности) относительно множества Е, если из условий /£//(£))■ 
(соответственно, /^Нв(Е))) и

Нт / (г) = 0 ( * >
а(*,Е)~о  ' '

следует, что / = 0.
Очевидно, свойство //-единственности О относительно Е более силь

ное, чем свойство Н ^-единственности О относительно Е.
Впредь, рассматривая //-(или Нв)-единственность области О типа 

Е, будем предполагать, что Е=Г9, поэтому слова «относительно Г„» будем 
опускать.

Лемма 1. Пусть О и О, являются областями типа Е с конечным 
числом несовпадающих исключительных кружков. Тогда эти области об- 
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падают (нс обладают) свойством Н-(или Н в)-единственности одновре
менно.

Доказател ьство. Достаточно рассмотреть случай, когда О, по
лучается из О удалением одного кружка из множества исключительных 
кружков, т. е. если £) = £>((*/,  р/Г), то 0^=0 (\г), ру)?) и доказать, 
что свойство //-(или Н’^-единственности области влечет это же 
свойство для области О.

Для этого, в свою очередь, достаточно доказать следующее утверж
дение: всякую функцию Г£Н (О) можно представить в виде

/ (*)=/1  (*)  /։(*)»  для я £ £), (1)
где Д(;//(/\), /։т//(С\£1) и /2 не имеет нулей вне некоторой ок
рестности кружка Кх.

Действительно, предположим, что область О1 обладает свой 
ством //-единственности, и пусть функция /£Н(О) удовлетворяет- 
условию ( * ). Тогда из представления (1) следует, что функция 
Д £ // (£\) также удовлетворяет условию ( * ). Следовательно, имеем, 
что Д(я)^0, для поэтому ввиду (1) получим, / (а) = 0 для
я£/)1։ откуда / = 0, т. е. область О обладает свойством //-единствен
ности.

Если в факторизации (1) дополнительно предположить, что 
/£Нв(О), то ввиду отсутствия нулей у функции Д вне некоторой 
окрестности ЛГ1։ мы сразу получаем, что Д £ Нв (О), что приводит к 
доказательству леммы в случае //д-единственности.

Переходя к доказательству сформулированного утверждения, выберем 
окружность 7 = Г (я1։ р), р рх, отделяющую кружок Кг от остальных 
кружков Кь / = 2, 3, ■ • • и так, чтобы функция / не имела нулей на у

Пусть 1пс1/(Т) (0) =тп. Тогда в достаточно малой окрестности 7—в 
кольце вида К (г1г 4, т2) (рх < р < т2), можно выделить однознач
ную ветвь аналитической функции

Ф (г) = 1ог[/(я)(я֊я1)֊™].

Из лоранового разложения функции Ф в А(я։, 4» т2) имеем пред
ставление Ф (я) =?! (я) 4֊ <р2 (я) для я£ К (я1։ 4» т2), где Н(К (ях,
Ч)) и Фз^/7 (С\К(г1г тх)).

Отсюда следует, что

/ (*)  = А («) (Д 2 6 А? (ч. Ч» Ч). (2)
где положено Д = ехр {<рх (я)}, для г^К(г1, 4) и Д (я) = (я — яО՞1 X 
X ехр (<р2(я)), для я£С\К(яи ч)-

/(И
Записав представление (2) в йиде Д (я) =-—— для г^К(г1. 4» 

А(*)  ' *
4) и учитывая, что обе функции / и Д голоморфны в кольце К (гг, 
Р1» Ч) и А не имеет там нулей, заключаем, что функция Д допускает 
аналитическое продолжение из области С\/((я1, 4) в область С\/Гх, 
т. е. можно считать, •что
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При этом возможные нули функции очевидно, расположены 
в кольце АГ (д1։ рх • 1

Аналогичным рассуждением показываем, что функция /, допускает 
аналитическое, продолжение из круга X (%1, т։) в область О1։ т. е. 
Аеу(о։).

Поскольку все три функции /, Л. А голоморфны в области то из 
внутренней теоремы единственности следует, что представление (2) вер
но во всей области О. Лемма доказана.

§ 1. Метрические критерии единственности для 
областей типа основанные на положительности 

гармонической меры

Следующая теорема в существенном совпадает с признаком единствен
ности А. А. Гончара, сформулированном им в работе [2] без доказатель
ства.

Теорема 1.1. Пусть 0=0 ({г/, ?;)“)—область типа Ь. 
Если

то область О обладает свойством Н-единственности.
Докзательство. Ввиду лемы 1, не ограничивая общности, мож

но считать, что удовлетворяются условия

м>4’;==1՛2’՜”
«и 

и •

Пусть функция [ £ Н (О) удовлетворяет условию (*).
Поскольку из условия (*)  и из компактности Го следует, что / огра

ничена в некоторой окрестности Го, то отсюда вытекает, что функция / бу
дет ограниченной в некоторой области О' типа Ь, являющейся подобластью 
О и отличающейся от О только конечным числом исключительных круж
ков. Следовательно, из леммы 1 имеем, что О и О' одновременно облада
ют свойством Нв -единственности, поэтому без ограничения общности 
можно считать, что (О).

Итак, пусть функция [ в (О) удовлетворяет условию (*),  дока
жем, что / = 0. Для этой цели воспользуемся теоремой о двух констан
тах, вернее, следующим следствием из этой теоремы.

Пусть ОсС—область, Ес.дО — замкнутое множество такое, что 
ш (д, Е, 0)>О, для г^О. Тогда если функция !^НВ(Р) удовлетво
ряет условию ( * ), то / =0.

Так как 0 О (ввиду (1.2)) и полоЖительность-гармонической меры 
не зависит от выбора точки И, то нам будет достаточно показать, что из 
условия (1.3) следует, что
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« (0, го> £)>0.

Полагая Ср=К0\Ку, = Гу, С/), при у =1,2,..., рас- 

смотрим функцию V (я)= ®у (а). 
»-։

Функция V либо тождественно равна бесконечности, либо гармо
нична в (по теореме Гарнака). Во втором случае, очевидно выпол
няются соотношения

Нт»(г)>1 для С£и Г/, (1.4)'
։-с

1пп«(я)>0 для С£Г0. (1.5)

Если теперь сопоставим функции ш г, и Г/, и V (я), то учитывая,, 

что первая из них является обобщенным решением задачи Дирихле 

[5] с предельными значениями 0 на Го и 1 на К Гу, из (1.4) и (1.5)» 
>-։

получаем, что ш ( г, и Г/, V (г) для г £ О, т. е. «о (г, Го, О)>1- 
\ ;—։ /

— У ш/ (я) для я£2). В частности, в точке я=0 имеем 
1-1

<о(О,Го,£>)>1- ^фу(О).
1-1

Из полученной формулы, ввиду (1.3) заключаем, что теорема будет дока
зана, если покажем, что имеет место соотношение

М0)<4-Ш,, (1.6)։

р;
Рассмотрим два случая.
а) Пусть сначала

Область С у конформно отобразим при помощи функции։

ш = —---- =- на область Су, которая представляет единичный круг, с=
1—яяу

удаленным кружочком, содержащим внутри точку 0. При атом гар
моническая мера останется инвариантной.

Далее рассмотрим кольцо К'(0, р\, 1), где

Р>
1—1«у|ру

' г — *у  I ру— шах-------—1— ггу|

249-4
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Применяя принцип Карлемана расширения области [4] и известную 
формулу гармонической меры меньшей окружности относительно кольца, 
получаем

log—т
vj (z)<a։ (w, Г (0, p'j), К (0, ру, !))=-----i-y- •

log — 
' Р/

.В частности, в точке Z = 0, с учетом (1.2) имеем

9 1 — lz/l
^log1՜1^՜1^1^ ՛ (1-8)

р/ р/
Из (1.7) следует, что

/l~|z/|*  —|z/| р/\а> l-|z,|*  ֊
\ Р; / Р/

Отсюда и из (1.8) получаем (1.6).
б) Пусть теперь

Р/>-^=֊^- (1.9)

Полагая С}—Кй\ К (zj, 1—|z/|), из принципа Карлемана расширения 
области имеем

ш/ (z) < ш (z, Г (zy, 1— fzj), Gj). (1.Ю)

Далее, область Gj конформно отобразим при помощи функции

"=21Й) "а ”олосу C''~{“’i~2(i-Ll) <Rero<0}-

При этом окружность Г (zj, 1—\zj!) переходит в прямую/,: Re w =

= — l\ ՛ Из имеем
2 (1— |zj)

«>7 (z)C«o(w. /,. G7) = — 2 Re w -—
4

В частности, для Z = 0 получаем оценку

М0)<Ц-1^-. (1.11)
Ия

Из (1.11) с учетом (1.9) и (1.2) легко получим (1.6).
Теорема доказана. 

2_  I J2
Учитывая, что log ------- J— 2>с>0, из теоремы 1.1 вытекает

Р/
следующая



Критерии единственности функций 137

Теорема 1.2. Пусть О — ру)Г)—область типа £, та
кая, что

Е (1-Ы)<°°. 
у-։

Тогда И обладает свойством Н-единственности. 
если /—мероморфная в Ко функция, такая, что

(1.12)

В частности,.

/(г)-*  О при |г| —» 1, то /^0.

Последнее утверждение можно доказать и непосредственно, рассмот- 
рев голоморфную и ограниченную в функцию

у-։ Ы 1—22;

Второе утверждение теоремы 1.2 означает: если [г/)“ стремится к еди
ничной окружности достаточно быстро, а именно, со скоростью (1.12), то 
любая мероморфная функция не может стремиться к нулю при |г| -► 1, 

г € О (12/,р>|Г).

Возникает вопрос, существуют ли последовательности {я/}“, медленнее 
стремящиеся к К„, и нетривиальные мероморфные в К.„ функции, удовле
творяющие условию (*)  вО = В({гр Ру}1°).

Следующая теорема отвечает на этот вопрос.
Теорема 1.3. Для любого а> 1 существует область О—И ({зу, р^.} 

типа Ь, такая, что

Ё (1-|гу|)«<со (1.13)

и нетривиальная мероморфная в Ко функция [ (с полюсами, лежащими 
внутри исклюительных кружков области О), удовлетворяющая условию 
/ (г) -► 0 при |г| ֊► 1, г £ £).

Доказательство этой теоремы может быть проведено при помощи схе
мы А. А. Гончара, примененной им при получении критерия неединствен
ности [2], если фигурирующие там параметры Ду» ру, у'=1, 2, • • • вы
бирать следующим образом:

для произвольного фиксированного а > 1 положим

0<е<а-1, /?у=1֊и-, Ду=/?у+1_/?/ = с?_1, 
е1

. — С Ь
.ни.։՛

8 •
где с и 0у определяются из условий Ву-»1 — 0։

« 2к/?
при у — со, Ду = 1— /?0 и - * — целое число.

։-1 О/
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§ 2. Метрические критерии единственности для 
областей типа L в случае, когда Го—гармоническое 

ну льмно ж е ство

В этом параграфе будем рассматривать частный класс областей 
-типа L. ,

Пусть заданы последовательности ' <1,

Rj-»! при у—»со, лх, л$, • • ■ /։/,■•', где nj (j =1,2»•••)—натуральные 
. /Rj Rt+x—Ri \числа, Р1>р2>”-> Р;>0, ру<_ m։n (—, -------

\п j л /
Пусть каждая из окружностей Г (О, R/), / = 1» 2>՛՛՛ разбита на 

.п/ равных частей и Су, р (р,=1, 2,- • •, nj)—суть точки деления. Обозначим 
~Kj,p~R (•/. р» Ру)> Г/, р — Г (Су. р, рj) и

D ({Rj, п/, Ру}”) — Ло\ и и К), р '
У“> р-1

Очевидно, область D (|ЛУ, п/, Р/|Г) является областью типа L.
Основным результатом этого параграфа является следующая
Теорема 2.1. (достаточное условие Н-единственности). 

Пусть D = D ({Rj, nj, Ру|Г)—область типа L, удовлетворяющая 
условиям

Ё (21), /-։ X Rj '
п/ . У՜1 /i_

1ояЛ<ЛуР/ = (/гуП /?:•) (2.2)
х к-1 ' X Z /

где Д у > 1 и в/^>0, у = 1, 2,• • •, Ду 1 со, sy|0 при j —» со. Тогда об
меть D обладает свойством Н-единственности.

Отметим, что метрические ограничения, фигурирующие в теореме 2.1, 
гарантируют выполнение условия <о (г, Г„, D) = 0 (см. лемму 3).

Сначала докажем лемму 2, где рассматриваются конечносвязанные об
ласти следующего вида.

Пусть 1/2 R <^1 ип — натуральное число. Окружность Г (0, R) 
разобьем на я равных частей. Точки деления обозначим через Ср, р = 
= 1,2, ■••,/։.

yj
Пусть 0<^р<^—, Кр = К (Ср, р) и Гр=Г (Ср, р). Рассмотрим об- 

л

ласть G=G (R, п, р) = U КР.
р-1

Лемма 2. Пусть е 0 и G = G (R, п, р).
Если

10 £«։<bp< R, (2.3)
то со (0, Го, G) е.

Доказательство. Не ограничивая общности, предположим, 
что Ct = /?.
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II — RnznРассмотрим функцию и (z) = log |—-----— , 

удовлетворяющую условию

u (z) = 0, г6Г0-

гармоническую в G и

(2-4)

Л и уЕсли ц<Д на и Гр, то функция V—— будет минорантой для р-1 Д

(Л \
я, II Гр, СI. Таким образом, наша ближайшая задача — оценить

Л

функцию и сверху на К Гр. 
р—1

Ввиду симметричности функции и относительно окружностей 
Гр, р — 1,2, •••> п, достаточно оценить и (г) на Г1։ на остальных ок
ружностях Гр, р—'!, З,---, п будет такая же оценка.

Оценим сначала величину \гп — /?Л| для г £ Гх. Полагая г =■ R -ри» 
имеем, что |ш| = р и с учетом формулы бинома Ньютона получим:

Л
՛— /?Л|= jjC^w»/?՛ ’■пр /?--'- 2 скп рк Rn-k. 

к-2

Отсюда с учетом условия пр -С R имеем:

|z"—Rn\^(l— уСк п~к пр/?я՜1 > [ 3—fl 4֊—^ ] пр R1*՜ 1 >
\ *=2  / I \ п / J

^•(3—е) пр /?л֊’^-0,2 пр Rn.

Так как |1—/?лял|-С2 при |z|-Cl, то окончательно имеем 
10 л

u(z)<log —— для z£ U Гр. (2.5)
n?Rn p-i

Полагая v (z) = и (z)/log------- с учетом (2.4) и (2.5) получим, что
пр R՞

/ Л \

w(z, U Гр, G)^-v(z) для z£G, откуда 
\ р-1 /

ш (0, Го, G)<l-v (0)< log — / log ^-<е. 
пр / Rn

Лемма доказана.
Замечание. Отметим, что условие (2.3) равносильно двум усло

виям 
1 log (10/?֊’) 10/?"• /?

и \Р\ ’ (2-6)е log Л П П

которые прозрачнее показывают как выбрать п и р, при заданных R 
и е, чтобы обеспечить условие о> (0, Го/ G) е.

При помощи доказанной леммы 2 легко установить следующую 
лемму.

Лемма 3. Пусть D— D ([/?j, nj, р;)Г)—область типа L. Если 
nJ> Р/ удовлетворяют условию
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10 <п/ Ру </?у, / = 1, 2, - •> <2-7)

где еу>0, у=1, 2,•••• и £у {0 при ] — то со
ш (0, Го, £>) = 0. (2-8>

Доказательство. Полагая <7/ = 6'(/?у» Пу, Ру)» с учетом лем
мы 2, для любого / = 1, 2, ••• имеем оценку

ш(0, Го, £>)<ш(0, Го, 0/)<е/, 
откуда ввиду условия еу | 0 при у ֊» со получим (2.8).

Теперь приступим к доказательству теоремы 2.1. Пусть функция 
/€ Н (/)) удовлетворяет условию (*),  надо доказать, чго / = 0. Доста
точно показать, что [ (0) = 0. Как было замечено при доказательстве тео
ремы 1.1, без ограничения обгцности можно считать, что т. е.
положить |/ (г)| 1, И.

Заметим, что из теоремы Фату и из факта возможности факториза
ции (в доказательстве леммы 1) следует, что функция / почти везде на 
-
и и Гу, Р имеет угловые предельные значения, которые обозначим 

У—։ р-1

через /(С), С6 и II Гу, р, и убедимся, что функция имеет следующее 
У-1 р-1

интегральное представление:

(2-9> 
2^ г-1 Л. 3 С-«

‘г. Р
Действительно, пусть г—произвольная фиксированная точка области 

О. Выберем последовательность конечносвязанных, содержащих точку 
г областей С*,  таких что б1сС։с • • ■ с=Р, 6*  аппроксимируют/), при 
к -> оо и дС*  =(11 Гу, р и 1к, где с О (к = 1, 2, •••) — концентрические 

окружности с центром в точке г =0, которые стремятся к Го при 
к —» оо.

Представляя функцию / в области ОК (в частности в точке г) инте
гралом Коши и переходя к пределу, при к —*■  оо, получаем (2.9), посколь
ку в этом представлении интеграл по стремится к нулю при А —>֊ оо 
(последнее легко получить, учитывая, что из условия (*)  имеем 
шах |/ (С)|-*  0, при к -*  оо и дл. /*  ограничены).

В силу произвольности выбора точки 2 заключаем, что представле
ние (2.9) справедливо во всей области О.

Обозначим теперь

А (») = 1 т
2к/ X Xу-1 р-1

/(ОУ£ 
С — г

'Р'П (*)  =
1 - п)

1 У-,« <-! р-1

(2.10)

(2.11),2^0.
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Имеем
/ (^)=/я (*)  + (*)»  2 € (2.12)

Доопределив функцию/ на Го: / (г)=Э, г£Г0, с учетом (2.12) полу- 
чаем

|/т (г)Н|?т (г)|, г^го. (2.13)

Оценим |'ч>т (л)[ на Го. Имеем

Е « У—<2 2 (п^)’/2, (2.14)
у=т+1 1 К/ р_/ / —т + 1

поскольку, согласно (2.2) имеем, что

>(В/Р/)Ч

Чтобы оценить последний ряд, сопоставим два последующих члена 
ряда. Сначала заметим, что

(2.15)

так как ввиду (2.2) имеем

1о ■/ < /г,п |Лу_1 следовательно

10 /֊>
1 V֊1

10/
R՞'.

Имеем

л/+1Р;+1= /?7+1 ГИ՞* = /??•'1« ,• -։

л=1

£ 
4

(2.16)

поскольку из (2.15) и леммы 1 вытекает, что без ограничения общности

можно считать следовательно

Из (2.14) ввиду (2.16) имеем

•• / 1 \ к ( П1 \ т+1 
1фт(*)|<(л,.+1Р и+1)1'։£ (֊) <2 П^* 4 Г2՜’ 

*-о \ 2 / \* =1 /
^Го,

следовательно, учитывая (2.13) имеем
7 т \А<п+1

|/т(2)1<2 П^:*  ~ *€Г (о* (2.17)

Так как [т^Нв{В\), где РГ = 27({Л;, п], Р/}Г)> (можно поло
жить |/т(2)|<1, то учитывая (2.17) и применяя теорему о
двух константах, получаем

4



142 А. Г. Балакян

log |/m (0)1 < Ш (0, Го, DT) (log 2 + log П * (3-18>

Для оценки ш (0, Го, D?) снизу рассмотрим гармоническую в D? 
функцию

«М=1»։П ֊тгТда '

Очевидно имеем
и(я)--=0, гСГ0. (2.19)

Оценим функцию и на д J Г у, р. Сначала оценим ее на одной- 
У-|р֊։

окружности Гу. р. Ввиду симметричности функции и относительно ок
ружностей Г;֊р, р = 1, 2,nj, достаточно оценить и (z) на Гу, i. Из 

•о
(2.15) вытекает, что произведение ]“| |1— гЛА/?**|  равномерно сходит 

»=1
ся при следовательно, в силу леммы 1, без ограничения общности 
можно считать, что

ПИ-/'‘/г?|>4. *60,1.  (2.20)

ш
Теперь оценим произведение |՜՜] (г՞-* —на Г/, i.

Для первого множителя получаем

֊ rv\< \z - /?жы"';։+ Rj • - W’J)<^ (*/+?/)"' “՛<
/ 1 \п1 > \А)~'

<П/Рл/г?-։ 1+— <зп/г? П^‘ 
\ ) *-1 \4-1 )

Так как А, ( ос при у—» ос, то в силу (2.15), без ограничения
* /7՜1 \Л>՜’ 1

общности, можно считать, что П^‘ следовательно имеем՜
\*-1 ) 48

I* ’7֊ /эд < А п г Г(> и (2 21)
*-1

Далее
|ап>+>- /?;/+Ч +pյУ^+Rя/+^2Rпյ^, хСГл ь (2.22)

и наконец, для множителей |г՞* —/?2*|,  у + 2 < к < т, имеем

|/*֊Л?/<(/?у  + 1 + (֊^֊Х" ), г С Гл ь (2.23)
\ \ / /

Поскольку из (2.1) следует сходимость произведения

то без ограничения общности можно считать, что
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(2.24)

Учитывая все оценки (2.20) —(2.24) и очевидное неравенство

Z* ֊ R^ 
1—гПк Я?

для точек z £ Гу, । получаем 

и (г) > log -----------

П
Л-1

(2.25)

. п>
Итак оценка (2.25) справедлива на U Г/,р, и поскольку она не зави- 

р-1
сит от выбора j, то можно утверждать, что (2.25) справедлива для 

т п J
всех точек z^ (J и Г/.р-

/—Ip—1
Теперь рассмотрим гармоническую в D\ функцию

V (z)= logo / log m------
Л-l Z -Rk \ ' j-J рПк

Л—1

Отсюда, на основании (2.19) и (2.25) имеем

v (z)=0 для г6Г0 и и(г)>1 для z£ у J Г/, р.
у-1 р-:

Следовательно получаем оценку
и и Гл Я, £>^<®(z), -Z^DT, 

\ ;-1р-1 /

и равносильную ей другую оценку

ш (z, Го, Di)^> 1—v (z),‘ z^Di-

В частности, в точке 2 = 0 имеем
2 

«(0, r0,DD>log 2/log~-------

Пя?
Л-1

Подставляя эту оценку в (2.18), получаем

/И т \ 2log l/m (0)! < (log8 2+ log 2 log П Rkk )/ log^i----------
2 *“* 7 n w

Л-1

Переходя к пределу в этом соотношении при т-*оо,  ввиду того, 
что fm (0) стремится к f (0), а А„ 1 ос, получаем log |/ (0)|= —со, следо
вательно /(0)=0.
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Теорема доказана.
Приведем пример области типа /., удовлетворяющей условиям теоре«- 

мы 2.1, следовательно являющейся областью //-единственности.
Параметры, фигурирующие в теореме 2.1 выберем следующим обра

зом:

/?у=е-(1,лп/=/е/։, Лу=/7, ^=֊~ И 

1 / у՜' 
р/=- Я/П** ’1 

п> \ *-> )
Легко убедиться, что при таком выборе параметров удовлетворяются 

условия (2.1) и (2.2), следовательно, соответствующая этим параметрам 
область О = О ({Яу, П), ру}~) обладает свойством //-единственности. Одна
ко этот факт нельзя усмотреть из теоремы 1.1, так как не выполняется 
условие (1.1).

В заключение приношу глубокую благодарность Н. У. Аракеляну и 
А. А. Гончару за ценные советы и обсуждения.
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Z. Դ. ՐԱԼԱԿՅԱՆ Հոլոմորֆ ֆունկցիաների միակության մետրիկական պայմաններ L տիպի 
սւնվերչ-կապանի տիրույթներում (ամփոփում )

Այս աշխատանքի հիմնական արդյունքը պարադրաֆ 2-ում շարադրված 2.1 թեորեմն է, որտեղ 
ստացված են L տիպի D տիրույթի միակության հատկության բավարար պայմաններ, երր միա
վոր շրշանադծի հարմոնիկ Լափը D-ի նկատմամբ 0 է» Պարադրաֆ 1-ում բերված են միակու
թյան £ ոէմիւսկության բավարար պայմաններ, հիմնվելով' միավոր շրշանադծի' D-ի նկատմամբ 
հարմոնիկ լափի դրական լինելու վրաւ

H. G. BALAKIAN. The metric criterion  of unlquene  of holomorphic function  
in infinitely connected region  of L type (summary)

* ** *
*

The main result of this paper is the theorem 2.1, where we obtain sufficient 
conditions of characteristic uniqueness in domain D of L type, in case the harmonic 
measure of unique circumference, against D is rero. In § 1 we give sufficient con
ditions of characteristic uniqueness and non-uniqueness, basing upon positiveness of 
harmonic measure of circumference against D.
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