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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ОПЕРАТОРЕ С РАЗНОСТНО- 
СУММАРНО-ГАРМОНИЧЕСКИМ ЯДРОМ

Введение

Рассмотрим интегральные операторы

(/-К*)(Г)-Г(х)^**(*,։) (1)
о

с ядрами
. /Г±(х,0-/(х-0 + ^(х + 0±Я(х,0, (2)

где функция Н(х, гармоническая в квадрате £>={0< х, «■։},!. е.
д։ Н(х, Г) д'Н(х.е) п
“л?՜ + ---- °- <”

Считается, что / (х) £ С1—(т, т), g(x) £ С?( (0,2 т), Н^_С (О). Предполагая 
существование операторов /-{-R՜ =(/—-К*)՜1, поставим задачу их 
эффективного построения.

В работе [1] выясняется, что для построения операторов /-(-Н*, 
вообще говоря, достаточно решить 8 уравнений с ядром К н и столько же 
с «сопутствующим» ядром К~.

В данной работе разработан конкретный путь (алгоритм), соответ
ствующий этому подходу, основанный на предварительном решении четы
рёх уравнений с ядром К+ и восьми уравнений—с ядром К~.

§ 1. Вывод основных соотношении

Резольвентные ядра R удовлетворяют известным соотношениям

(х, (х, 0+] ** (*. 5) R* (5, *) 45, (1.1)
о
■с

R* (х, 0= К (х, 0 + у (х, $) К± (з, О Л. (1.2)

о
Применим схему работы [1]. Дифференцируя (1.1) дважды по х и 

имея в виду следующее из (2) соотношение
5-Ց34
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о2 К- (х, 0 = дяК~ (х, О > (1 3)
дх* = ։ де

получим

(х, Г) = д»^(х,{) , Г & (5 0 л (1 4>
дхя де 3 дзг

о
Интегрируя по частям в последнем интеграле и применяя оператор
./ + .R7 к (1.4), с помощью (1.2) получим

дчг* (х, О _ д։Я* (х,о = I дЕ< (х, з) я± {) _
Ох2 де I дз

03 1 ։-О

Таким образом

/_£. т (Я- ± /г+)= г+ (х, о ± е- (х, /), 
\дхг дЕ/

где использованы следующие обозначения (։ = 0, 1):

(75 / 5=0 03 I з«=т

^<^>/ =₽«(«).
<?$' Л-0 03* 11-,

(1-5>

(1.6)

/± (х, #) = а£։ (х) ?;° (0 - а210 (х) Чо-ах 1 (х) ₽Г(0+»*°(х) ₽1*՛ (О- 

(1.7>

Здесь функции (1.6) удовлетворяют уравнениям (։ = 0, 1)

±1, . д'К^^х,^! . . ±1 , . ,“1 (х)=---- —------ / + I (х, 5) аг (з) с/5,
Ог /1-0 3

о
т

а±‘ (х)= д' —/Х' + С(х, з) а^' (з) ds, (1.8)
ог /6^ J 

и

Р11' (0= д‘К±\—1 + [ ₽?' (з) (3, О Л,
Ох1 /х—0

(<)== ^֊[^)/ + Г р±* (5) к± (5> 0 л֊
Ох1 /х-- J

и
Таким образом, резольвентные ядра интегральных операторов с ядра

ми (2) удовлетворяют дифференциальным уравнениям (1.5), где функции 
(1.6) определяются из интегральных уравнений (1.8).
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§ 2. Структура резольвентных ядер

Решим дифференциальные уравнения (1.5) в квадрате О = [0, т] У 
X [0, т]. Решения второго и зни>. по формуле Грина можно представить в 
виде

(R- - R*)(x, <). A] j j(F— /♦>(., ,)1. +-

6 о

+ (■[,*’(s) - аГ’ (s)]ln ■ f[«r°(s)-«l*0(s)] X
И(х — з/+ / J

U 0

X
X ----- ---------Л+ ( [₽։"’ (s)-₽2՛’ (s)l In ,z ■ ■ * =</s +
Л(х-з)։+<։ ~ j lr2 v / r p<(x_t)։+(z_s)։

0

+ fe+0(s)-₽2"°(s)L--------------------?։*+ fe’W֊«:՜1 (s)]lnX-
J (x-x)։+(f—s)a J
0 0

X V(X_S)'+(,T^ л + ‘«- (-s)'+(’,-,/։ + (21>
и 

т
+ Г[₽Г’ (s)֊₽i+1 (s)] In ■ 1 — ds +

J • Г x։+(f֊s)։

p „ def
+ [?r° (s) - РГ° (s)] * ds = G (x, 0.

J *’+(*— s)a0

Первое из уравнений (1.5) в треугольнике 0<^ t min (х, х— х)> 
можно решить по формуле Даламбера

/?֊ (X, о + /?+ (X, о = -а։°(х ~х tt? 0(x~ °2+ а,+0 (*+0+«Г°<*+£) 4_

+ у J f«i+1 (s)+«r։ (s)] ds - (2.2)

x-t
t x+<—ч 

Iff def—— I dt] 1 [M (s, ri) + ^~(s, 7])] ds (x, t) . 
£ 

0 X-t +■։

Соответственное остальных треугольниках (max (t, x — f) -^.x < xr 
max (x, x — x)-<Z<x, 0<x<min(6 ■։— 0) решения будут иметь сле
дующий вид: , ' ' ,

R+ (х, 0 + R֊ (х, t) =

= fe+0(x+f-t)+pa-° (* + f-x) -Ь fe*°(x^x+<)+ ^-°(х-х+ О
2 ------------------------------
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р ас«
</։ 1Л+ («. ’։)+ (5> ч)]«Ь = са (х>0» (2-3)

х+<—а

/?+ (х, /)+*- (*> о -
<4° (■։ 4֊ X — Г) +«Г° (<4֊х—<)+ «2 0(*+ < ֊ ’) 4- «Г°(х + < — г) ,
----------------- - 2 '1՜

хК—х
+ у [ [в»+։Г5) + «Г1(«)]л֊ (2.4)

т+х—I (

1 г ч+г՜' •
—2՜ I 71 ) Лв ^Х’ *)’

I л+»-ч

. .XI п- / -X ?1+0 (*+ 04՜ ?*՜0 (Х + О+РГ° «— х)+ РГ°(/—X)
IX, 04՜ л (х> 0— 9 ------ -------------е. X

- ■£ Г [рТ1 (5)4-РГ1 («)] л + (2.5)

х+<
х х+1—з

+ — </$ [М (з, 71)4- Г-(з, -п)] </т, = С4 (х, о, 
“V к)О З-Х+1

Из формул (2.1)—(2.5) получим

№ (х, 0=֊^'[£’1 (х, /)+ С (х, #)]> 0< (х, х— х), (2.6)

/?* (х, 0 =— [08(х, 0+ (х, /)]> тах (6-с—О֊Сх<С'с> (2-7)

(х, /)= —[^ (х, о + С(х, <)], тах (х, х)< / < х, (2.8)

^±(х> /)=՜^՜ (х’ 0+ С (х, /)], 0<х<т1п (I, г—/). (2.9)

Таким образом, с помощью решений интегральных уравнений (1.8) 
строятся резольвентные ядра интегральных операторов с ядрами К±.

§ 3. Алгоритм обращения .

Покажем, что 4-е уравнение из (1.8) можно заменить более простой 
-системой интегральных уравнений с разностно-суммарным ядром.
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Приравняем значения резольвент (2.6)—(2.9) на сторонах соответ
ствующих треугольников, составляющих квадрат О, имея в виду непре
рывность в вершинах квадрата

а?' (-)=??' (0), ₽2±,(г) = а։±1(т),

а±'(0) = ₽^'(г), ₽г' (0)= а։±։(0). (3.1)

В результате придем к системе (у 6 [0» ")]

у
«Г - у)֊ ₽2+° (.у) = ?Лу)-«Л’-у)֊| (₽2+* (з) + ₽Г։ (з) +

и

+ «1՜1 (х—з)4- аГ1 (т—$)] + у </>1 [/?+ (з, У()+ р- (5, 7))] </з,

О Ч+т-У

т
а/° (у)֊ (#° (у)= в՜0 (у)֊ а2-° (У) + у[?2+1 (5) + РГ։(з)-а2+‘ (з) -

У
•с т

— а?1 (з)] </з 4֊ у у [Г1՛ (з, 2})Ч֊/г_ (з, •>))] </з, (3.2)

У У+•'-’!

У
«2+’ (у) - ₽1+°0-у)= РГ°(т-у)-а2-П(у) + У^1 Ь- з) + ₽Г։(г-з] -Ь

Т Т-*с+у
+ а2+1 (з) + а2-1 (з)] </з 4- у у [Г+ (з, т})4-^՜ (з, т?)] ds, 

т-у о
7-У

а1+0(х+у)+Рд+0(х-у)=₽Г0(х֊у)-аГ°(х֊у)4-

о

У [₽1+1(зН₽Г’(з)֊

—аг’(з)—аГ'(з)] </з 4՜ [^+(з. 7!)4՜^’՜ (з, т()] </з.

о о
В этой системе левые части линейно зависимы. Продифференцировав урав
нения, следующие из линейной зависимости правых частей, получим

—2Р։՜1 (у) = 2 [Рг՜1 (у) — “1” (■։—у)—«Г* (*— у)— «2+1(у)—а2՜՛ (у) + 
у

+ ₽1+’(՜։ — у)+ ?։"’(■։—У)]+ У^^Ч-^՜] У, Ъ) ^4՜ 

О

+ ^(Р++Р~)(у\-~—21, 21) </21 -+■ у(Г+ +/֊)(21֊х +у։ 21) </21 4- (3.3)

У 1֊У
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--У

+ (/+ + /■)('—у — ’)> 71) ^'1-

Имея в виду (1.7), интеграл а первом уравнении системы (3.2) можно пре
образовать следующим образом:

У Г <•
( I |/ (а, + Р՜ («> т<)] а'5== I I <2 (а, 7,) |-

» ч+ч-у « Ч֊’֊У

у у-у - '■
+ ®1+"(:—а) РГ՛ ('<) ₽г°(а) а?՛ (1)

и о

_р+’(5)| а2-°(1)^}л- р։+0^-а) у ^'(rl)drl, (3.4) 

1+Т-у -.-у 2-5-у-у
где

О (з, ^)=агц։ (а) ₽Гэ(т,)֊< (а) рГ'(ч)֊ «։+1 (а) РГЪ)+®Г° (а) рГ’^).
(3.5)

Аналогичными преобразованиями интегралов остальных 2-х уравне
ний системы (3.2) и в уравнении (3.3) придем к системе

у -
V (уУ=ф (у) + ( А (у—«) И«) + [Ч (у + а) И(з) </з + (З.б)

.) иЧ --у

+ [Л (у—а) V (з) «/з-|- А 4 (у+а) V (з) ds.

У 0

Здесь приняты следующие обозначения:

и (у) =(«1+0 (^֊у), рГ(у), Р1+0(*֊у), р2+’(у))^

ф (у)= (ф։ (у), ф» (у), ф3 (у), ф4 (у))'г, . (3.7)
У

Ф1 (у) = “240 (у) + ®Г° (у) — «Г°(՜'—у) 4֊У [РГ։(а)— а^1 (■։ — а) —

°։ (■։ 5)] ^а—[р2֊1 (з)—о։՜1 (з)—в21 (з)] «/з + у у Q(s, dsd^q —

У 0 г.+Ч-у
Г т

— У У Q (։, ъ) dsdъ (3.8)

у у;-х-ч

ф. (у) =-- а?° (у) + о2-° (у)-рг° (у) ֊у [р2-] (з) - а+1(з) -

У



Об интегральном операторе 313

— «2'(«)]Л—У <2 (з, Т։) dsd՝r^, (3.9)

у
Ф, (у) = ^°(у)+ ^°(у)~ ₽Г°(•֊У)֊р?1 ’ ('— з) 4- ₽г։ ֊ з) - 

о
*г։--+У

-а։+1(з)-аГ։ ($)] — С (2 (з, т() (3.10)

К--У С
Ф4 (у)~<41 (*— у)4- «1 '(-—у) + “2՜' (у) 4՜ а2 Ху)—

У
-?2՜' (у)֊МЧ'֊У)֊ ₽Г։ С= ֊ у)- у[ У <2 (5 4- ' -У, 5) +

о

4-У <2 (у + ■։—з, з) </з + У<2 (з — т 4- у, з) </з4-

У т֊У
т-у

4՜ У <2(* —у —з, в) е/з^, (3.11)

О
где <2 (з, ч]) определяется с помощью формулы 3.5 и

А (У — «) =
у-* _■ '

РГ'Сп)

0

1 в21 (ч;) </>) 0 1 —

-т-у Т +
0 0

У-*

«Г0(ч!)</ч)

»-У
0

(3.12)

0 0 аГ։ (ч<) «/>) 

6
0

— Ху - «)--֊■ <Х2 '(з+-—у) -֊ »1 Чу-5) -^-։2П($+^— у)
£ I Л։ Л! £•

2 А (у 4- з) =

0 0—2 а: '(ч)) dr^ 0

о
■։ л—т+у т-т+у

— 2 у РГ1 ("п)^— 2 У «Г’Ь) с1-ц 0 2 у аГ0 (ч;) </У|

2т— т—у О О

— РГ1 (2х—у—в) — аГ1 (з—т4- у) »Г^гт—з—у)։Г0(з —X 4֊ у)

(3.13)
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А(у —«) =
X

0

У+-.-Л

0 — [’

з2

аГ՛ (ъ)

■5
0 — + У »2՜° (1) «/4 )

Т
0 — (1 + У «Г° (п) ) (3.14)

0 0
₽Г'(«֊у)—^2

у-к-*
о о •

) ֊^֊ «г1 (։—у) 4՜ “2 0 (у+х—։)
>

X

— У ₽Г* (т0

А< (у + «)_^=

0 С а?' (ъ) 0

У+’ •

— ₽Г։ (т0 0 у <Х| ! (^) 0
(3.15)у + з 

0

— ■— ?г' <У + 5) —

У + * 
0 

֊уа2՜' (т-

0 0

- •> — $) ֊—вГ։(у+5) 
&

1 “О / \
уа։ (х-у — з)

Матричные уравнения (3.6) с помощью обозначений

А (у — 5) = •!I Аг (у — а) при 0<а<>9 (3.16)
1А (у — з) при У< 5 ‘«С т.

в (у + 5) = И։ (у + «) при У ։ а<С х (3-17)
\А4 (у + а) при 0<а<С՜ —у

можно записать в виде системы интегральных уравнений с разностно
суммарным ядром

X

V (у}=Ф [А (у — з)В (у-]-$)] V (з) (1з. (3.18)
о

Известен эффективный метод решения уравнений типа (3.18) (см. [1], 
[2]).

Заметим, что система (3.18) относительно компонент Р^՜0 и р։+<> 
вольтеррова и это можно эффективно использовать.

Таким образом, мы пришли к следующему алгоритму построения об
ратных к _/ — К± операторов.

1. Обратим оператор / — К+ на элементах (г =0,1) «Ж* (х, о 
Л 1-0
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d‘K+(x,t) дК+(х, t) , .. п-------—----- , ------- ;------- , a J — К. на элементах (z =0, 1)
dt‘ dx х-о
д' К֊ (х, /)/ д‘К֊(х, t)i д‘К֊(х, t)l д'К֊ (х, t)l

dt‘ |i=o dt‘ It--. dxl /x-о дх1

(cm. (1.8)).
2. Решим систему (3.18) с помощью известного рекуррентного алго

ритма (см. [1], [2]).
3. С помощью формул (2.6)—(2.9) восстановим резольвентные ядра

Я*. ‘

§ 4. Некоторые замечания

1. Требования гладкости функций /, ё и Н не являются существенны
ми. Функции I и ё достаточно считать суммируемыми, а Н — имеющей 
слабые сингулярности на дБ. В этом случае формулы § 2, восстанавли
вающие резольвенту, сохраняют свою силу (см. также [1], § 2).

В случае чисто гармонического = ё = 0) ядра можно воспользо
ваться более простой схемой (см. [1], пример 5).

2. В принципе, для обращения оператора / — К+ достаточно предва
рительно решить 8 уравнений, т. е. в алгоритме § 3 использованы избыточ
ные условия. Это является следствием того, что применена формула Гри-

дИ
на (2.1), в то время, как значения Н и —— на дБ не независимы. Однако 

дп
использование функции Грина для решения задачи Дирихле или Нейма
на в квадрате Б приводит к дополнительным сложностям и вряд ли целе
сообразно с прикладной точки зрения.

3. Изложенный метод легко обобщается на случай оператора на 
полуинтервале (-:=со).В этом случае /^/-1(—+՜ сс). ^1(0, оо)„ 
а Н можно считать достаточно быстро убывающей в квадрате х, £>0, 
обеспечив ограниченность операторов }—К*, скажем в (0, <х).

В этом случае основные формулы примут вид:

/?± (х, I) = -^(х, О + С (х, 0], 0<* <х<со, (4.1> 
л»

/г± (х, 0 = ֊ [О4 (х, 0 + С (х, /)], 0< X < I < СП, (4.2/

где приняты следующие обозначения:

Р±(х, 0 = а։±0(х)₽Г (0-«^(х)₽1Т°(0. (4.3>

0 "=2-Н/ R՜ -м)(։- ” ■- **+
о о

+ С [?1+’(5)-аГ։(5)]1п ,,.- 2--, -т^ +
3 И(Х —5)2+Г
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(4.4)

x*+ fa" л- 

и

“i1*» В|4Г (/ = 0,1) определяются из соответствующих интегральных 
уравнений (1.8), где вместо подставлено co, a G։ и Сц определяют
ся, соответственно, из (2.2) и (2.5).

Приравнивая значения резольвент (4.1) и (4.2) на прямой х = է, вме
сто системы (3.3) получим уравнения

У
։Г0(у)=<Р (у) + J а (У ՜ s) а*° (s) ds> (4.5)

о
где

у
<р (у)~*Г(у)+ (у)-<°(у)+ р!+1 (S) + РГ։ (S) -

о
у у-х

-rf* (з)-аГ1 (S)] ds + (‘ds C խք° (s) ₽։+* (?))-

o n

֊ «Г1 (s) ₽։+Ն)֊ «է’ (s) ₽Г° ft)] dr,,
y-j

a (У — s)= J Pi՜’ (’ll dV- 

u
Таким образом, в случае т = оо получим следующий алгоритм по

строения обратного оператора к / -{-К4:
1. Из семи соответствующих интегральных уравнений (1.8) найдем

«Г*, Հ', (/ = 0, 1).

2. Решим вольтерровое интегральное уравнение с разностным ядром 
(4.5).

3. С помощью формул (4.1), (4.2) восстановим резольвентные ядра 
Я±.
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ինտեզրալայիէ օպերատորի մասին (ամփոփում)

Դիտարկվում կ ֆրեդհոլմի երկրորդ սեոի օպերատոր, որի կորիզը տարրերակա֊գոլմտրաքին 

Л հարմոնիկ ֆունկցիաների զոսէար Է> Մշակված է հակադարձ օպերատորի կառուցման ալգորիթմ։
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A. A. PAFOJAN. Сп the Integral eperatare with turn-difference-harmoni: 
kernel (lummary)

The Fredholm integral operator of the second kind is considered, whose kernel 
is a sum of a function depending on the sum of arguments, a function depending on 
their difference and a harmonic function. An algorithm for constructing the inverse 
oporator is given.
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