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В настоящей работе получены некоторые результаты по характериза­
ции однородных или однородных и изотропных случайных решеток. По­
казано, что в пространстве R" дискретность распределения Пальма одно­
родного точечного процесса эквивалентна тому, что распределение процес­
са сосредоточено на так называемых А-решетках—объединениях к конгру- 
ентных решеток. Аналогичное утверждение получено для однородных и 
изотропных точечных процессов, у которых распределение Пальма сосредо­
точено на «пучках» реализаций.

Другой результат касается рандомизируемых множеств. Точечное 
множество (о с: R" назовем рандомизируемым относительно группы М пре­
образований пространства R" в себя, если существует точечный процесс, 
распределение которого инвариантно относительно № и сосредоточено на 
множестве образоп №„ — |*^|4ел’.

Для групп параллельных переносов и всех движений показано, что 
рандомизируемы только Л'-решетки.

Отметим, что ряд связей между свойствами распределений однород­
ных точечных процессов и свойствами их распределений Пальма указаны 
в монографии [1]. Наши результаты, касающиеся распределений Пальма, 
дополняют результаты [1].

В §§ 1, 2 даются все необходимые геометрические определения и ис­
пользуемые в дальнейшем результаты из дискретной геометрии. Отметим, 
что символ □ обозначает конец доказательства.

§ 1. Решетки и /«-решетки

Пусть е։, е։,..., ет — линейно независимые точки (векторы) п-мерного 
т

евклидового пространства /?п. Множество всех точек в* ел, где ал — 

целочисленные коэффициенты, называется решеткой. Если т = п, то соот­
ветствующая решетка называется невырожденной, а параллелепипед с вер- 

п
шинами 6Л ел, 6К = и или 1, называется фундаментальным параллеле-

*31
пипедом решетки.

Множества А1։ А, сз R11 называем конгруентными, если их можно 
совместить параллельным переносом, то есть существует такая точка 
х £ ~=, что А1—х = Аг. Запись А—х означает сдвиг множества А на век­
тор х. Все множества, конгруентные какой-либо решетке, также будем на­
зывать решетками.
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Определение 1. Объединение к гюнгруентных решеток, которое 
нельзя представить как объединение меньшего количества решеток, назы­
вается А-решеткой.

Подмножества которые не имеют точек сгущения, будем назы­
вать точечными системами. Рассмотрим множество 7 „ точечных систем 
конгруентных фиксированной системе ш:

Ги= |<и —

Множество 7^= |“> — хЬе« есть подмножество тех элементов из 
Тш, которые содержат начало координат 0.

Лемма 1.1. (см. [2]). Точечная система ш является решеткой то­
гда и только тогда, когда Т ® состоит из одного элемента.

Справедливо и более общее утверждение.
Лемма 1.2. Для того, чтобы точечная система ш была к-решеткой 

необходимо и достаточно, чтобы множество Т® состояло из к элементов.
Доказательство. Легко показать, что для всякой А-решетки (о 

множество Т® состоит из к элементов. Покажем справедливость сбрат- 
. ного утверждения. Пусть имеем 7^={и>г, «>։,•••, Обозначим

А/ = {х £ R՞: ш — х = ш/), г = 1, 2, • • к. ,

Так как то имеем А/ сш, то есть
А

ш=и А/, А/ ПА/ = 0, (1.1)
/-1

Покажем, что А1(--՛, А» суть козгруентные решетки. Для любой 
тройки точек х, у, г £ А/ имеет место

* — у + *£Ь1, (1.2)

так как
®— (х—У +г)=<о/ + у — г = ш — г = ы, .

Ввиду того, что для любого движения ш и всякого А С R" из 
тА С А следует

тА = А, (1.3)
то из (1.2) получаем

Ц-д+г=Ц • (1.4)

ИЛК

1^1—у = А/ — г.

Таким образом, множества 7др г = 1, 1,՛ • •, к одноэлементны и 
в силу леммы 1.1, А1։-.-,А* суть решетки. Для любых у^Ц, 
аналогично (1.4) можно показать, что имеет место

— У + г = Ь}, Ъ ] =^г՛ • ՝, к.
Следовг7ельно- Решетки А,..... А» конгруентны друг другу и в силу

(1.1) ш есть «-решетка. О
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§ 2. Правильные точечные системы

Пусть Г—группа вращений пространства Rn вокруг начала коорди­
нат 0. Обозначим

Ae = {fu»}ier, (т. и. „пучок“).
5а> = (х £ w : ш — X Ди, |.

Определение 2. (ср. [2, 3]). Точечная система со называется пра­
вильной, если имеет место •$>, = ш.

Лемма 2.1. Для любой точечной системы ш, множество 
Su, является правильной точечной системой, то есть Ss^-S«,.

Доказательство. Для любой точки х £ существует такое 
вращение £ Г, что о»— х = 7хш. Для произвольной точки y^Sa 
имеем х + ",жу £ S«,, так как

ш ֊ (х + 7 г у) = 7-г “> — у = 7-г (и — у) 6 д»:X
В силу (1.3) получаем

7х5о> = 5ш— г, х(;5ш. (2-1)

Следовательно, 5^, = 5Ш. □
Здесь и далее полагаем 0 £ со, так что не пусто. Рассмотри^ мне- 

жест зо

Л» - (7 СГ s -(*•> £ 7՜®);

оно не пусто, так как всегда содержит единичный элемент у0 группы Г, 
оставляющий пространство /?" неподвижным. Заметим, что в общем случае, 
когда со не обладает определенными свойствами симметрии типа решетча- 
тости, Sm=[0|. Примем Л{о}=!7оЬ

Лемма 2.2 (см. [2]). Для всякой правильной точечной системы со 
множество F „ является конечной подгруппой группы вращений Г (в кри­
сталлографии Рш называют федоровской группой).

Это утверждение справедливо и для неправильных точечных систем. 
Для доказательства нам потребуется следующая лемма.

Лемма 2.3. Для любой точечной системы со имеет место

Fsw = Лш.

Доказательство. Для любого 7 £ существует такая точ­
ка хт £ ш, что

о» — хт = тш.
Заметим, что хт^5ш. Согласно (2.1) имеем 7S,„=5O.—хт. Следо­

вательно, 76/х. □
Из лемм 2.1, 2.2 и 2.3 следует
Утверждение 1. Для любой точечной системы со множество F щ 

является конечной подгруппой группы вращений Г.
Следствие. Для всякой точечной системы со имеет место

card (Т1 П Л») < card F„ < 00. (2.2)
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§ 3. Дискретные распределения Пальма

В пространстве R" рассмотрим однородный случайный точечный про­
цесс 5 конечной интенсивности Л. Ниже всегда Р обозначает распределе­
ние процесса д, а я — его распределение Пальма. Последнее определяется 
соотношением (см. [1]):

к(Д)=Ае £ . (3.1)
с*.')

где со есть реализация точечного процесса £, Е — математическое ожида­
ние относительно распределения Р, I — индикаторная функция, Ь (х, г)— 
шар с центром х радиуса г. Нормирующая константа С равна Лц (Ь (х, г)), 
где р.—мера Лебега в Рп. В силу однородности процесса д (3.1) не зависит 
от положения центра шара Ь (х, г).

Утверждения этого параграфа по существу касаются свойств распре­
делений Пальма я, в случаях, когда имеются отдельные реализации со, для 
которых я ({со}) >0. (В «непрерывных^» случаях эти утверждения три­
виальны).

Лемма 3.1. Для любой реализации со, содержащей точки 0 и х 
имеет место

к ([си;) =г. (|ш —х|).

Доказательство. Имеем

*(!«>))=—£ Е («֊/) =
С- сео.ти (—л, 1)

= 1 Е и (V— 1֊ х) = т, ({си — х|) □
с- <+ХЬ У[\Ь (О, Р

Лемма 3.2. Для всякой вырожденной к-решетки со всегда имеет 
место я ( {со} ) — 0.

Доказательство. Если со — вырожденная ^-решетка, то сущест­
вует такое полупространство Н, что«» П Н— 0.В силу леммы 3.1, без огра­
ничения общности можно принять, что О^дН, где дН есть гиперплоскость, 
ограничивающая Н. Рассмотрим в Н прямоугольный параллелепипед О 
высотой Л, в основании которого лежит гиперкуб (0, а) п՜’, где а—расстоя­
ние от 0 до ближайшей точки со’\ {0}. По формуле Пальма [4] имеем

Р(2?0Х1-Хк ({со}) Л а’֊1, 
где Ео—событие, состоящее в том, что в О нет точек процесса. Так как вы­
соту Л можно взять сколь угодно большой, то я ({со}) = 0.

Лемма 3.3. Если я ({со}) > 0, то реализация со есть невырожден­

ная к-решетпка, причем к-
я([со|)

Доказательство. Пусть к({ш])՝>0. Из (3.1) следует, что 
О^со, В силу леммы 3.1, для любой реализации Т՝՞ имеет место
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(1ш))> о (3.2)

Следовательно, У.?. состоит из конечного числа элементов, и

согласно лемме 1.2 ш есть Л-решетка, причем к <---- ------ . Невырож-
к({ш})

денкость следует из леммы 3.2. 0

§ 4. Однородные рандомизации

Определение 3. Если для точечной системы со сз /?п существует 
однородный случайный точечный процесс £, распределение которого сосре­
доточено на Та, то ш называется однородно рандомизируемой точечной 
системой, а ё—однородной рандомизацией точечной системы (с.

Покажем, что всякая невырожденная ^-решетка со однородно рандо­
мизируема. Пусть О — какой-нибудь фундаментальный параллелепипед 
одной из решеток, из которых составлена со. Заметим, что у фиксирован­
ной решетки имеется много фундаментальных параллелепипедов, но все 
они имеют одинаковый объем ц (О). Имеем

Гш = (ш — •

Рассмотрим отображение /: Тш — О, которое каждой ^-решетке 
Уш ставит в соответствии точку х=/(<о1) такую, что ш1= ш — х. 

.Заметим, что это отображение однозначно (с точностью до множе­
ства р-меры нуль).

Распределение Р конструируемого точечного процесса определяется 
соотношением

"X” •т-
Так построенное распределение Р однородно и сосредоточено на Тш 

Итак, всякая ^-решетка является однородно рандомизируемой. Для дока­
зательства обратного утверждения нам потребуется следующая лемма, не­
посредственно вытекающая из (3.1).

Лемма 4.1. Если множество точечных систем Й замкнуто относи­
тельно параллельных переносов, и распределение Р однородного случайного 
точечного процесса сосредоточено на Й, то его распределение Пальма л 
сосредоточено на Йо — |и> £ 2

Теорема 1. Для того, чтобы точечная система ш была однородно 
рандомизируемой необходимо и достаточно, чтобы она была невырожден­
ной к-решеткой.

Доказательство. Покажем, что только А-решетки однородно 
рандомизируемы. Пусть существует однородный точечный процесс, рас­
пределение которого сосредоточено на Та. Тогда, в силу леммы 4.1. его 
распределение Пальма я сосредоточено на 7° . Но множество Т° не бо­
лее чем счетно, следовательно распределение я дискретно. Значит, сущест­

вует такое Т°, что я (|ш1))>0. Из леммы 3.3 следует, что ш, и 
конгруентная ей ш являются ^-решетками. Отметим, что в силу лемм 
1.2 и 3.1 имеет место
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г- (1‘в1)= а

Из доказательства теоремы 1 видно, что конечные и счетные смеси 
однородных рандомизаций А-решеток имеют дискретные распределения 
Пальма. Известно [1, 4], что распределением Пальма я однозначно опре­
деляется распределение Р однородного точечного процесса. В силу леммы 
3.3 получается следующее утверждение.

Теорема 2. Распределение Пальма однородного случайного то­
чечного процесса £ в R" дискретно тогда и только тогда, когда д есть смесь 
конечного либо счетного числа однородных рандомизаций /(-решеток.

§ 5. Однородные и изотропные рандомизации
/

В пространстве R" рассмотрим однородный и изотропный случайный 
точечный процесс д с распределением Р и интенсивностью X < оо. Его 
распределение ПалБ.ма Я будет изотропным [4], то есть инвариантным от­
носительно группы вращений вокруг 0.

Лемма 5.1. Для всякой реализации (о, содержащей точки 0 и 
х^К", имеет место

к (Д„,) = к (Д(<։_х)).

Доказательство ради наглядности приведем для плоского слу­
чая. Пусть уА означает поворот множества А а R2 вокруг 0 на угол у.՛ 
Обозначим

5 (ч>, а) = |7<и: |7|<а), а^(0, ?], 
где ф — минимальный угол, для которого ф(о = ш.

В силу изотропности распределения я имеем

Я (В(ш, а))=-^- я (Дш), (5.1)

Если точка I из точечной системы V со свойством у (ш—х) 
лежит в круге Ь (0, г), то точка у = ։—ух лежит в <2 (а, г) = 

7^ ( х> г), и и Р=7°»- Из (3.1) для всех х£ш получается

я (В (ш-х, «))=-!-£ /Я(и_х,.)(и-0<
ь Родасе, м

"77 (“'а) л*’ Г' № (®» “')•
С ч? (’.<•) р(6(0, г))

Аналогичным образом можно получить следующее неравенство:

”1В (“՛։)) * я <« - •

В силу (5.1) имеем

Р (6 (0. г)) 
р(СИ«, г))

Р«?(», г)) 
И (6(0, г))

~ (Лш-Х ).
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Для доказательства леммы остается заметить, что при а —► 0 имеем

И (Q(“» *")) I |х(6 (0, г)). □

Лемма 5.1 является аналогом леммы 3.1 в изотропном случае. Ана­
логом леммы 3.3 является следующее утверждение.

Л е м м а 5.2. Пусть л — распределение Пальма однородного и изо­
тропного случайного точечного процесса. Если л (Дш) > 0, то точечная 
система со есть k-решетка.

Доказательство. Пусть л (Д,„) 0. Из леммы 5.1 имеем

{ Дш—Х Jaga ~ > ^ш/|» ( < °°>

где IU/ = ш — .ri, i= 1, 2, • • •, I.
Заметим, что согл=сно определению, множества Дш<> i = 1, 2- • •, I 

непересекающиеся. Из конгруентности точечных систем ш։, • • •, о>; сле­
дует

7t=7t с и А.,, ; = 1, 2,---, I. (5.2}

Из неравенства (2.2) получаем

card ( Г П Д-,) < оо, Г=1, 2,- • •, I. (5.3)

Из (5.2) и (5.3) следует

• card Гш = у card ( 7% П Л... )<С°°-

Согласно лемме 1.2 со есть й-решетка. Отметим, что в отличие от одно­
родного случая не всегда имеет место k = I. □

Пусть М—группа всех евклидовых движений в Rn. Обозначим

М* — {ти}т^м, ш cz Rn.

Определение 4. Если для точечной система а՝ сущест ՝,у?т одчоро 
ный и изотропный случайный точечный процесс 5, распределение которо­
го сосредоточено на М и, то со называется однородно и изотропно рандо­
мизируемой точечной системой, a g — однородной и изотропной рандоми­
зацией точечной системы со.

Теорема 3. Для того, чтобы точечная система со была однородно 
и изотропно рандомизируемой необходимо и достаточно, чтобы она была 
невырожденной k-решеткой.

Доказательство. Нужная рандомизация невырожденной А-ре- 
шетки получается случайным движением этой Л-решетки, равномерно рас­
пределенным на £ХГ, где՜ D—фундаментальный параллелепипед й-решет- 
ки, Г — группа вращений Rn вокруг 0. Докажем обратное утверждение, а 
именно, что однородно и изотропно рандомизируемы только ^-решетки.

Пусть £ — однородная и изотропная рандомизация точечной системы 
со. Ее распределение Пальма л, в силу леммы 4.1, сосредоточено на множе­
стве ,

М°а = {v £ М,: 0 £ v) = U Дш -х. (5.4>
хе>
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Согласно лемме 5.1 „пучки“ реализаций Д»-х имеют для всех 
х £ <о одинаковую «-вероятность. Следовательно, сумма в (5.4) со­
стоит из конечного числа I слагаемых. Таким образом, « (Д„,_х) =

= —>0 и в силу леммы 5.2, ш есть невырожденная ^-решетка. □

Аналогично теореме 2 можно получить следующее утверждение.
Теорема 4. Однородный и изотропный точечный процесс являет­

ся конечной (счетной) смесью однородных и изотропных рандомизаций 
к-решеток тогда и только тогда, когда его распределение Пальма сосредо­
точено на конечном (счетном) объединении пучков реализаций.
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2. Ս. Սքււ՚ՔՒԱՍՑԱՆ. Պատահական կավարնԼրի քնույ>ս*զրման մասին (ամփոփում)

Հոդվածոս! աոաջարկվում է ձեափոխոլթյունների խմրերի նկատմամր կետային բազմու­
թյունների ոանդոմիզացման հասկացողությունըւ Ապացուցվում կ, որ տարածության մեջ զոլ- 
զահեո տեղւսփոխությունների և բոլոր ջարժումների խմբերի նկատմամր ոանդոմիզացման են­
թակա են միայն ե֊կավւլլբները' |< կոնդրուենտ կավարների միավորումները,

Շույց է տրվում, որ համասեո պատահական կետային պրոցեսի Պալմի րաջխման դիսկրետ 
լինելը համարժեք Հ այդ պրոցեսի րաջխման կենտրոնացմանը ^-կավարների վրաւ

G. S. SUKI ASIAN. On characterization of random lattice։ (summary)

The concept of point set randomization with respect to a group is introduced 
It is shown that only socalled A—lattices are randomizable both for the parallel 
translations and all motions of the Rn space. It is shown that the Palm distribution 
of a homogeneous random point process in Rn is discrete iff the process is concent­
rated on ^-lattices.
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