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К ВЫЧИСЛЕНИЮ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
НЕАФФИННЫХ ШЕЙПОВ

В предыдущей статье Р. В. Амбарцумяна были определены вероятност­
ные меры Р„ г в пространстве Тя> г «неаффинных шейпов> г-точечных 
множеств в /?". Там же была поставлена общая задача о вычислении ве­
роятностей компонентов на которые распадаются (при исключении вы­
рождений) пространства Т„ г.

В настоящей работе определяются рекуррентные соотношения между 
вероятностями событий 5* с Тя֊ ,»

) минимальная выпуклая оболочка г—множества 1
I имеет к֊ вершин ]

и вычисляются вероятности этих событий для Т2>6.
1. Рассмотрим упорядоченные последовательности(Рц•••, /’/.),и>пЧ֊1 

точек из R”. Предполагаем, что никакие п +1 точки из (/\,•••, Рг) 
не лежат на одной гиперплоскости.

Фактор-пространство

т„, г= )(Я’)'/7)\ Аз (п) X (0, со),

где 2—множество исключенных последовательностей, — спе­
циальная группа аффинных преобразований пространства R", называется 
пространством неаффинных шейпов (см. [1]).

Неаффинныс шейпы естественно описывать с помощью отношений 
объемов симплесков с вершинами из {Р„ Рг} к объему минимальной 
выпуклой’оболочки (м.в.о.) множества Рг)- Каждую точку из
| Р1г • • •, Рг | можно описать однозначно с .помощью п таких отноше­
ний. Пространство Тя> г распадается на объединение попарно несвя­
занных компонентов, каждая из которых представляет собой область 
в /?՞ 

г
Рассмотрим меру = на (Р՞)'где £/՛ ։' = 1, г мера Ле- 

1-1 
бега на Рп с элементом ({Рь

Согласно (4) (см. [1])
П ар1=Сп. г ал V'-2 р„. г (^), (1.1)

где И—объем (м.в.о.) множества Рг ]» Рл, г — вероятностная
мера еТЯ։Г, (1А — элемент меры Хаара на Аз (и), сп, г— константы.
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Тройку (Л, У, х), соответствующую (Ри‘”, Рг) обозначим че­
рез 8(Р1>'"г Рг) = (А(Р1г- • Р')< У(Рм’’’г Ег), Т(Р1>''։» Рг))’ 
Обозначим через Вк с ТЯ1 г события

В*= {т(Р1։՛ • •, Рг)’- м.в.о. множества Рг\ имеет к вершин],

где г~л 4՜ 1> л 4՜ 2»к = п 4-!,•••» г.
Заметим, что каждое Вк представляет собой объединение конеч­

ного числа областей из Р"^г +>)).
Лемма. При любом (г, к), где г > п 4՜ 1 и к = п 4֊ 1,• • •, г, 

имеют место рекуррентные соотношения

Сп. г Ра, г (Вг) = С Г Сп, * Ра, * (5*). (1-2)
Доказательство. Обозначим

Ег^{(Ри ”, Рг)’. 8(Ри ”’, Л)€(.’Х(0,1) X#}, 
здесь и далее СсА։(п) и р —мера Хаара на А,(п). Тог­
да согласно (1-1) и п.о теореме Фубини имеем

1
Ьг(Екг)= | сп,гбА Уг~2</ИРЛ, ,(Л) = Ся. ГР„. ,(#)р(6)|и'-։6У.

ох(М)хвгй 0 (1.3>
г * г

Теперь подсчитаем £ (Ег) другим способом. Произведение [”] бР,
I «■! 

можно представить следующим образом:

П 6Р. = Сп. ’ 6А У*՜2 бУРЛ, к (б֊.) 6Р„, •.. арг, 
1=1

здесь тройка (А, У, т) соответствует (Ри•••, Рк).
Обозначим

Екг. *= 4(Л,- • •, Рг)’. (А, У, г) е Сх (0,1) х <

а Рг С м.в.о. Р*} для г = к 4-1,..., г].
Из соображений симметрии, используя теорему Фубини получаем

ЕГ(ЕГ) =С^Ь (Ег, к) = С* ся, к бА Ук 2 бУ РЛ> к (6՜) бРк+г ■ • 6РГ =

= Ск у с„. к б А У*-2 бУР„,к (бг) у бРк+1 ’.’6РГ =

ОХ(0.1)ХВ^‘ {Р^€м.я.о. (Р„...,Р4)
/—*+։,—, г

= С * у с«. * б А У“՜2 И՜՜4 б У Ря. к (бх) =

ох (0. 1)ХВ*

1
= Сг Сп, кРп, к(В!) р. (С) Р У'՜2 бУ, (1.4)

и
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Здесь 
с* =____^1—
' ~ к1(г — к)1 '

Сравнивая оба выражения (1.3) и (1.4) получаем (1.2).
2. Покажем как можно вычислить меры сг, 5Р2.5 (В*) для 

к=3, 4, 5 в случае г = 5, п=2. Известно (см. [1]), что сг,зР2.з(В^) = 
= 4՜ и «.4Р2. Н5П-3.

Откуда сразу заключаем, что

С2.5 Рг. 5 (В2) = С? С2, з Рг, з (В*) = 5.
С2.5 Р2, 5 (ВО = С* С2,4 р2> 4 (ВО = 15.

Для вычисления сз, 5Р2, 5 (В?) применим подобный подход. Запи
5

шем р՜! <УР/ двумя способами
/-։

в

П = С2.6 dSPշ։ 5 (Л), (2. ։ >
4-1

5

П аР, = сз,4 <1АЗ] Рг. 4 (</т) 4Р,. С22>

Выражение (2.2) (А, -.) соответствует (Р1։ Р։, Р3, Р^. Отсю­
да получаем

С2. 5 Л4е_? • В3 с/ВРп, з (с/т) = С2,4 с1АВ? </Вх Рг, 4 (</т) еу£ • </Р5.

Проинтегрируем обе части этого тождества по множнству О = {(Рг, • • •,. 
•••, Р5): м.в.о. множества {Р1։Р5} есть пятиугольник и А(Р1г-“ 
•••. ЛКО}.
Проинтегрировав левую часть, получаем

| С2. 5 с/Ае~5 В’ с/ВР2,5(<Л) = сг, 5 р (в) Р2> 5 (В-5) | е-5 В» с/В= 

о о
= бр (б)С2.5Р2,5(В0. (2.3).

Интегрирование правой части тождества с использованием теоремы Фуби- 
ни дает

Сс2,4<МВ?Л^Р2,4(</т)е-5</Р։=С2,4у у е-ЧР3.

(2.4)
Рассмотрим отдельно внутренний интеграл в последнем выражении. 

К фиксированному четырехугольнику добавим одну точку так, чтобы в ре­
зультате получился выпуклый пятиугольник и вычислим у е՜5 (1Р3, где 

В—площадь полученного пятиугольника. 
4-834
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мее получился
Рис.

Для ТОГО, чтобы у

3) |Л, Рг|=а 1Л, Л1= Ь 
— площадь Рг Р2Р3 Р4

512—площадь ДО Р2Р1

5М —площадь ДО։ Р3Рг.

выпуклый пятиугольник необходи­
мо, чтобы точка Р находилась в областях 1). 2). 3). 4). (см. рис. 1).

Для области 1) имеем

dP — dtdh, где /±А, КЛ.Р^ и из подобия треугольников получаем

/(Л) = а

Используя теорему Фубини, получаем 
л.

[e՜sdP — {e~sdtdh = \e 51 а (1 2е
I) о 'о

Для области 3) имеем

где^ХА։ и кгЛ.Р3Р4, Н высота \ОР3Р4, опущенная из 0. 
/ /У + А \

Из подобия треугольников следует (А) = 6 (----——- ) .

Снова используя теорему Фубини получаем

֊*֊£‘
е

3) о

Подобным же образом в оставшихся случаях будет:

1
■$1 -г 3։։

2)

е-А“ — 1 + 1 е՜5 dP 1

4)

Следовательно, справедливо равенство

е~5 dP=2e~s'
)6'2Д/3)У4>

е-5|։—1 е-5**-
5 ' 3~

1
•$1 4- 312

• 1

Обозначим

’23 1

(2.5)

*^12 — х^ц 3«։ —9*^1*

Подставляя выражение (2.5) в (2.4) и интегрируя по 3։, получаем ‘

С2.4
е~$и —1 1

ох(о. ~)хв}
5П 5а 1Я
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+ . с |5’ ~С։з \ (1б ~ 77д2 йА-
Лг5а] Л \ (1+хГ (1+^)7

•зхв}

есть объединение трех единичных открытых квадратов, а 
саз Рм (</")— мера Лебега на них (см. [1]). Следоватезьно, в силу сим­
метрии последний интеграл равен

Г Г 2 2 13 I 16------------------------------ - </и։Л>։Л4.
3 I (1֊ьх)։ 1 + ра

ОХ[0.1]։

(2.6>

Остается выразить х и у через (и։, и։),

Рис. 2.

5— площадь Р3Р3Р3Р3 
«15 — площадь Д/’1Р.Р։ 
«25—площадь ЬР-Р3Р3 

хЗ—площадь ЬОР3Р3 
у8 — площадь ДО։Р4Р։

Здесь («и «։)— это ■։ (Рх, Рг, Р3, Р4). Возможны четыре случая, в за­
висимости от того, какие стороны четырехугольника РгР2РлР3 явля­
ются основаниями получающихся треугольников х5 и у8. Эти случаи 
легко рассмотреть, сравнивая расстояния точек Р։ и Р4 от ребра Р3Р3,. 
и расстояния точек Р4 и Р3 от ребра РХР2.

Соответствующие области имеют вид

и на единичном квадрате выглядят следующим образом:

В каждом из этих четырех случаев определим х и у через V, и и։,
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Рис. 3.

г>։5—площадь Л/>1Р։Р4 
о25 — площадь ЬРгр3Р3

5 — площадь РгРаРгР4 
х5 — площадь ±ОРгРх 
#5—площадь \ОХР3Р*

.Легко видеть, что

Х$ 4- «!•$ |О1^У х-5 У,Г1а
-----------Н: = .Т. 7,: в —-> следовательно, х = ------—----- 

(1 -- ^1) 1^2^31 1— Уг — у2

и ^+(1-^)5 = |0>А1 = У± довательно и- 
«։5 *

(1--^) уа

^1 — Уа1ЛЛ1уг3

Аналогичными соображениями остальных случаях получаем

2)
х (1^3)(1-.и1)

+ «։ — 1
(1— «1) о»

VI — «2

3)
. (1— р8)(1 — ■о1) 

(и»+«х —1)

и2 —

Рис. 5.

4)

1—V, — уа

(1 — V,) V
У=------------- =-------

в

V»-----уа
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Рис. б.

Подставляя вместо х и у полученные значения в выражение

(1+хГ (14֊ у)2’
получаем:

в 1-ом случае

8 (1 — у1 — у2)! (ух -
(1-^(1-®.)* г>?(1-®2)2

/1 (®Х. *>з),

во 2-ом случае

8 _ С1՜՜ ~ _ (^1 ~ =

у’ (1— «։Г
/а (^х, и2),

в 3-ем случае

_ (1— у՝ — у3У о----------------------
V? «а

(уа — Уд)2 
у} (1-«х)։

в 4-ом случае

8 (1— г>1—у2)2 _ (иг — у-У 
(1— г^)2 (1-1Л։)։ (1 — г^)2 и?

= А(®։, г>2).

Заменой переменной легко убедиться, что

и2) } ^/2(и։, *>а) </и։Л»а = ^/3(®х> «а) с^ду^ =

(«) О)
= У рл (1’1։ у3) dy1dv2. {2.7)

(4)

Легко видеть, что и область (1) можно разделить на две части (см. рис. 7), 
на которых интегралы от (и1։ V,) равны.

Подставляя выражение- для 8-------- ---------------- ------ в (2.6), учитывая
(14-х)2 (14-։/)2

(2.7) и интегрируя по dA, получаем
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1/2 г։
48 р (С) рх (и1։ V։) <Л>2=*48 р(С)Х

о 6

X
(1— У) — иа)2

(1-Ух)։(1֊у։)։
(у, — Уа)* 

у? (1-У,)’
(2.9>

Отдельно рассмотрим несколько интегралов.
1 .) Заменой переменной 1 — V, = а получаем

П (1— у։— у,)2 (у։ — у2)2 I
I I ----------------------------------------- и------------------------------- I а 1'2=-

.] I (1—у։)2(1—уа)2 у?(1-у։)’| 
п

Г I а2—2у1а-4-у2 + а2—2а (1 — ух) 4-(1—у^2 1

1п (I- »,)+ -21֊
И֊*,)8 (!-»,)■ 1' (1-„։)

, 2 , 2(1 -У,) , ,л
+ — +------- ------- 1п (1 - у։)

^1_______ у? ________
6 (ух)

2 .) Заменой переменной 1—о, = а получаем

1/2 ։

(2.10)

1—а । 2 (1— а) 1п а
и I а’ 
1/2

а2 а3

+

о

=(1-1п2)«_-±-.

3.) Используя формулу интегрирования по частям, получаем

(2.11)
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։/2 ։/։
J b (vx) dvx = —2^[t»i+(l—v։) ln (1—vx)] d—= —2 [1— ln 2]— 

о 0

1/2
-2 j— ■1p~Ul) dvx. (2.12)

и 1
4) Используя формулу интегрирования по частям, получаем

иг 1/2
f —dvx= fin (1—v։) d ln vx=ln։ 2+ ( 1" V1 rfux=ln22-|-
J V1 J J 1—«1
и 0 0

1 1/7
+ j'büi. rfV1.

J 1—vx J vx
U 0

Следовательно
12 i

2 Cln (1-ptl dvx= lns 2 *- f dvx = ln2 2֊ —, (2.13)
J v, J 1—vx 6
о 0

так как интеграл

Г֊1֊ dvx=-^~ (см. [2]).
J 1—vx 6
0

Теперь продолжая (2.12) с учетом (2.13), имеем

1/î
/* • JZ“
\Ь (vx) ^։ = -2[l-ln2] — 1п22 ч-------- (2.14)
J б
о

Окончательно, продолжая (2.9) с использованием (2.10), (2.11), (2.14), 
получаем

։/։
48p(G)|\-j [a(vx) +6(vx)] dvx =8ii(G)[15-<J. (2.15)

Ü
Сравнивая выражения (2.15) и (2.3), имеем

С2.5Р2,5(^) =4(15֊П 

. о

Для С2,5 имеем

С2.5 = У, С2,5 Pï,5 (В5) =40-------s,
л-з 3

а соответствующие вероятности будут

F« F” <SÎ> ֊ = зо5-:' •



298 Р. Г. Арамян

Работа выполнена под руководством Р. В. Амбарцумяна, которому 
автор приносит глубокую благодарность.

Институт математики
АН Армянской ССР Поступила 8. VII. 1984

Ռ. Հ. ԱՐԱՄՅԱՆ. Ոշաֆին շկփերի հավանականու|։յուննէրի հաշվման մասին, (ամփոփում)

Ռ. Վ. Համբարձում յանի նախորդ հոդվածում սահմանվել կ ք հավանականային չափը, 

թՈ-ի բ֊կետանոց ենթաբազմությունների ր ոշաֆին շեյֆերի» 7'ո ք տարածությանումւ Այնտեղ 
նաև դրված է կոմպոնենտների հավանականությունների հաշվման վերաբերյալ ընդհանուր խըն- 
դիրը, որոնց տրոհվում կ Հ Այո հոդվածում որոշված են ոեկուրենտ հարաբերություններ 
ըև յ. պատահարների հավանականությունների միշև, որտեղ

{բ -բազմության մինիմալ ուոոււյիկ թաղանթը 1
I

ունի է ֊դա ղաթ

ձ հաշվված են այդ պատահարների հավանականությունները տարածությունումւ

R. H. ARAMIAN. On probabllltitt of nonafflne thapet (summary)

In [1] R. V. Ambartzumian has defined certain natural probability measure 
P«, r in the spaces Tn, r of r-point nonaffins shapes in Rn. The problem of calcu­
lation of probabilities of the components of these spaces (which remain after remo­
ving degenacies) has been mentioned in [I] as basic.
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