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ОБ ОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ 
ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ

§ 1. Некоторые предварительные сведения

Обозначим через / множество непрерывных, действительных функций 
(О, определенных на ] 0, + оо[ таких, что

(а) и» — монотонно убывающая функция,
(б) Пт о։ (Л) = 0, Пт ш (>֊) = 4՜ со, 

Х-+~ л-0
(в) существует хотя бы одно число <*6]0,1[ такое, что

10 (аХ) - П 1 /114аир --------  <, Со < 4֊ со, (1.1)
*>и ш (к)

где С а—константа, зависящая только ст а и функции ш. Нетрудно пока­
зать, что если условие (в) имеет место, то неравенство (1.1) выполняет­
ся для любого а £]0, 4՜ °°[. Справедлива следующая [1]

Теорема 1. Для любой действительной, непрерывной и удовлетво­
ряющей условиям (а) и (б) функции V (>.), >. £ ]0, 4՜ оо[, существует 
функция такая, что

V ('•) < ш ('•), ' 6 ]0, 4- °о[-

§ 2. Пространство А, (2, Р, р) и его основные 
свойства

Пусть (2, Р, р)— вероятностное пространство с мерой р, а 3 (2, Р) 
— пространство Р-измеримых р почти всюду (р-п.в.) конечных на 
2 действительных функций. Для каждой функции /£5(й, Р) опреде­
лим множество

ЕЦ, >.) = [хС2;1/(х)|>х), 
где Х^>0.Для фиксированной функции ш£/ и Р-измеримой функции / 
введем функцию

/.(/,,) = ,ор = ։ир дШ, (2.ц 

х>о ш (X) х>о щ / А \
\ V /

где К, V > 0. Приведем некоторые свойства функции ./а (/, у) (см. [2])-
Свойство 1. /о, (Л V) — неотрицательная, монотонно убывающая 

на ]0, 4՜ °°[ и непрерывная справа функция.
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I Свойство 2. Если /„(6 Л/<+«>*> °’ то = 
Н-п.в. на й.

Доказательство свойства ‘2. Действительно, в силу опре­
деления функции J„(f, v) имеем

р. (Е (f, X»)) С М* (>-) (2-2)
для любых v > 0. Из (2.2) и в силу свойств функции «) (л) имеем

р (£(/. 0))=lim и (£(/, Ъ))<М lim« (Х)=0- 
• X, ч-О *"*э

Таким образом, f (х)=0, р-п.в. на 2 и свойство 2 доказано.
Заметим теперь, что в силу монотонности функция Ja{f, v) мо­

жет иметь не более чем счетное число точек разрыва, и то значение 
у/ аргумента v, для которого выполняется условие

Ja(f, '•h

будет единственным, здесь /■»(/, 7/ ) и У« (/• V) левосторонний и 
правосторонний пределы функции в точке v = v/. Введем обо-

def
значение Справедливы следующие предложения.

Предложение 1. Имеет место равенство
|/t, = inf{v>0; /и(/, *)<*}.

Предложение 2. Пусть f и g— P-измеримые функции, а 
и Ь —действительные числа такие, что 4-1, тогда

tf+gi» сил»+|gi»>
1^1 J/J»< < И- < lafl« < |а| fl/U

Предложение 3. Для Р-измерилюй функции /, ЦД,=-0 тог­
да и только тогда, когда У(х) = 0 р-п.в. на

Определение 1. Скажем, что Р-измеримая функция / принад­
лежит пространству (Й, Р, р)=£)Ш1 если

|1т И
Х-»+~ <0 (л)

След ствие 1. Если /£то ДО»< -4- оо.
Доказательство. Действительно, в силу определения про­

странства для е^>0 существут Х։^>0 такое, что при имеем

Отсюда получаем

и(£(/, И) 
ш ().)

Х>0 ш ().) 0<Л-Х,
И (Е (f, /■)) + Е _1_ 

ш (/.) . ' ш(/, )

Далее, так как (/, V) — монотонно
1 функция Уш (/, *0) ограничена, то ՛ее график, начиная с некото՝- 

рого V, будет лежать ниже биссектрисы первого квадранта,-то есть 

убывающая функция и в точке

существует значение V/ = |!/J» такое, что
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/-»(/> »;)<’/<7-(/, у),

и следствие доказано.
Теорема 2. Имеет место равенство

5(2, Р) = и £>.,(2, Р, ю. (2.3)
«с/ ՝

Доказательство. Покажем сначала, что для любой функции 
<о£/А,(2, Р, р)с5 (2, Р). Действительно, пусть 7Л, и допустим, что 
существует множество Е^Р, р (£')^>0 и /(х)=оо при х^Е, тогда

7- (/. V) = 5ир 
Х>0

>5ир н£)
Ш (>.) л>0 «и (),)

для любого у^>0. Отсюда следует, что 0/}щ= + оо, а это, в силу след­
ствия 1, невозможно, то есть наше допущение не верно, а потому 
для любого 1»£/

а. (2, р, И)с 5 (2, р) 
и

, и ас 5 (2, Р). (2.4).
Ц>£/

Докажем теперь обратное включение. Пусть (2, Р). В силу тео­
ремы 1 существует «։ (?) £7 такое, что ш (?) >р (Е (/, ?.)). Тогда

и՜
И “>(?•) . . Ш (? )

и в силу свойств функции ш (л) имеем V «։ (?) ^1 -л

1ш 
+ ™ у ш (?.)

Таким образом, (2, Р, -р-)» то есть

5(2, Р)С и £>ш(2, Р, и). (2.5).
а>Ь/

Суммируя (2.4) и (2.5), получаем утверждение теоремы.
Предложение 4. Пусть последовательность {/п}п-\ при­

надлежит пространству и Пт |)/п|и> = 0. Тогда последователь-
П • Ч-оо

ность [Л} сходится по мере к нулю, то есть для любого а >0 
имеем

Пт р (Е (/„, а)) = 0. 
П-+~

Доказательство непосредственно следует из определения класса, 
функций 7, <о 6 7, и неравенства

Р (£ (/„. а))<8/лйш ш ( у֊— •

Заметим, что для постоянной С имеет место следующее равенство:
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а также предельные равенства
lim ДСД. =0, Ihn gCL=+ оо, Ihn С=0, Ilm С=со.
с-о с-- HOL -° 1С1Ш~+-

Теорема 3. Пусть последовательность измеримых функций 
'{/л]±~ принадлежит пространству и lim Д/л~/mj«. = 0. Тогда 

■ существует измеримая функция f такая, что «Jim П/л—/J»=0.

Доказательство. Как видно из предложения 4 последователь­
ность {/л|л-~ будет сходиться по мере к некоторой измеримой функ­
ции /, тогда в силу определения функции /«> и предложения 1 имеем

Р(£(/֊/т, >.))<Ит 1* ДЛ -/Д, * f \
я՜**" Л—+» '»/л 1п№»'

(2.6)

Далее в силу условия теоремы для е^>0 существует номер N—N (е) 
такой, что при п, т^> N (а) имеем Д/п—/л,|-«<в. Отсюда и в силу 
(2.6) при п, т > N (s) получим

и (£(/-/„, > )) . 
ГП со ( --- 1

Из предложения 1 имеем |1/—/n,L<s, при т^> N (е), то есть 
lim Д/—/X = 0. (2.71

Покажем теперь, что f^D^. Действительно

н(£(/, X))^)) <ц(т)

W(Z) “(>)
\ 2/

В \ (2՜7) Для о<-е<1 существует число ЛГ>0 такое, что при
т^-М получим ||/—/тД»<е, тогда из предложения 1 имеем
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ш (А) 2
...

В силу произвольности е, 0 ■< е < 1, имеем

Пт
р(£(АМ) 0 

ш (X)

то есть До и теорема доказана.
Функция ро. (/, g), сопоставляющая измеримым функциям 

/, #€Дч число 8/—^|]<о, то есть рш(/, §)=8/— §||<о, является метри­
кой в пространстве Дш. Таким образом, из предыдущих результатов 
видно, что ЬК — метрическое и полное пространство относительно 
введенной метрики.

Приведем теперь пример последовательности измеримых функ­
ций из пространства Д.о таких, что |/Л|ЛЛ сходится р-п.в. к 
нулю, однако Пт ¥= 0. Для этого выберем последовательность из- 

л-»+»
меримых множеств Еп^ так, чтобы Еп+\ с: Е„, л = 1, 2,•••, и 
0 р (£,я)=,о (л), л=1, 2-՛՛, это сделать возможно, так как
Пт ш (л) = 0. Определим теперь последовательность измеримых функ՜ Л — + ~

ций следующим образом:

л, когда х£Еп, п=1, 2,֊• 
0—в остальных точках.

Тогда последовательность {/п} Ц-п. в. сходится к нулю на й. Далее

Н (Е„) _ ш (п)
/ Л \ / Л \

(и / ----  1 Ш I --- I

Таким образом, мы видим, что для каждого п. = 1, 2,... график функции
(/л> *) пересекает биссектрису первого квадранта в точке у=1, а 

так как /ш, (/л, у)— монотонно убывающая функция, то в силу предло­
жения 1 имеем
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1/„Ь = 1, л-1, 2.- -.
Следовательно, из сходимости ц-почти всюду к нулю последовательности 
{/'и}с:Ди, не вытекает сходимость в метрике пространства к 0.

§ 3. Сепарабельность пространства

Пусть 2 = [0,1], Р — т-алгебра и ц —мера Лебега. Следуя [3], 
приведем

. Определение. Пусть {г (()}֊ некоторый класс конечных 
и измеримых функций на [0,1 ]. Скажем, что класс Р обладает свой՜ 
ством И7 (свойством Вейерштрасса) относительно множества А, где 
А £ И, если для любого 7 £ А и любого е > 0 найдется функция " £ Р 
такая, что |1/—'X«Се-

Лемма 1. Пусть «(/-) — непрерывная, монотонная функция 
на 10, 4֊со[ такая, что Ит «(>•) = 4- =» п 1։т и()֊) = 0. Пусть и х-о -
также даны два действительных числа А и В. Тогда на отрезке 
[0,1] существует непрерывная функция / (х) такая, что / (0) — А, 
/М = Ви

И({х; |/(х)| >}.})< «(>-). (3 1)

Доказательство. Для простоты рассуждений будем считать» 
что Д>Б>0. Если V (Д) > 1, то определим функцию / (х) следую­
щим образом: / (х)=(5—А)х+А, х (; [0,1]. Очевидно, что |/(х)|СЛ, 
л £[0,1], и если 0<?.<Д, то имеем

И (/:(/, >•))<« И) <»().). (3.2)
Пусть теперь v (Д)<Т. Определим функцию / следующим образом:

, [ _ v (Д)1 ,. 2А .если х £ 0, — , то f (х) =----------- х 4֊ А, если же х £
I 2 v (А)

, «И)] ’֊֊J. то /(х)= 0, наконец, если х £

v (Д) '' J
2

, 1 , тоj_«(4) 
2

положим / (х) = х 4՜ 2В | ——1 |. Очевидно, что I/ (х)\<^А 
V (А) о (Л) | 2 ]

когда * £ [0,1] и р (£ (/, 0))=«(Д). Далее, если >. А, то неравен­
ство (3.1) очевидно. Пусть 0<О. <^А, в силу свойств функции и имеем

Р(£(Г, 1))<-о(Д) <; v(k).

Отсюда и из (3.2) вытекает справедливость леммы.
Пользуясь этой леммой докажем следующую теорему.
Теорема 4. Пусть класс Р=\- (х)|, состоящий из некото­

рых измеримых функций на [0,1] таков, что для всякой функции 
<? 6 С [0,1] (С [0,1] — множество непрерывных на [0,1] функций) и лю­
бого числа е^>0 существует т0£ Р со свойством sup 1g (х)—~0 (х)| <ГЕ։

■ . -»Ко.ч
Тогда класс Р обладает свойством относительно

Доказательство. Пусть функция f принадлежит простран­
ству 2)ш, 0<ел<^1 и ея | 0 при п—»-f-со. По теореме Лузина (см.,
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например, [4]) для вя существует совершенное множество Рп сз]0,1[ с 
е« такое, что f^C (Р„) (т. е. / непрерывна на Рп). Пусть 

sup |(/х)| = ЛГ„< + ос. (3.3)

Обозначим {]аЛ/, 6Л։[}/=Й— смежные интервалы к Ря на [0.1] и е ().)— 
непрерывная, монотонно убывающая на [0, 4֊ оо[ функция такая, что 
г (0) =1, Нт в (>.) =0. Тогда функция и> (л)-в ().) будет непрерывной 

монотонно убывающей и lim ш (>-)-в (>•) = 4՜ °с, lim w (>.) • в (л)=0/ В 
х-о х >+- 

силу леммы 1 на каждом сегменте [ая*, 6Л*], 4 = 1, + со, можно по­
строить непрерывную функцию такую, что Ьл (алл)=/(аП1), % (6Л,) = 
=/ (6л*) и

|Ч{х е[ал*. 6я4]; |4и (х)|>/.}) < Р)- . (3.4)

где 4=1, 2,

У» (х) -
/(х), Х^Рп 

4՜
■?л (х), « £ и ]<։„*, 6Л.[, 

Л=1

п = 1, 2, • - -, тогда У„ (х) будет непрерывной на [0,1]и
|Ул(х)|<М., хе[0,1], (3.5)

Нт Уя(х)=/(х) почти всюду на [0,1]. (3.6)

Из (3.5) имеем, что У«£2Х, л=1, + со. Заметим также, что |||УЯ|„| 
равномерно ограничена. Действительно, из предложения 1 и неравен­
ства (3.4) имеем

н (£(У- X 1Д.)X н ({X е Рп; |УЯ (х)|>/. 1Д}) +

+ и" ]а«ь Ы; 1’Гв(х)]>Х1Л1«> 1)<[Ч1х; и(х)|>).Ш)+
М *-։ ]/

+ 2н({х€]а«> 6Лх[;|Тп(х)|>МЛ>})<|/|-. ®(*)4- 
*—1

+ 2 ш (X ш е (X [е О- 1Я«>) 4- Ш «» (>• Ш < с-Ш ().) 
*—I

(здесь мы воспользовались условием (в) определения функции ш). От­
сюда и из определения функции уш(/, у) следует, что

/«.(Тя,|/]|в)<С<-Ьсо, (3.7)
п = 1, +°С. Из (3.7) И МОНОТОННОСТИ функции /и выводим, что

НЛ<шах[С, 1Л»). (3.8)

Предположим теперь, что выполняется неравенство Ц/—'РЛ|и >-а^>0, 
л= 1, 4֊со. Тогда в силу предложения 1 для каждого п существует 
Хд 0 такая, что

г<р(£ (/-Уя. Хя а)) 
' "(X)

3—834
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I
Рассмотрим случаи: ,

1. Вт ля=0. Тогда в силу свойств функции со (/֊) имеем

р ( Е (/--  Уд, >՝п я) )
Ш (' л)

Ит -) -- 0. 
я-+- «) (> я)

что невозможно.
2. 0< а < ля < 6< + °°- Тогда, в силу свойств функции о< И

(3.£), имеем

0<^ а ֊<֊ Вт 
я--+-

Р (£(/— Ч>, >п «))

Ш ('л)

Р (Е Ц- Уд, а»)) 
со (/>)

= о,

а это невозможно.
3. Вт Хл = + -^. Тогда применяя лемму 1 и условие (в) опреде- 

ления функции со, получим

» Вт 
л • +

при п —♦ 4- со и получим противоречие.
Следовательно, существует подпоследовательность Тл, такая, что

Вт }/-ЧглЛш = о. 
4г- + «>

Таким образом, для любого е^>0 существует непрерывная функция^ 
такая, что Ф £ £>ш и

1У—ЧЪ<в. • (3.9}

С другой стороны, в силу условия теоремы, для 1/п существует 
так, что
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|^(х)-тя (х)|<—, х£[0,1]. 
п

Предположим теперь, что Нт ]4'— 'сл!ш^>а^>0, тогда сущест- 
Л —+ -

вует подпоследовательность которую мы перенумеруем тл> такая, 
что

0<я< ^(^֊М.)) =
х>и ш (X)

----- , если >- (4՜ — т4„ < — 
= ------ ------- ) п

\п |4՜ - тх/
О — в остальных случаях 

или С г ■»
/ 1 Па <2----- —- —» 0 при п —* + оо,

ш ( — ] 
\па / 

что невозможно. Поэтому

lim |4'— тЛ|ш = 0. (ЗЛО)
л-*+*

Из (3.9) и (3.10)՛ получим

11m If— TnJ«, < lim [J/— 4rj,1, + ЦФ — тЛЦ < s -f- lim Ц4՜ —==e.

В силу произвольности 8 имеем

lim If — 'Л!ри = 0 
л-»+ -

и теорема доказана.
Из этой теоремы вытекает
Следствие 2. Пусть Р является одним из классов:
(а) множество всех алгебраических многочленов с рациональными 

коэффициентами,
(б) множество всех тригонометрических полиномов с рациональными 

коэффициентами, • ’
(в) множество всех полиномов с рациональными коэффициентами по 

системе Хаара,
(г) множество всех полиномов с рациональными коэффициентами по 

системе Фабера—Шаудера.
Тогда класс Р обладает свойством W относительно -Сш.

§ 4. Об изображении измеримой конечной почти всюду 
функции тригонометрическим рядом

/
Настоящий параграф в основном посвящен вопросам сходимости три­

гонометрических рядов в смысле метрики пространства О и.
В 1915 г. Н. Н. Лузиным (см. [4], стр. 190) была сформулирована 

следующая проблема. Пусть / — произвольная измеримая функция, опре­
деленная на [0. 2я1. Существует ли тригонометрический ряд
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-°0- + У ап cos пх + Ьп sin пх, (4.1)
2 л-1

который сходится или суммируется тем или иным методом к функции 
/ почти всюду на [0, 2л] ?

Н. Н. Лузин доказал [4], что если 1(х) почти всюду конечная изме­
римая функция, то существует тригонометрический ряд (3.1), который 
почти всюду суммируется к f(x) как методом Абеля—Пуассона, так и ме­

тодом Римана. В 1947 г. Д. Е. Меньшов [5] получил следующий осново­
полагающий результат: для любой измеримой функции / (х), конечной 
почти всюду на [0, 2л] или равной + оо или — 00 на множестве положи­
тельной меры, можно определить тригонометрический ряд (4.1), который 
сходится по мере на [0, 2л] к функции f (х). Следующий принципиальный 
шаг был сделан А. А. Талаляном [6], который доказал, что эта теорема 
Д. Е. Меньшова сохраняет силу для любых ортонормированных полных 
систем и даже для любых базисов в пространстве LP [0, 1] с р > 1. К ука- 

. эанному кругу вопросов относится ряд других работ А. А. Талаляна и его 
учеников (см. обзорную статью А. А. Талаляна [7]). Ряд важных резуль­
татов о суммируемости ряда (4.1) тем или иным методом получены в ра­
ботах [4] — [Ю], [11] — [16] и др.

Перейдем теперь к изложению вопроса сходимости в метрике простран­
ства D* тригонометрических рядов. Пусть Q = [— л, л] и F — борелев- 
ская система множеств, ц — нормированная мера Лебега. Как известно, 
для измеримой почти всюду конечной функции / (х), то есть /^5(2, F), 
существует (см. [5], [12] непрерывная на [—л, л] функция F (х) та­
кая, что F'(x) — f (х) почти всюду на [—л, л] и результат почленного 
дифференцирования ряда Фурье функции F (х) есть тригонометрический 
ряд, сходящийся почти всюду к f (х). То есть, если Sn(F, х)— частные 
суммы ряда Фурье от F (х), то

lim Sn (F, x) = f(x) (4.2)
Л --f-го

для почти всех х £[—л, л]. Рассмотрим теперь выражение

Мп = •), л)) (4.3)
И

jW(a) = sup Мп (/.). (4,4)
л>1

Очевидно, что (л)<1 для Х>0. Предположим, что

lim jlf(X)=a>0. , (4.5)

Таким образом, существует последовательность [Х*)ьГ1, $ + оо при

4՜ а> такая, что Jim Л/(>■*)= а ^>0. Тогда для каждого е£ 

существует номер N такой, что при к> N будем .иметь М (kt)> а — е. 
В силу (4.4) для каждого натурального к, к > N, существует нату­
ральное число nt, такое, что

М.* (Х*)>“ —е- - (4.6)
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Возможны два случая:
1. Последовательность |л*}, А=1, -г оо, ограничена, то есть 

л*<С, к—1, оо. Положим 5 = тах 5Я> (Е, х). Отсюда и из (4.6) 
*—1. ֊ 
жег-«.*։

имеем
а — (Х*)< Iх ({х; 5>>.*}) — 0 при к,—» + ОО,

что в силу произвольности с дает противоречие с (4.5).
2. Ит л* = + оо, тогда для имеем

» ֊ е < Мп„ ()■*) < И ({ х; |5Я* (Г, х)-/ (х)|> +

+ н([х; |/(х)|>^}- (4.7)

Так как \ (х) почти всюду конечная функция, то существует число К та­
кое, что при А > К

Н^х; 1/(х)|>-уР<е.

Отсюда и из (4.7) получаем

Пользуясь теперь (4.2) и произвольностью е^О, —| в (4.8) получаем 

противоречие с (4.5), то есть

О < а - 2е < Нт И ({ х; (^^(/^ х)-/ (х)|> = 0.

Таким образом, наше допущение (4.5) не верно, то есть

Нт М (X) = 0. 
х-»+~ ।

Аналогично можно показать, что

Ит М1 (Х) = Ит Бир н ((л; |5п (Е, х)—/ (х)|>Х)) =0.
Х-++- Х-+- л>1

В силу теоремы 1 существует функция ш £ / такая, что 

ш (X) > тах (М (X), Мг (X)}.

Нетрудно убедиться в том, что

/ш(3; (?,-), 1) <1, /,(5;(-Г,-)-Л 1)<1, (4.9)

где п = 1, 2,.... Из (4.9) и предложения 1 имеем

15;(г,-ж<1,15; (л-)-/-<1, до- <2- (4-10>
Далее рассмотрим предельное равенство
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Ш, НЕСЛЧ) _ |1И 11ш '‘И7’-7м՜ )) х
Х-+- / ш (X) Л-+- см (X) 1-+" ш /АХ

\2 /

В силу предложения 1, (4.10) и свойств функции со имеем

Н£(/. Н)-0 
/со (/.)

то есть__Аналогично получаем, что (Л х) Предпо­

ложим теперь, что
Нт }5;(Г,-)-/Ъ->Р, Л=1Г+оо, (4.11)

л»+~ г<и

то есть существует подпоследовательность пк, к = 1, оо такая, что

^<(Г,.)-Д _>?, А=1, оо.

Тогда в силу определения Н/— имеем Для каждого /с, что сущест­
вует Х»^>0 так, что

0<?<
Р (5(5^ (Г,-)-/, л,)) ,

Возможны три случая:

1. Нт X, = 0. Тогда в силу определения со имеем 
*-»+«

р(£(5;>(5,.)-/,).*)) 1
0< ? <----------- , ----------------<-------7-. ---------г» 0

V ”(|) /•(?)
при к -|- оо, что невозможно.

2. 0 а 6<С+°°։ к= 1, оо. Тогда

Переходя к пределу при А —4֊ Оо и пользуясь предельным равенством 
(3.2), получаем противоречие.

3. Нт л4 = -|- оо. Тогда имеем
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0<Р<
И (£(5^(7,•)-/,)*))

р(£(5^ (Г,•)-/,/*))
ш ().»)

У«> (>к), к =1, ос. (4.12)

V ш ('•*)

Далее из предложения 1, (4.10), (4.12) и свойств функции со имеем

0< Р < С: Пт ш ().*) = О, 
Г *-+-

что невозможно. Следовательно, наше предположение (4.11) не верно, 
то есть

Нт ^ (£,•)-/]!,_ =0. 
П — 4-*՜ 1 ш

Таким образом, установлена следующая
Теорема 5. Для любой измеримой и конечной почти всюду на 

[—Л, л] функции [ существуют тригонометрический ряд (4.1) и функция 
։о £7 такие, что и указанный ряд будет сходиться к функ­
ции / в метрике пространства

Предложение 5. Пусть |/п (х))—последовательность из­
меримых функций сходится р-почти всюду к функции / (х). Если 
существует измеримая неотрицательная функция § такая, что 

(2, Р, р) и |/„ (х)|< я (х) р-п.в. на 2, п=1, со, то /п, и

Пт |/л — Д., — 0 и Пт О/лЬ = )/]!». 
л-» + - л-*+«

Доказательство. Так как последовательность {/п} р-п.в. 
сходится к функции /, то из следующего неравенства (см. [17], стр. 44)

И (Е (/. >•)) < Пт р (£ (/„, ).)) <Нт р (£ (/„, 1)) < р (£ (г,).)) 
Л-.+- Л —+ "о

следует, что /Л и / принадлежат
Допустим теперь, что Пт Ц/я—УВ«< > $ 2> 0, тогда существует 

. /։-»+•»
подпоследовательность |/л*|£7| такая, что

Е/л*—Д- > й,՝ А=1, + «» . (4-13)

Далее в силу определения Ц и предложения 1 для каждого к су­
ществует 1* > 0 такое, что

? р(^(/л4-/, 1*8))
<о (/.*)

Возможны три случая: ’

1. Нт А*=0, тогда 
к~֊

0< 3< Н(£'(Аь֊/, >-л5)) 
«» (а*)

1

при А -► 4֊ оо, что невозможно.
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2. 0<а<> *< 6< + «*. тогда
. И £ (Л» •—/» а5)),

°<й<- 1»{Ь)

а так как /пк р-п.в. на 2 сходится к /, то имеем

0<8«»(6)<Пт Р (-Е (/»*—/> <։8)) = О, 

что невозможно.
3. Пт >.*=+<»։ тогда имеем

Так как то в силу свойств функции ш получаем

/,/ >.5\\ 

о<а<2 с. Пт —-—\ ' =о,
2 + )

\ 2/
что опять невозможно. Следовательно, наше допущение не верно, а потому 

Нт Ц/л—Л»=0, и отсюда непосредственно следует Нт 1)/^.,,=^ и
Л->+» Л

предложение доказано. 
Институт вычислительной математики 
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Ի. Ա. ՋՎԱՐՇնԻՇՎԻԷհ. Չափելի իրական ֆունկցիաների մի տարածության մաոին (ամփոփում)

!)ստ Լեբեգի չափելի համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիաների րազմոևթյոլնր բա­
ժանվում է չափելի լրիվ, սեպարարելՕա տարա էությունների. Այդ տարածությունների չափա- 
րանության մեջ ապացուցված է Վեյերջտրասի եոանկյոլնաչափական չարքով ֆունկցիայի ներ­
կայացման վերաբերյալ թեորեմը։

I. A. JVARSHEISHV1LI. On a »pace of real measured function (summary)

The set of almost everywhere finite Lebesgue measurable functions is devided 
into metrical, complete, separable spaces. The theorem of Weirstrass and represen­
tation of function by trigonometric series are proved in the metrics of those spaces.
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