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§0. Введение

0.1 (а). Пусть {а*}  “ —произвольная последовательность комплекс­
ных чисел из единичного круга, среди которых могут быть числа произ­
вольной конечной или бесконечной кратности. Следуя М. М. Джрбашяну 
[1, 2], обозначим через $х 2^ 1 (Л = 1, 2,...) кратность появления числа 

а« на отрезке (а/|*.

* Пусть / — банахово пространство последовательностей комплексных чисел, в ко­
тором плотны финитные последовательности. / называется идеальным, если из условий! 

(а*)Г £/ « (*>П следует, что {йА)Г £].

В работе [2] М. М. Джрбашяном была поставлена общая задача сво­
бодной интерполяции с кратными узлами в классах Нр (0 < р < -}- 
Харди—Рисса, которую можно сформулировать следующим образом.

Выявить условия на последовательность {а*}]"  и на пространства 
последовательностей 1, при которых имеет место совпадение

= (ОД?
и построить аппарат для эффективного представления решений интерполя­
ционной задачи

= 2, - ); {Т4Г6Л (0.2>

В том специальном случае, когда (ах} 7 — суть различные друг от 
друга точки круга |г| < 1 и, таким образом, $х = 1 (А = 1, 2,...), эта за­
дача сводится к интерполяционной задаче

/(ал)=7*(А:  = 1, 2. --) (0.2’>

с простыми узлами (»*}".
При рассмотрении этих задач оказалось естественным ограничиться 

идеальными банаховыми пространствами 1 последовательностей*  и, в част­
ности, весовыми /р-пространствами последовательностей.

Критерии существования решения задачи (0.2') в класса Н~ ограни­
ченных в круге Ы < 1 голоморфных функций, либо в классах Нр (1< 
< р ■< ֊И °°) были установлены в ряде работ (см. [3—5], а также [6, 7],. 
где приведены подробные литературные указания по этому поводу). В ра­
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боте В. П. Кабайла [8] было дано эффективное решение задачи (0.2 ) в 
классах Нр (0 < р 1).

В случае, когда различные точки последовательности ։ появля­
ются двукратно либо с одинаковой кратностью, в классе задача была 
решена в работах [9—11], но вновь лишь в постановке существования ее 
решений. Отметим однако, что эти работы, посвященные решению задачи 
(0.1), существенно опираются на методы теории гильбертовых пространств.

б) В работе М. М. Джрбашяна [2] был предложен новый, по суще­
ству чисто аналитический, метод для полного решения сформулированной 
выше общей интерполяционной задачи (0.1)—(0.2) в классе Н2, метод, 
позволяющий дать также аналитический аппарат для представления реше­
ний этой задачи. Он основан на построении специальных систем аналити­
ческих в круге |з| < 1 систем функций ’г*  («))" и (2)/Г> ассоцииро­
ванных с последовательностью {а*} ” и биортогональных на окружно­
сти И=1.

Применением указанного метода биортогонализации М. М. Джрбашя­
на (по поводу этого метода см. [12], где приведены подробные литератур­
ные указания) было дано полное решение общей интерполяционной зада­
чи (0.1)—(0.2) в классах Нр (0 < р «С + °°) в круге |г| < 1, а также 
в классах Нр (1<р<-)֊00) в полуплоскости и в угловых областях ком­
плексной плоскости (см. [2, 12—21]). При этом была установлена не­
посредственная связь этой задачи с вопросами описания замыканий и раз­
ложений в ряды по вполне определенным системам рациональных функ­
ций.

0.2. В работах М. М. Джрбашяна [22, 23], посвященных системати­
ческому изложению и исследованию вопросов представления и замкнуто­
сти ряда важных систем аналитических функций, была введена также си­
стема функций, определяемая следующим образом.

Пусть (с/)о° (|1т я;| <^к/2)—произвольная последовательность 
комплексных чисел и р*  1 (&^>0)—кратность появления числа на 
отрезке {су}*.

Рассмотрим полиномы

= + + + )’ (°-3)
\ / \ £ } \ " /

и ассоциированную с последовательностью [s7|o° систему функций

[*P Z-1 (О е_/’> ։|о“. (0.4)

Пусть, далее, {ру(/)}”—ортогонализация этой системы на всей оси 
(—со. -|- со) с весом w (f)=ch՜1 itf.

В процитированных работах [22, 23] были установлены интегральные
_ 1_

2
представления для функций системы [ру (/) ch к/|” и критерий ее 
замкнутости в метрике Lg (— со, -|- со). Там >ке были установлены 
важные связи функций этой системы с полиномами Поллачека.

Отметим, что когда числа последовательности |аДо“ попарно 
различны, и тогда р*=1  (fc==0, 1, 2,.), система (0.4) переходит в
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систему |е՜ }<7, критерий замкнутости которой на оси (— оо, + ос)>
в метрике £։ с весом был установлен Н. Винером и Р. Пэли [24].

Отметим также, что в общем случае линейные комбинации функций 
систем (0.4) и }*  совпадают. Следовательно, совпадают
критерии замкнутости системы (0.4) в пространстве с весом 
сЬ՜1 я/ и системы (е~Н/ ' 1Р'~} |о*  в пространстве с весом е-։|/1 на. 
оси (—со, + оо).

0.3 (а). Данная работа посвящена решению интерполяционной задачи 
(0.1) — (0.2) в классах Нр (1 < р < + ос) в полосе 17/П21 < Л (0 < 
<Й < + оо), а также исследованию связанных с этой задачей вопросов 
згмыкания, минимальности и базисности определенных систем рациональ­
ных и экспоненциальных функций.

Напомним, что система {х*| ” элементов банахова пространства X 
называется минимальной, если ни один элемент этой системы нельзя при­
близить в метрике X линейными комбинациями остальных элементов. При 
этом, как легко следует из теоремы Хана-Банаха, система {х*} “ мини­
мальна в X тогда и только тогда, когда она имеет биортогональное допол­
нение, т. е. существует последовательность |х*1Г  ограниченных линей­
ных функционалов такая, что

х;(хт)=8».я = Р’ к = т* (к, т=1, 2,--). (0.5)։
(0, к =7= т

Система {х*)Г  является базисом в своем замыкании (т. е. в за­
мыкании в метрике X линейной оболочки системы {хк} если каждый, 
элемент х из этого замыкания единственным образом представим в виде- 
суммы сходящегося по метрике X ряда

X Ск (х) х», (0.6);

где Ск (х) (к ^г-1) — комплексные коэффициенты.
б) Исследование ряда свойств пространств Нр в полосе 5*  =■ 

= |х; |1т х| < Л) (их мы обозначаем Нр [5л]) и пространств типа Нр в- 
совокупности полуплоскостей 5л — {х; |1ш х|> Л} (которые мы обозна 
чаем Нр [5л]) проведено в § 1 данной работы.

В § 2 рассматриваются системы рациональных функций вида

Гк (х) = (з*  -1)! (х - X*)՜'*  (к = 1, 2, • ■ •), (0.7),

где {Х*}1°  с 5д, а 3*̂-1 — кратность появления числа X*  на отрезке 
М-

Устанавливаются критерии полноты и минимальности системы 
|г»(х)|1°в Я,[5*]  (1<р < + °°). В случае неполноты такой сис 
темы дается полное внутреннее описание ее замыкания, а в случае- 
минимальности применением отмеченного выше метода биортогонали­
зации М. М. Джрбашяна строится биортогональная с [г*  (х))Г на 
дЗл система функций {2*  (г)}“.
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В § 3 устанавливаются критерии базисности в их замыканиях 
систем функций (г*  (ж))Г сНР [5л’] и {2*  (z)|,’<=//P [5л] (!</><+«) и 
дается полное решение интерполяционной задачи (0.1) — (0.2) в клас­
сах //р[5а] (1< р < ֊1֊ со).

В § 4 рассмотрены системы функций вида (е * t }։ в про­
странстве £а с весом е՜2*'*։  на оси (— со, 4՜ со). Построено унитар­
ное отображение этого пространства на [*5л]»  переводящее указан՜ 
ную систему в систему {rt (z))“. С использованием результатов пре­
дыдущих параграфов приводится новое доказательство теоремы Ви­
нера—Пэли и М. М. Джрбашяна, дающей критерий замкнутости сис­
темы (е-/Х* ‘ |5°, и устанавливаются критерии ее минимальности и
базисности в своем замыкании. В случае незамкнутости такой систе­
мы дается полное внутреннее описание ее замыкания, в случае ее ми­
нимальности построена биортогональная с ней на оси (— оо, 4՜ со) 
система функций {<р*  (/)}“.

Отметим, что теоремы 1.1—1.4 и леммы 1—3 установлены авторами 
совместно. Лемма 4, теоремы 2.3—2.8 и результаты § 3 и § 4 принадлежат 
К. Г. Казаряну.

Авторы приносят глубокую благодарность академику АН Армянской 
ССР М. М. Джрбашяну за проявленное к работе внимание.

§ 1. Пространства Нр [5л] и Нр [5л1

1.1. Пусть 0<Л«\+со. Обозначим через

5л = [z: |Im z\ < Л), 5л = {z: |Im z| Л} (1-1)

соответственно, полосу 5л ширины 2А и дополнительное к ней множе­
ство 5д, состоящее из объединения полуплоскостей Im z А и 
Imz<^— А. Их общую границу обозначим через дЗн (через <?5л), по­
лагая, что направление на (?5л (на dSn) совпадает с направлением по­
ложительного обхода 5д (обхода 5л).

Обозначим через Нр [5л] (0< р < 4՜ оо) класс функций F (z), 
аналитических в области 5л и удовлетворяющих условию

+ - 1_
5л5р =sup ( Г |Г(х 4֊ /у)]* ’ dx V < 4֊ оо. (1.2)

|у/<*  [J j
— оо

Далее, через Нр [5л ] (0 < р < 4֊ со) обозначим класс функций 
I (z), аналитических в 5л и удовлетворяющих условию

+ - +- 1_
И; ^лЬ= I sup f |А (х4- ф)р> dx 4- sup Г |А (х 4- iff)lp dx R < 4-oo. 

(у<-л J у>л J

(1.3)
Наконец, обозначим через Lp (д5л)(0 <^р <4֊ оо) пространство 

измеримых на dSh функций A (;) с нормой
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(1-4)

(б) Пусть Нр (0<р < 4- со) — известный (см., например, [6]) 
класс функций / (х), голоморфных в полуплоскости Кег>0 и удов­
летворяющих условию 

а Нр — это класс функций / (г), голоморфных в полуплоскости Ие г>0 
и таких, что

+ - 1_

О/Ил**  = ։ир | I |/(ге'’>)|* ’ бг И < ֊г <*  .
Р «< ? 1

Следующая теорема при р = 2 была установлена в совместной работе 
М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяна [25], а при р £ (0, + °°) в одну сто­
рону — в работе С. А. Акопяна [26], а в другую — в работе А. М. Сед- 
лецкого [27].

Теорема А. Для любого р £ (0, + со) справедливы утверждения:

Г. НР = Нр.

2°. 2’։/1/1„ •
П р п р п р

Стандартными методами (см., напр., [7], гл. VII) устанавливаются 
следующие две теоремы.

Теорема 1.1. Для любой функции £Нр [5л] (1<Ср<+с° ) 
справедливы следующие утверждения:

1°. Почти всюду на дЗь функция имеет угловые гранич­
ные значения /г(«) (<?5д), причем

Пт С ^(х + гу) — {• (х ± /Л)|₽ бх = 0; 
у-*±л  J

— ОО

2°. Имеет место интегральная формула

_2_ Г Р (х), г £ 5д,
2сг 3 5 — л 1 0, 5л.

Теорема 1.1*.  Для любой функции И(г)^Нр[5п] (1<^р<С+°о) 
справедливы следующие утверждения:

1°. Почти всюду на дЗр функция И (г) имеет угловые граничные 
значения ^(с)^£р(<?5л), причем
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Пт С I/7 (х + (у) - Г(х ± Иг)? бх= 0;
У”±*  3

2°. Имеет место интегральная формула

1 Г /:(;) | Р (-), 2 € •$»>
2т.(3 ; — г [ 0 х£5л;

о®,.

3°. Для любого Ао(О<^Ло<Л)
Пт [ тах |^(х + ф)|1 =0.

И-+- |у|<л«

(в) Известно, что /7р[5л] —банахово пространство при 1^>р<^-|-оо 
и пространсто Фреше при 0<р<^1 [27].

Убедимся в справедливости неравенств

2֊։'₽ |Г; дЗгЛр < О Г; 5л С в Р; ^Р (1.5>

для произвольного 7*  (х)^/^,[5л] (0 4՜ а')» из которых следует,
что нормы (1.2) и (1.4) порождают в Н„ [5л] эквивалентные топо­
логии.

Пусть /г(х) £//р[5л[. ш = е“/М взаимно-однозначно и конформна 
отображает полосу 5л на правую полуплоскость.

Рассмотрим функцию

Тогда Ф(и))^Нр и

вФРя*  =ЦА; 5АРр. (1.6^
р

+ «Ж
С другой стороны, легко проверить, что |Ф (/е/)|р бу = I՛/7; <>5л||*  и»

принимая во внимание, что СФ,/ур= |Ф(й/)|рЛ/, получаем

[ФкрН/з (1.7)

Из (1.6), (1.7) и теоремы А (2°) получаем неравенства (1.5).

Легко показывается, что 7/р[5л] (1<Х4-°о) с нормой (1.3) 
тоже является банаховым пространством. Из этого следует, что 
//р[5л] можно рассматривать как замкнутое подпространство банахова 
пространства Ьр (д<5л).

1.2. Из известной теоремы о проектировании ([28], стр. 176—183) вы­
текает

Теорема 1. 2. Если Г(?) £ Ьр (<?5Л) (1 <р< + оо), то интеграл, 
типа Коши
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1 Г (А
2«Ш-г ’ 1Л֊>(г), гС5л’,

ЙЛЛ

обладает следующими свойствами:

Г. /(+) (г) е нр [5я], /*'  > (г) е Нр [5А];

2°. Имеют место неравенства

дЗ^^В^Р, дЗнЬ, дЗ^^В^Р-.дЗ^,
где Вр^ (0, + оо) не зависит, от Р(с);

3°. Почти всюду на <?5л А (։)=/(+) (?)—^(-)(?).
Следствие. Пусть Р (?) £ Ер (дЗл) (1 < р < 4՜ со). Для того, 

чтобы Р (В) была граничной, функцией некоторой функции из клас­
са /7р[5/(], необходимо и достаточно условие

[-^■Л = 0, г 6 5л*.  

дб-А
1.3. Мы хотим установить вид линейного функционала в пространстве 

/7Р [5/,] удобный для наших дальнейших целей. Сначала докажем две 
леммы.

Лемма 1. Если В (г) £//р[5А] и С (г) Нч [5л] (1<^р<^+со, 
1 , 1 Л------ 1----- =1 I , то
Р Я /

УГ(?)С(;)Л = О. (1.8)

Й5А

Доказательство. Поскольку Р (гг + /А) £ Н՝р, С(7г+/А) С Н՝ц ՛ 
+ -

то Л(х + ։А) С (х + г'А) бх = 0 (см. [12], лемму 2). Аналогично 

+«
У /’(х— г'А) С (х — /А) с/х=0. Из этих двух равенств и следует (1.8). 

— м
Лемм а 2. Если Р (г) £Нр [5А] и С (х) ^Нч [5А] ^1 < р < + со,

1 .и 1 Л----- г —=1 )> то
Р Я /

У Г(Е) СО) <Л = 0. (1.9)

дЗА

Доказательство. Для фиксированных значений а и I (0<з<^ 
<^-]-со, 0< /<А) обозначим через С (о; I) границу области {г: [Кех|<а, 
11шх|</}. По теореме Коши

С Е(г) С(г) бг = 0. (1.10)

С (»; /)
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С другой стороны, в силу теоремы 1.1*  (3°) имеем

тах |Л (± а -|- /„)|=о (1), тах |С(± з 4՜ ф)| =° О)> °՜*  4՜°°» 

откуда
I

0 + ’У) 6 (± О4-О/) 4у = 0 (1)’ °-*+ сс'
—I

Следовательно, устремив в (1.10) о—► + °°, получим

+ - +-
р(х4֊г7) С (х + И) бх- р (х—П) С (х—И) бх = 0, (1.11)

и поскольку в силу теоремы 1.1*  (1°), при /—»А будем иметь

А (х±։Л) = 1.։.т. Р (х + Н), С(х + /Л) =1л.т. С (х ± г/),

то устремив в (1.11) /—»•Л, получим (1.9).
Теорема 1.3.Пусть Ф — ограниченный линейный функционал, 

заданный на пространстве Нр [Зд] (1<Ср<С + °°). Тогда сущест­
вует единственная функция С։ (д) £ Нч [Зд] (—- 4----- =1) такая,

\ р Ч /
что

Гг(£) С (?)</<. (1-12)
2я/ 1

«Л 
При этом

ДО*  < Л !|С; <?3Л|17 < Вр ЗФО*  , (1.13)

где ||Ф[* —это норма функционала Ф на пространстве Н„ [Зд], а 
Вр 6 (0» 4՜ °°) не зависит от Ф.

Обратно, если С (г) £ Нц [Зд], то формулой (1.12) определяет­
ся ограниченный линейный функционал, заданный на простран­
стве Нр [Зд].

Эта теорема доказывается по той же схеме, что и аналогичная теоре­
ма 4 из [12].

1.4. В заключение этого параграфа опишем множество нулей функций 
класса Нр [Зд]. При помощи отображения и = е"/2Л полосы Зд на по­
луплоскость Кею]>0, мы можем рассматривать произведение Бляшке 
для области Зд

- «/и 
п ֊— 
1 1 и/2Л *-։ е 1-вл*/ А’ . (1.14)

где [X*] “ с Зд. Тогда в силу известных свойств произведения Бляшке 
для полуплоскости Кеш^>0 (см., напр., [16], гл. 5) справедлива
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Лемма А. Если ряд
. соз (1т )•*  )
X —------ ------- V- (Ы5)>

г-д сЬ(^-Ке).*)
\2 л /

сходится, то произведение Бляшке для Б н сходится абсолютно и равно­
мерно внутри Б л и определяет аналитическую функцию £л (г), обра­
щающуюся в нуль лишь в точках последовательности 1^*.} “- Более того

\ВЛ (х)| < 1 (г е 5Л); В՝'*՜"  ()֊*)  = 0 (к = 1, 2, - • •);

|/?л(«)|= 1 почти всюду на дБ/,.

Если же ряд (1.15) расходится, то частичные произведения Вь „(г). 
произведения (1.14) чри п —>4՜ °° равномерно сходятся к нулю внутри 
области Б1։.

Следующая теорема доказывается по схеме доказательства теоремы 
5 из [12].

Теорема 1.4. Пусть 1 < р < + оо. Справедливы утверждения:

1°. Если ряд (1.15) сходится, то существует функция С 
£/7р[5л], обращающаяся в нуль лишь в точках последовательности 
]>■*} ”» причем

(>.*)=  О (к = 1, 2, • ••); (1.16).
2°. Если ряд (1.15) расходится и функция С (х) (֊Нр[Бь] удов­

летворяет условиям (1.16), то О(х) = 0.
• *

§ 2. Полнота и замыкание бнортогональных систем
{г*(г)}Г  и [2*(х))Г

2.1. (а). Пусть р.|Г —произвольная последовательность комп­
лексных чисел из области 5/„ среди которых могут быть числа про­
извольной конечной или даже бесконечной кратности. Для любого це­
лого к 1 обозначим через з  и рк кратности появления числа 
1  на отрезке Р>/|ь'и во всей последовательности Р֊/]Г. соответствен­
но. Очевидно, что 1 < з  < р„ < 4՜ 03 (&=1, 2,՛--). Отметим также, 
что если ряд (1.15) сходится, то число р  будет конечным при всех 
к^-1. Условимся также ниже полагать

*

*
*

*
*

1<^Р<С + °°.----- 1—- = 1 (тогда 1<д<4-оо). (2.1).
Р Ч

(б) С последовательностью Р֊л)“ ассоциируем систему простей­
ших рациональных дробей (г(х)] “, положив*

= 2’ ”)- <2«2)’

Так как г*(з)  непрерывна в замкнутой области 5л, а при |х| — 4 со- 
имеет порядок 0(1x1՜’), то гк (х) £НР [5л] (к = 1, 2,---).
4-572
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Теорема 2.1. Для полноты системы в пространстве
//р[5л] необходимо и достаточно, чтобы ряд (1.15) расходился.

Эта теорема доказывается тем же способом, что и теорема 6 
из Е121-

Аналогично, если ряд (1.15) расходится, то система [г*(г))*=,  
полна в пространстве /Ур[-$л]. Таки,м образом, если ряд (1-15) расхо­
дится, то система |г*(г)}Г  не минимальна в Нр [5л] и, следователь­
но, не имеет биортогонального дополнения.

(в) Если система {г  (я)}?՝ не полна в //р[5л] (т. е. ряд (1.15) 
■сходится), то она порождает в Лд[5д] некоторое замкнутое собствен­
ное подпространство. Мы хотим дать полное внутреннее описание это­
го подпространства.

*

При условии сходимости ряда (1.15) обозначим через Нр ().*;  5л] 
множество тех функций / (г) £ Нр [5/,], для которых ЛI?) В/, (■;), 5^<?5д, 
являются угловыми значениями некоторой функции из класса Л/р[5д]*

В силу следствия из теоремы 1.2 справедлива
Лемма 3. Если ряд (1.15) сходится, то класс НР \ 5/'| сов.

падаете множеством тех Г(г) £ НР[Е/,], для которых

— С &=о, г (2.3)
2 л/ 3 5 — г

Из этой леммы легко следует, что НР {>■/,; 5л] является замкнутым 
подпространством пространства //р[5л].

Теорема 2.2. Если ряд (1.15) сходится, то замыкание в 
метрике Нр [5л] линейной, оболочки системы {гл (г)}” совпадает с 
классом Нр {՝/./,; 5л}.

Доказательство проводится тем же методом, что и доказательство тео­
ремы 7 из [12].

2.2. (а). Если ряд (1.15) сходится, то, как было установлено выше, 
система {гА (г))Г имеет биортогональную с ней на 6$,, систему. Займем­
ся ее построением, пользуясь известным методом, предложенным М. М. 
Джрбашяном (см., напр., [29], [30]).

(б). Пусть ряд (1.15) сходится. Тогда бесконечное произведение 
(1.14) сходится в области 5Л и представляет там ограниченную аналити­
ческую функцию Вн (г), обращающуюся в нуль лишь в точках последо­
вательности (>-}  Г. При этом для функции В/, (г) точка г ■= л  являет­
ся нулем кратности р.  Очевидно, что функция

* *
*

С*  (г) ={г- \к)Рк ВР' (г) (к = 1. 2, • • •) (2.4)

регулярна и отлична от нуля в некоторой окрестности точки 2 = Сле­
довательно, при достаточно малом б 0 справедливо разложение

Ю = 5 а’ ('**)  (2 ֊ '■*) ’, |г — Х4| < 8; (2.5)
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а, (л*)  = -֊• (>*)  (V = о, 1,; к = 1, 2, • • •). (2.6).

Отметим, что а0 (>*)=/=  О (к = 1, 2, — ).
Введем в рассмотрение полиномы

<?*(*)  = Е в»С*)(« —4’ (4 = 1, 2, -■) (2.7)1
ч—и

и функции

о /МдЛг) = а,(Х.)
И ' («*-1)1  («֊>•*)' *- г*+1 (5*  -1)1 Л (г - к*)^- х‘-’+1 ( Ь)1

Так как функция Вл (г) аналитична и ограничена в области 5л и в 
точке ж = >֊*  имеет нуль кратности р*,  то 2л (г) аналитична и ограни­
чена в той же области 5д. Более того, при |ж| -*  -Ь со функция 2*  (д)> 
имеет порядок О (|ж|~։). Отсюда легко видеть, что

2*  (,)енр [5л] (4=1, 2, •••).
Рассуждая, как и в работах [29, 30], получим следующее утверждение..
Лемма 4. Функции системы {2*  (г)}]՜ удовлетворяют следую­

щим интерполяционным данным

2^՜” ()•«)=( (к,п=1, 2,...).
( О, к^п,

Теорема 2.3. Пусть ряд (1.15) сходится. Тогда системы (г*  (г))]0 

и (2*  (г)}*биортогональны  в следующем смысле:

֊ |'гя(0 2*(0^=Р՛  (4, п=1,2,-.-). (2.9}֊
2՞։ Л I 0, к=£п,

Эта теорема следует из леммы 4, так как написанный в (2.9) интеграл

равен (Хп) (в силу (2.2) и теоремы 1.1*  (2՜')).
Из этой теоремы и замечания, приведенного после доказательства 

теоремы 2.1, заключаем, .что для минимальности системы {гк(х)}' не­
обходима и достаточна сходимость ряда (1.15).

(в) Теперь мы хотим описать замкнутую линейную оболочку системы 
12  (г)]“[5л]. Напомним, что эта система определена лишь при 
условии сходимости ряда (1.15).
*

Пусть ряд (1.15) сходится. Обозначим через Нр {).*;  5л) множе­
ство тех функций / (з) £ Нр [5л], для которых /(;) ВЦ՜1 (;), ££д5л, яв­
ляются граничными значениями некоторой функции из класса Нр {)-*;  

41-
Теорема 2.4. Пусть ряд (1.15) сходится. Тогда замыкание в мет­

рике Нр[Вл] линейной оболочки системы )2*  (г))Г совпадает с- 

классом Нр {).*;  5д}.
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Доказательство проводится по схеме доказательства теоремы 9 из [ 12].

Теорема 2.5. Пусть ряд (1.15) сходится. Если / (г) ^Нр ().*;  
Лл) и (X*)  =0 (к = 1, 2, • • •), то / (г)= 0.

Доказательство. Так как (Х4) = 0 (4 1)> то /(՝)Х

ХВГ՛ (В)£//Р[5л]. С другой стороны, из / (г)£ НР {X*;  5л} имеем f (В) X 
ХВл՜1 (В) £//у, (X*;  5л}. Следовательно, в силу теоремы 1.1*  (2°) и лем­
мы 3

Г / (6) ВЙ1 (В) = о, г е 5л и 5^.
3 В — 2 

а։л

Отсюда заключаем, что / (В) ВЙХ (В) =0 почти всюду на д5д (см. тео­
рему 1.2 (3°)), и поскольку |Вд (В)|= 1 почти всюду на Э5л, то

Теорема 2.6. Пусть ряд (1.15) сходится. Тогда любая функция 
С (*)  € Нр [5<] представима в виде

С (г) = 8 (г)+(2.10) 
2гс/ 3 Вл (В) В—г 

алл
аде

г (») 6 Нр (X*;  5л}, 5(а) =-^- Г -А- 6 Нр [5л].
2г.1 3 Вл (;) ?— Г 

ал-л
При этом справедливо неравенство

к; ^5л5Р<вр|С; <?5лк
где Вр£(0, оо) не зависит от С (г).

Доказательство. Пусть С (2) £ Нр [5л]. Так как |Вл(В)|=1 
почти всюду на <?5л, то по теореме 1.1*  (Iе)

О^ВЙ1 (В)^£Р(<?5л).
Следовательно, положив

1 Г£Ш = [ 5(2), а65л, 
2кг 1 Вл(В)В-2 1-Г(2), а 6 5;, 

д5/1
в силу теоремы 1.2 можем написать

5(г)€//р[5л], Г (г) £ Я, [ВЛ],

причем ЦЛ; <)5л(|р -<Вр|С; <?5л||р. Более того, почти всюду на д5л

0(В)В/71(В)=С(В)+/(В).

Следовательно, определив функцию ё (г) равенством
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8 (г) = в (г) — Вп (г) С (г), х £ 5л, 

будем иметь: #(г>€#р[֊$л] и почти всюду на д5л 8 (?) Вл' (?) = Г(Ь). 

Отсюда на основании определения класса Нр {X*;  5л} заключаем, что 

Е (г) ^Нр (>■*;  5л). Следовательно, ^(г)^г/р {>.*;  5Л), причем

В <7; ^=1^-1; ^5^= Г; ^5л|р<Вр|С; <?5Л||Р.

Теорема 2.7. Если ряд (1.15) сходится, то
Г. При любом целом к 1 формулой

Х*[?]=Л  [ ^НР{^, 5Л‘),
дкг յ

на пространстве Нр {>*;  5л} определяется ограниченный, линейный 
функционал У-к'։

2°. Системы {/-*} ” и {гк}г биортогональны՝.

М'.]=| 1’ к՞"’ (*,»-։.  2. - ). (О, к^=п,

3°. Справедливы неравенства

В2д; ^5лЦ? < Ср Щ (к = 1, 2, • • •),

где 1)7*5  — это норма функционала 7-к на пространстве Нр ().*;  5’), 
а Ср £ (О, + оо) не зависит от к՝^!.

Доказательство. Так как 2*  (г) £ Нч [5л] и Нр {>.*;  5л) с 
с НР [5л], то утверждение 1’ следует из теоремы 1.3. Утверждение 
2° следует из теоремы 2.3. Перейдем к доказательству утверждения 
3° теоремы.

Положим

1 Рк֊Ч а (X.)
л(5)=2.да л.֊'(<)-

Нетрудно видеть, что 7л£//?[5л] и 17л,- с*5л1) ? =1)2*;  <?5л]?. Сле­
довательно, по теореме 1.3 формулой

С6^[5л]
ахл

определяется ограниченный линейный функционал Фл, заданный на 
пространстве Нр [5л]. При этом

||2к’> <?3л||^—|7д; дЗлЦд 2 к Вр зир (2.11)

где верхняя грань берется по всем С^Нр[5к] с нормой ||С; д5л|р-С1. 
По теореме 2.6 каждая такая функция представима в виде
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С(г) = 8(г)+ В„(г)С(г), <2Л2>

где 8{г)^НР\)^, 5л|, Ъ {г) С ЦР [$*],  причем [|?; < ВР. Но так как

функция В„ (а) С (г) вместе с В „(г) в точке д = )а имеет нуль крат֊ 
ности р/,, то

— Г Г*(0^(;)С(5)^  = 0, 
2~г յ

и из (2.12) получаем

С [ Тк (5)г(0*-  <2ЛЗ>
2"» .1 2 -I.)

«Л в$А

Однако 8 (г) £ Нр {).*;  5А|. Значит

8&В11 (0 = т(?)6Яр|).*;'5;|.  (2-14)

и поскольку И#; (?5АЦР < Вр, то [<р; д5л|]р < Вр. Наконец, так как 
7*  (5)ВА (։) = 2*(։),  то из (2.12) и (2.13) получаем

Л [ ^(;)С(5)</;=-^- С 2*(Е) ?(5)^.
2~г .) 2*1  ,1 •

<^Л Мц

Отсюда и из (2.11) заключаем, что

1'2/,; ^5л||7 -С 2 хВр вир 2*(с)<р(Е)</с
Й5Л

где верхняя грань берется по всем <р (с) £Нр [>*;  .$*]  с нормой 
?; д£А|р Вр, откуда и вытекает утверждение 3°.

Аналогично доказывается
Теорема 2.8. Если ряд (1.15) сходится, то 1°. При любом целом 

к 1 формулой

^[8] = ֊ \ гН0?(?)Л, г€Яр{л*;  5Л),

на пространстве Нр |1А; 5/,| определяется ограниченный линейный 
функционал Як.

2е. Системы (*̂)Г  и {2*] “ биортогональны~

3°. Справедливы неравенства

Ва; 054<Ср|/?А|| (к =--1, 2,- • •),

где |]/?*||  — это норма функционала Ек на пространстве Нр |1*;  5Л]„ 
а Ср С (0, + оо) не зависит от Л?>1.
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§ 3. Бааисность системы (гл(^)]Г, [2А(г))“ и решение 
кратной интерполяционной задачи и классах Л/р [5л]

3.1 . (а) Для удобства читателя приведем здесь некоторые известные 
определения и факты.

Пусть X—банахово пространство и (х*)Г —система элементов 
этого пространства. Обозначим через И((х*]1°;  X) замкнутую линей­
ную оболочку системы (х*] ”.

Как известно, система ]хл|? называется базисом пространства 
И((хл)Г; X), если любой элемент х£ И(|х»)“; X) единственным обра­
зом разлагается в сходящийся по метрике X ряд

х=£с»(х)х*,  (3.1)
м-1

где с*  (х)— комплексные коэффициенты. В этом случае система 
{с*  (х)}” будет биортогональна с системой {х*} ”.

Напомним, что системы |х*)5°  сЛ и [х*|?  с.Х*  называются биор- 
тогональными, если

хИхя) = 8*..  (Д=1, (3.2)

где 3*.  „ — символ Кронекера.
Если система {х*}1 “ является базисом пространства V ({х*}Г;  X), 

то эта система имеет биортогональное дополнение (х*) “, причем спра­
ведливо неравенство

зир (}х*1|  Вх*|]}  <4-со, (3.3)

где [х^— это норма функционала х* к на пространстве И([х*]Г;  X) 
(см. [31], стр. 164-171).

Скажем, что система {х*]?  является базисом V (]х*]Г;  X), изо­
морфным стандартному базису пространства 1Р, если существует ог­
раниченный обратимый линейный оператор Тр: И([х*) “; X) -*  1Р такой, 
что Тр (х4) = (3*.  л}“-1 при всех й>1.

(б) Пусть (>.»]“ с 5л— произвольная последовательность. Как и 
раньше, для произвольного целого />1 через з> и р/ будем обозна­
чать кратности появления числа X; на отрезке {).>){ и во всей после­
довательности {>•} “ соответственно.*

Обозначим через £75 (5л) класс тех последовательностей (ХА)”с 
с 5л, которые удовлетворяют следующим двум условиям:

{
оо кХй/2Л___ к).у/2Л । »

П -——?>°» 5Цр (3-4)
ет'* /2/' еж'7/։л | / *>1

Отметим, что из первого из этих условий вытекает сходимость ря­
да (1.15).

Очевидно также, что условия (3.4) можно записать и в следующем 
виде.
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inf П
*>1 J-1

х/' ՝*

sh—(>■*  — '■/) 4Л

ch — (>.* —>7)4Л "

0, sup (р*) (3.4')

С последовательностью {>.*} “ ассоциируем новую последователь­
ность = положив

I /«г , \ (Л=1’2’"՜)- ։3-5)
I \2Л /

Пусть, далее, х=г|х*}" — последовательность положительных чи­
сел. Обозначим через 1Р [х| банахово пространство всевозможных по­
следовательностей комплексных чисел 7 = 17*)։°°>  удовлетворяющих 
условию

Очевидно, что если последовательность шк|оц]Г и 7 ={7,}® удов­
летворяют условиям ши = ** 7*  {к >1), то 7 £ 1Р (*)  тогда и только 
тогда, когда ш £ 1Р.

Наконец, напомним, что выше мы условились через р и С/ обозначать- 
параметры, определяемые из условий (2.1).

3.2 (а). Докажем лемму.
Лемма 5. Если 1£5/( и п^>1, то

Доказательство. Имеем

/ Р) = Г I___ 1____ ,
3|։֊л|лИ 3(/»+1)’п/2|(А+1тХ)’

—ОО

+ +__I_____ I.
(Л —1т л)՞ п ((Л + 1т ՜/.)'1 (Л — 1т >.)"[

2 /
Следовательно, воспользовавшись неравенством а1п т — -( —

« \ ՝ 2,
при 0 <11т >. < Л можем написать

/„ (X) > -2 (Л - 1т Л)-*  =2 /Л V' /Л. _ Л 1т х \-Л > 
Л п \2Л/ \ 2 2А ) '

2/лхяГл ,/л к, ,\ |-я 9 | / - \7-л( о д ) оТ1тЛ)| ~ СО3 (— 1т )Л
л \2Л/ 2 \ 2 2А /] п [ \2А )

Аналогично, при — А< 1т X < 0

/Я(Х)> 2. h~n 
п
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Из полученных оценок следует утверждение леммы.
Лемма 6. Пусть ряд (1.15) сходится. Если

зир(К; = с< + оо, (3.6)

то |>֊*|Г  с (/5(5л).
Доказательство. Сначала заметим, что в силу сходимости ря­

да (1.15) число рп при любом п 1 конечно.
Обозначим через {№} множество тех индексов п, для которых рп = 5п. 

Из определения (2.8) функций (г) следует, что

__ о0 рм) В/, (г) 
(Ря-1)!

«6 (М,

причем

сЬ —(>..֊ 
4 Л

(3.7)

Имеем также

г'(г)=Ъ^'пал|-

Учитывая, что |В/, (;)|--1 почти всюду на дЗь и, применяя неравен­
ство Гельдера, получаем

|ао(М1( —^֊+։= С |гЛ);|2я(;)|1*|<
4|; я| 4
<к,; пб(Л<}.

Отсюда и .из теоремы 2.5 получаем Р (г) = 0, откуда заключаем, что

< (АП- (3-8)

Так как 4/я 1, а выражение справа в (3.8) не превосходит С, то из
(3.8) получаем (3.4)..

/Кемма 7. Пусть ряд (1.15) сходится. Если система {гА(я)}“ при 
какой-либо перестановке членов является базисом замыкания в метрике 
НР [Ул] своей линейной оболочки, то {\*}Т*  £(/У(Ул).

Доказательство. Напомним, что при условии сходимости ряда 
(1.15) система {2* (г)}?՜ определена. При том же условии замыкание 
в метрике Нр [Уд] линейной оболочки системы {г*  (г)}? совпадает с 
пространством Ул) (см. теорему 2.2).

Если система {г*  (г)}” при какой-либо перестановке членов явля­
ется базисом пространства Нр Р֊*»  £л}> то в силу теоремы 2.7 и (3.3) 
имеет место (З.б). Остается воспользоваться леммой 6.
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Аналогично доказывается
Лемма 8. Пусть ряд (1.15) сходится. Если система {йА(г)}7 

при какой-либо перестановке членов является базисом замыкания в метри­
ке Нр[3л] своей линейной оболочки, то |>-*)Г  £ ПЗ (5л).

(6) Следующее утверждение играет существенную роль при установ­
лении достаточных условий базисности систем {г  (-)}Г и ($  (-)||°>•* *

Теорема 3.1. Пусть {г*} ” —последовательность попарно различ­
ных точек из 5Л, удовлетворяющая условию

ш(
*>։

е«*/м  _ е"/։л 
е"*' “ + е«у/2л

0. (3.9)

Тогда для любой функции /(г)^Нр [5л] справедливы неравенства 

ьг И э £ № ’)>,р 1/(г'1) (**)1 Р< $г) (з.ю>

где ££г)£(0, + со) не зависит от / (г), а

(3.5')

Доказательство. Наряду с последовательностью {г*} “ рас­
смотрим новую последовательность [то*|Г  из полуплоскости Не то^>0, 
где

то*  = е“'/։՝ (*  = 1,2,.- ). (3.11)

Тогда, как известно, [19], в силу (3.9) для любого Е (ш)^Нр будем 
иметь

£ (Не то*)'«'  ֊*»+>  (ю,)!'’ < АРГ) ПР (г = 1, 2- • •), (3.12) 

где Ар> £(0, 4-оо) не зависит от
Пусть теперь / (г) С НР [5л]. Положим

1
т , ч /2Л \р г(*2.к  , \г — I /( — 1О£ ш

\ Я ) \ 7С /

_ 1_ 
р

и) , Не то>0. (3.13)

Легко показать, что тогда Е(ш)£Нр. Значит Р (то) £ Нр по тео­
реме А и (3.12) для функции Г(то) имеет место.

С другой стороны, применив индукцию по г (г=1, 2,.-.), не­
трудно убедиться в справедливости тождества

бгг՜1 ։л, 2= —1о£п;

1
’+ р гТ Г (то) то ------ -—-, Не то> О,

где С, (О-^у-^Сг 1) не зависит от то и ] (я). Отсюда и из (3.11) с
применением неравенства



Решение интерполяционной задачи 223

получим

/У"’£ |ая|д (3.14)

где #>6(0, 4֊ со) не зависит от к>1 и / (г). Следовательно

ьг [/] < д/£՛ £ |Л': |®*р ”+։ ।л՝» (го*)р.  (з.15)
»--и «—а

Легко проверить, что р (г------')>р*4-1>  *-=0,  !,•••, г—1 и поэтому
X Я /

”|" |ш*| я’+1 < (Ре ш»)Р’+1 (0< у С г — 1).

Воспользовавшись этим неравенством и (3.12), из (3.15) получим

Ьг |/| < £ (Ке «*)' ’ “ |Л’> («>,)!'’ <
М-1

<$')Г£ 4’+0 /М, (г=1,2,.---),

откуда в силу равенства (1.7) вытекает (3.10). Теорема доказана.
Следствие. Если р*}Г  € (Л)» то для любой функции /(а)£

£/7р[5л] справедливо неравенство

£ |4<’)|Р|/-А՜” ('*)!"<  С/; (3.16)

тде (4”|Г определяется из (3.5), а £ (0, 4-со) не зависит от/(з).
(в) Сейчас нам понадобится следующая лемма об оценках коэффи­

циентов разложения (2.5), которая доказывается так же, как и лемма 1.6 
из работы [2].

Лемма 9. Если {Х*)1°  £ £/5(5/։), то для коэффициентов разло­
жения (2.5) справедливы, оценки

|о» (М|< А (0-<ч Ср* —1, л>1),

где А £ (0, 4՜ °°) не зависит от ч и к.
Лемма 10. Если {>•*)"  £ 6/5(5Д) и последовательность р֊1,)|Г оп­

ределяется согласно (3.5), то для любой функции /■(«) 6 ДД<?֊$*)  
справедливо неравенство

£ С«И.
*=։ 2 кг з

«л

аде С?£(0, 4՜ °°) не зависит от /՝(«)• 
Доказательство. Положим

<(2)
2 тс։ □ 5 — г

(3.17)

(3.18)



224 К. Г. Казарян. В. М. Мартиросян_______ ==—=====

Так как Р (5) В/, (В) £ £«(<?5л), то по теореме 1.2 имеем /(х) £//, ($/,],. 
причем

(/; <?5лЯ? < В„ й? (В) В,, (;); д5& = В,||Г; (3.19)

где Вч£ (0, + оо) не зависит от Р (В).
Принимая во внимание определения (2.8) и (3.18) функций 2*  (г) 

и /(г), можем написать

Применив здесь неравенство (3.14) (с заменой р на q), получим

J- Г F(5) Qk (В) < (рк- $*+ 1)’/₽ S (Ml’. (3.20)
2 к/ J I «-о

«л
Так как в силу условия {)•*) “ ^US(Sh) должно быть

sup рк = Р < + оо, (3.21)

то из (3.20), воспользовавшись леммой 9, получим

«л
X [соз(- 1тхЛГ‘ ’Ч/*  Зк ”(М Г= Ря‘р А" х 

՝ 2 п / ]

>-о I \2 Л /1
Произведя здесь замену переменной рк — зк — V 4֊ 1 = г и учитывая 
(3.21), можем написать

А 1^- [ А1г х
(3.22)

«-1 г-1 ь \ 1п / \
Теперь обозначим через (^(“последовательность попарно различных 
точек последовательности Р*)°,  а через {У*)  обозначим кножестно тех 
индексов у^-1, для которых при Непосредственно
видно, что

{/*,)  П !/*,)  = 0 (Л։ Л,);^ (J*)  = (у)?.

Учитывая вти замечания и (3.21), будем иметь
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- г / тс . \ 1<г - >/р) я .
<Р£ cos( —ImzA) If'՜՜” («*)! ’(1 <r< P).

»■=1 I \2A / J

Отсюда и из (3.22) получаем неравенство

É рЛ-’L- (не)2л(ем’<
Ô5A

< р»"+’ А" £ Ё |Л-‘> (д*)/<  (3.23>
г—1 *=1

Поскольку {).*} ” £ Ь'З (5л), то последовательность (гл)” удовлетво­
ряет условию (3.9). Следовательно, воспользовавшись теоремой 3.1 
(предварительно заменив р на <?) из (3.23) и (3.19) получим (3.17).

Лемма 11. Если (л*) “ £ 6/5 (5л), то для любой функции Г (Е)£ 
£ Ьч (<?5л) справедливо неравенство

у р<Г> ±- [г (?) гл (Е) </Е Г <?5л||7, (3.24).
л-1 2~1 .)

«Л

где С?£(0, + со) не зависит от Р(Е).
Доказательство. Положим

/(^)=Л [р) ^5л- <3-25>
2т 3 Е — г

По теореме 1.2 имеем / (г) £ Нч [5л], причем

[/; ^5л|,<В7|Г; д5л»,. (3.26)

Принимая во внимание определения (2.2) и (3.25) функций гк (?) и / (г)г 
можем написать

().л) (fc>l).
2^1 J

Следовательно, чтобы получить (3.24) остается воспользоваться след­
ствием из теоремы 3.1 (пердварительно заменив р на q).

Лемма 12. Пусть ряд (1.15) сходится. Если f (z) GНр {>֊лг 
5л] и

J/(B)2»(?)^=O (Л=1, 2,---), (3.27>

алл

то f (z) = 0.
Доказательство. Нетрудно проверить, что при любом

функция Вл (z)(z — Кл)՜'*  принадлежит классу Ня ().А: 5Л]. Следова.՜ 
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тельно, воспользовавшись теоремой 2.4 (заменив в ней р на у) мо­
жем утверждать, что существует последовательность {Рп (г)} линей­
ных комбинаций функций системы {2*  (г)}Г, сходящаяся в метрике 
.Ид [5/,] к В/, (г)(г — )֊*)՜՜'*.  Но в силу (3.27) имеем

р(П Ря(;)</; = 0 (п = 1, 2. •)• 

«Л
Устремив здесь л —>֊ -|- оо, получим

0 (к=1 2 ). (3.28)
.) (?->•*)'*

°-Л

Теперь заметим, что из определений классов НР {>■«; 5л} и Нр [).*;  5л | 
■следует, что если /(г) £ Нр {>.*;  5л[, то /г(;)= Вн (?)•/ («)• ?€<?5л яв­

ляется граничной функцией некоторой функции Е Нг (>֊*;  5л). Для 
этой функции из (3.28) получаем

Г“*՜ 1’ (^) = 0 (А:=1, 2,...).

■Отсюда и из теоремы 2.5 получаем Е (г) = 0, откуда заключаем, что 
/’ (г) ~ 0. Лемма доказана.

3.3. Пусть последовательность >(р) = определяется из
(3.5). Тогда имеет место

Теорема 3.2. Справедливы следующие утверждения:
1°. Если р֊л|“£ 6/5 (5л), то система {'•«'” г*(г))Г  является ба­

зисом пространства Нр {).*;  5л}, изоморфным стандартному бази­
су пространства 1Р.

2Э. Если 6/5 (5л), то система {г*  (г)}” ни при какой,
перестановке членов не является базисом замыкания в метрике 
■Ир [5л] своей линейной оболочки.

Доказательство 1°. Пусть / (г)—произвольная функция из 
класса Нр ().А; 5л|. Определим последоватальность у (/)=(7л (/)}“ сле­
дующим образом:

7*  (/)=Р-2”]֊1 ֊ |/(;) 2Л (?) б- (Л=1, 2,-. •). (3.29)

Из определения класса Нр [/.*;  5д| следует, что /(;)£ (<?5л). Сле­
довательно, воспользовавшись леммой 10 (предварительно заменив в 
ней р на д), можем написать

5 1т*  (/)1₽ = 2 [)֊'/’ ]’р ;֊т {’/(?)• 2*(?)  б-Р < С‘ И; <?5лЯ? ,

:где Ср£ (0, + оо) не зависит от / (?).
Определим теперь оператор Тр следующим образом:
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Гр и-?(/), /СИ, Р*;  5Л’|.

Из (3.30) следует, что Гр— ограниченный линейный оператор, отобра­
жающий Нр {/.*;  5л] в 1Р. При этом, в силу леммы 12, оператор Тр пе­
реводит разные элементы из Нр ]>•*;  5/,| в разные элементы прост­
ранства 1Р. С другой стороны, в силу теоремы 2.3

Гр Л “-1 (Л=1,2,---),

где 3», л — символ Кронекера.
Таким образом, чтобы завершить доказательство утверждения 

1° теоремы, нам нужно показать, что Тр отображает Нр {>■*;  5л} на все 
пространство 1Р.

Пусть Тз {1*] ” В силу теоремы Хана—Банаха

<?5л| = sup
I! л —л ||р

1 Г

2 r.i J 
dSft

л+ст 
r(0S 

Л—л
(3.31)

где верхняя грань берется по всем /• (с) £ (<?5л) с нормой |/г;()5л|?<
•<2 к. Однако, в силу неравенства Гельдера и леммы 11 можем на­
писать

2 К/ J л±л I

л+m ( 1 (*  •
= S 7*  U₽>—՛<

*-« I 2 J<мл

{a+m yl/pin+m ..Ilf*  1 V/ffs It*H  1 S P-V”r—l H;)r*e:)rf;  <
л—л J I л*=л I — j j

„ ( n+m » J Ip
S 1тЛ I *“л J

Отсюда и из (3.31) получаем

|л+т . , II „ (n+m \llp
S dsh l<2«C^ 2 |7/ (л, m = l,2,...).

&—Л ||p I 4r—fl
Следовательно, ряд

Л(*)=Е
л-1

сходится в метрике Нр [5л] и определяет некоторую функцию /т (а) 
6//р{Хл, 5д} (см. теорему 2.2), а в силу теоремы 2.3 ГР(У7] = 7 = 
= {1л)”- Утверждение 1° доказано.

2’. Если ряд (1.15) расходится, то система {гк (г)}“ не минималь­
на в Нр(8и) и, следовательно, ни при какой перестановке членов не 
является базисом.
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Если же ряд (1.15) сходится, то надо воспользоваться леммой 7. Тео­
рема доказана.

Установим теперь критерий базисности системы {й*  (*)}։•  Напом­
ним, что эта система определена лишь при условии сходимости ряда (1.15). 
При этом замыкание в метрике Нр [5Й] ее линейной оболочки совпадает 

с пространством Нр {).*;  5л} (см. теорему 2.4).
Если ).(<и== {X* ’1}“ определяется из (3.5), то имеет место

Теорема 3.3. Пусть ряд (1.15) сходится. Справедливы следую­
щие утверждения:

1’. Если (Х*} “£ £/5(5л), то система \№)՜' А*  (г)|Г является 

базисом пространства Нр\>.ь; 5л), изоморфным стандартному ба­
зису пространства 1Р.

2". Если |Х*|7'^(75(5л),  то система (2л(а)|Г ни при какой пе­

рестановке членов не является базисом пространства Нр [К*;  5л).

Доказательство 1°. Пусть /(г) £ Нр )ХЙ; 5л). Определим 
-последовательность 7(/) = {1л(/)||° следующим образом:

т*(О=х* ” (*  = 1. 2. ՛ )-
Нетрудно видеть, что

М/)=>1’’^.у/0К(^ (*=1.

причем из определения класса Нр (>•*;  5л| следует, что /(?)££, (с*5д).  
Следовательно, воспользовавшись леммой 11 (предварительно заме­
нив в ней д на р), можем написать

£ 11*(/)Г<С>;  <«, (3.32)
Л—1

тде Ср£ (0, + оо) не зависит от /(;).

Определим теперь оператор <2Р следующим образом:

<М/]=֊[/], /€#,{>•*;  5л).
Из (3.32) следует, что Qp — ограниченный линейный оператор, отобра­

жающий Нр |՝Х4; 5л) в 1Р. При этом, в силу теоремы 2.5, оператор 

переводит разные элементы из Нр {Хл; 5л| в разные элементы про­
странства 1Р. С другой стороны, в силу леммы 4

<М(4?У'2*]=[8*,Ил-1  (Л = 1, ?, ..).

Таким образом, чтобы завершить доказательство утверждения 1° тео­

ремы, нам нужно показать, что ($Р отображает Нр {Хя; 5Л} на все простран­
ство 1Р.
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Пусть 7 = {7а)։" £/р. В силу теоремы Хана—Банаха

У 7*(№*;  <^л[ =зир{ 7*(^)  * 2*  (Е) (3.33)
к-п Ь I 2 ~1 и *=л  ]«л

где верхняя грань берется по всем (дЗ/,) с нормой д5л]</ <
<2՜. Однако в силу неравенства Гельдера и леммы 10 можем на-

{п -*■  т \\}р ,
2 1тД с№-, д34ч (и, т = 1, 2,- •).

Л «л I
Следовательно, ряд

А И = £ 1к№)՜12* (г)

сходится в метрике Нр [5л] и определяет некоторую функцию (г) £

{>֊*;  5л) (см. теорему 2.4), а в силу леммы 4 Сл [Л]=7 — 17*! ”- 
Утверждение 1° доказано.

Утверждение 2° следует из леммы 8. Теорема доказана.
Воспользовавшись леммой 4 и теоремой 2.5, из теоремы 3.2 получаем
Следствие. Если Р֊*|Г  6 (75 (5л), то для любой функции: 

/ (г) £ Нр [5л] справедливо представление вида

«*)=£  л-1)(М2*и)+^  ^5Л,
к-1 2*1  3^л(«); —г

«л

где ряд сходится по метрике //р[5л].
3.4. Для пространств Нр [5л] задачу (0.1)—(0.2) можно сформу­

лировать следующим образом:
Выявить условия на последовательность {Х.>}", при которых про­

странство последовательностей

{(/°՜0 (>*)).-1=  /€ Нр [5л]} (3.34)՝

совпадает с каким-либо идеальным пространством / и дать аппарат для. 
явного построения решений интерполяционной задачи

/^֊։)(Х*)= 7л (Л=1, 2,...); {14)Ге/.

В следующей теореме содержится полное решение этой задачи.
Теорема 3.4. 1°. Если (X*)®  £ £/5(5л), то справедливы сле­

дующие утверждения: 
5 -572
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а) если последовательность определяется из
(3.5), то справедливы равенства

[(Л՜1’ (М)Г-։:/(г)€Нр[5л]) =

:/(*)€  Нр {).*;  5л}}= 1р {*<«)};  (3-35)

б) Если -^= (7)Г  т° РЯА*

/(*)  = £ Т*3*( 2) (3.36)

сходится в метрике Нр [5л] и определяет функцию / (г) £ Нр{!.^’, 5л} 
которая удовлетворяет следующим интерполяционным данным։

/^-»>(кд)=14 (л=1, 2,...); (3.37)

в) функция из класса Нр [/■;  5л), удовлетворяющая интерпо­
ляционным данным (3.37), единственна.

*

2°. Если {Хж}Г7’(/5(5л), то пространство (3.34) не совпадает 
ни с каким идеальным пространством последовательностей.

Доказательство 1°. Пусть {'лл}Г £ £/5 (5л). Вейлу следствия 
из теоремы 3.1 имеем

{(/{,‘-1,(>*))*-1  :/и) 6 Нр Р»: й)] <=
<= [(/'*" и! (М)*-1  = НР [5л]| с 1Р {).(,)}.

Следовательно, равенства (3.35) будут доказаны, если мы докажем 
утверждение б).

Пусть т={-[»}Г ^1р {>•(,)}. Тогда последовательность [/.[»> ?*)*  
принадлежит 1Р. Следовательно, в силу утверждения 1' теоремы 3.3 
ряд (3.36) сходится по метрике Нр [5л], и по теореме (2.4) сумма это­

го ряда принадлежит классу Нр {).*;  5д).
Равенства (3.40) вытекают из леммы 4.
Наконец, утверждение в) является следствием теоремы (2.5) и утвер­

ждение 1° доказано. '
2°. Пусть теперь р-*}"  £՜ и 5 (5л). Предположим, что пространство 

последовательностей (3.34) совпадает с каким-либо идеальным простран­
ством последовательностей I. Но легко видеть, что пространство последо­
вательностей (3.34) совпадает с пространством

{(Ф[г*])Г-.  Ф£ (Яр[5л])*),  (3.38)

где (Нр [5л])*  — это сопряженное пространство пространства //р[5л 
(нужно только воспользоваться теоремами 1.1, 1.3 и определением 
(2.2) функций гА(г)). Но тогда пространство последовательностей 
(3.38) также совпадает с /. Следовательно, система (г*(г))Г  является 

безусловным базисом замыкания в метрике Нр [5л] своей линейной обо­
лочки (см. [32], стр. 27), а это противоречит утверждению 2 теоре­
мы 3.2. Теорема доказана.
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Так как при любом $(1 пространство (х) является
идеальным, то из утверждения 2" теоремы 3.4, в частности, следует, 
что

если р*)Г՜  £/5(5л), то пространство последовательностей (3.34) 
не совпадает ни с каким пространством вида 1а (х) (1<5<-|-со).

§ 4. Замыкание, минимальность и базнсность системы функций

(Г; 5л’(+>йа=5ир 
“ у>л

4.1. Введем еще несколько необходимых обозначений. Обозначим че­
рез

5л ( + ) = |г; 1т г > Л), 5л (—) = \г‘, 1т г < — Л|.

Далее, через //з[5л( + )] обозначим класс функций / (г), анали­
тических в области 5л (+) и удовлетворяющих условию

П/а
|Л (х + (у)|։ <1х I < + оо.

Через Л/։[5л(—)] обозначим класс функций Е (г), аналитических в 
области 5л (—) и удовлетворяющих условию

. Ц/7; 5л (—)У2=^ир^ у (х + ф)|։</х| <+°°-

- 00

Наконец, обозначим через £։(е~2Л П|Л) = £а(—оо, оо; е֊2А|։,Л)-- 
пространство измеримых на вещественной оси функций /(<)> удовлет­
воряющих условию

1ЛМе-։АИЛ)=։/(*)  е-А|,|| =| Г|/(0|ае-2А1։| лГ< + °°-

• — оо

3.2. (а) Рассмотрим функцию

(г>=й .( ։'"/(') д - й7е"' х

о о

X {/«)*""}  Л- р1г-'А)'|/(Ое-л') Л.

о

Обозначим ф (0 =/(0 е~А/ и предположим, что ф(/)^£а(0, + 00)■ - 
Рассмотрим также функцию

е/1В/ ф (<) <11.

о
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Ясно, что Ф (ад) = /г+ (ад 4՜ ih). По теореме Винера— Пэли Ф (ад) £ Hi 
то есть

= sup 
0<у< + -

f • )։/։j I |Ф (х + iy)\։ dx I < + °°-

Следовательно, Е+ (ад) £ Н2 [5л ( + )]. Кроме того

И4; $(+)1НФи+-кМ. +-> = в/ № +” • <4Л>2
Аналогично, если предполагать, что / (<) е-А 1/1 ^.Е3(— °°. 0)« то для 
функции

будем иметь Г~ (х) [5,’ (—)] и

Г; 5; (-)I/ (0 в֊л ’"к (о. + -)■ (4.2)

Рассмотрим следующий оператор 
и

Г+ (г) = -^= 
' ' У2~

Г(Мг)=Г(։) =

Л֊(г)=---- -^=
/2֊

определенный на классе £э (е-2Л |ЯЛ).
Теорема 4.1. Если в Н2 [5,*]  рассматривать норму (1.4), то 

оператор № (/) является изометрией между пространствами 
£։(е“։*мЛ) и Н2[5л’].

2°. Обратный оператор определяется формулой

^~*(/ :)U) = 1-7=-f te (-о=, 4-0֊.), (4.4)
У2г J 

a.s;

где написанное равенство нужно понимать в том смысле, что

lim 2 -2 Л It) е dt = Q. (4.5)
J V2тсJ

Доказательство. Утверждение Г следует из (4.1) и (4.2). Те­
перь докажем утверждение 2°.

Из теоремы Винера-Пэли легко следует, что

/2 к
е ljcl F (х + ih) dx = О, (— со, 0), 

/(Ое-Ч #6 (0,+се),
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/_ Ге֊«*  Л (х - М) </х= | -/(#) е՜*' ’ °)’
!■ о , #£(0, 4-со),

где интегралы понимаются в смысле сходимости в среднем по метрике 2.». 
Отсюда получаем

_1 Г-/(ж1-/л)У7(х+։-Л)£/х=1 0 >*€(֊<»,  0).
1 / (0, *€  (0,+ со), 

— «о

—-А= ։Л)£/х=К(<)’ {՜ °°’ °)։
/2« 3 I 0 , (0, + «).

Складывая эти равенства, получим (4.4).
Интегрированием по частям легко получается
Лемма 13. Справедливы следующие равенства:

= (4 = 1, 2,--). (4.6)
у 2. к

(б) Приведем новое доказательство следующего утверждения, кото­
рое, как уже отмечалось во введении, было установлено М. М. Джрбашя- 
ном [22, 23] и в специальном случае, когда члены последовательности 

(>֊л)“ попарно различны (тогда з  = 1, к > 1), переходит в результат 
Н. Винера и Р. Пэли [24].

*

Теорема В. Для полноты системы {е~1),!‘ /։*-1}Гв простран­
стве 2,(е-2 К (4 сП) необходимо и достаточно, чтобы ряд (1.15) рас­
ходился. ,

Доказательство. Поскольку оператор К7 изометричный, то из 
леммы 13 следует, что для полноты системы [е~/Х*/ '|Г в простран­
стве 2.2(е՜2л 1« Л) необходима и достаточна полнота системы {г4(а))в 
7У2 [5л]. Остается сослаться на теорему 2.1.

Если ряд (1.15) сходится, то система [е-П*/<,А՜1}" не полна в 
22(е-2Л 14Л). При этом условии обозначим через 2,։[е~2А|4Л; л*}  за­
мыкание в метрике 2^(е~2А14Л) линейной оболочки системы 
|е-д*'  *' А-1]Г.

Так как оператор № изометричный, то из теоремы 2.2 получаем сле­
дующую теорему

Теорема 4.2. Пусть ряд (1.15) сходится. Тогда замыкание в мет­
рике /^(е՜2*14 сП) системы [е совпадает с множеством
функций /(0, представимых в виде

Ш=^~} (Г) (/)=֊!= Г
У2К и

где /г’^//2[Хл; 5л) произвольна, а интеграл понимается в смысле 
(4.5).
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(в) Из приведенных выше соображений и критерия минимальности 
системы {гк (г)}։“> легко следует также

Теорема 4.3. Для минимальности системы [е л }I не­
обходима и достаточна сходимость ряда (1.17).

При условии сходимости ряда (1.17) построим биортогональную 
ч: 7* 4՜1)“ систему функций.

Пусть 2*  (г) определяется из (2.8). Поскольку 2*  (г) £//2[■$>], то 
из теоремы Винера—Пэли легко следует, что

2*(г) = /Х4—1 е~,։1 у к (б) 61, (4.7)
и 

где ел,/| ф*  (/) £ А, (—со, -|- оо), причем

/ I л/ р ,(֊*>  е е"х 2*  (х ֊ /А) бх. *£  (֊°°, 0),
2к I

✓ ։ —Л/ (* ~ ,I__ О е 1 е" ' 2а (х + /Л) бх, 7 £ (0, + ос),
2к и

а интегралы понимаются в смысле сходимости в среднем по метрике £։. 
Из (4.7) вытекает, что

1 +-

()։/) = (_/р՜4* (О Л»
— *

но так как 2^-1,()./) =8*./,  то получим следующую теорему.
Теорема 4.4. Пусть ряд (1.17) сходится. Тогда системы 

|е и (<ра(/)|1° биортогональны в следующем смысле:
+ ~

(к, у = 1, 2,...).

Из изометричности оператора К7, леммы 13 и теоремы 3.2 вытекает 
следующая

Теорема 4.5. Справедливы следующие утверждения.
Г. Если р.*|'Г  ^(/5(5л), то система р.2е“л**1**՜ ’]" является 

базисом пространства £։(е-2А|,|й; >.*|,  изоморфным стандартно­
му базису пространства 1Р.

2°. Если (Ха|Г £ £75(5л), то система (е Р’4< ^4՜'}” ни при какой 
перестановке членов не является базисом замыкания в метри­
ке (е~2 л И Л) своей линейной -оболочки.

Отметим, что в случае, когда все члены последовательности 
{)֊*)Г  попарно различны (т. е. 51=1, А>1), критерий базисности 
системы (е был установлен в работе [27]. • 
Ереванский государственный 
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։npt[bl !t jl’pmnij pmfj m If mm fit/ fib m bp։f n цш g fob fiib^pfi l;$bl/։nf։t[ рийтЛд.

К. H. KAZARIAN ,V. M. MARTIROSIAN. Solation of the multiple interpolation 
problem in the etrip and decompoeitione by blorthogonal eyeteme of functlone 

(summary)

The problems of closure, minimality and basisness of some systems of rational 
<or exponential functions are investigated. The criteria of completeness, minimality 
and basisness of such systems in the corresponding metrics are found. An effective 
solution of the multiple interpolation problem in the class Hp in strip is given.
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