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Введение 
1

Пусть А и В—коммутативные банаховы алгебры с единицей. Го
ворят, что В является расширением алгебры А, если существует со
храняющий единицу банахов изоморфизм из Л в В. Один из примеров 
расширения—это известное расширение Аренса—Гофмана, которое 
строится следующим образом (см. [1]).

Для коммутативной банаховой алгебры А с единицей рассмот
рим А [х] — алгебру полиномов над А от неизвестного х. Пусть а(х)= 
= X" 4- аг хп -1 4՜ ’ • • 4՜ ~ некоторый унитарный полином от х с коэф
фициентами из А, и В=А[х]/ а (х) А |х]—фактор-алгебра, полу
ченная факторизацией алгебры А [х] по идеалу а (х) А [х]. С помощью 
положительного числа I, удовлетворяющего неравенству > {аЛ Г*՜ 14՜ 
••• 4֊ ЯаЛР можно таким образом задать норму на В (для каждого 

л-1 Л“1
класса 6-^ с/х' -1- я (х) А [х], = У Ос/ЦI1), что В станет ком-

I I

мутативной банаховой алгеброй. Естественное вложение А в В являет
ся изометрическим изоморфизмом и поэтому можно предположить, 
что А — замкнутая подалгебра банаховой алгебры В.

В § 1 данной статьи вводится понятие полиномиального расши
рения коммутативных банаховых алгебр (см. определение 1.2) и пока
зывается, что расширение Аренса—Гофмана является частным слу
чаем полиномиального расширения.

В § 2 вводится понятие „сильного полиномиального расширения“« 
Пример 2 показывает, что каждое сильное полиномиальное расшире
ние является также полиномиальным рас ширением, хотя обратное не
верно.

Следующий параграф посвящен полиномиально замкнутым и цело
замкнутым равномерным алгебрам. Здесь формулируется достаточное 
условие полиномиальной замкнутости равномерной алгебры; для плос
кого компакта К находятся условия, при которых классические ал
гебры Р (К) и R (К) являются полиномиально замкнутыми и целозамк
нутыми.

В § 4 дается понятие дифференцирования в- коммутативных ба
наховых алгебрах, обобщающее точечное дифференцирование, и уста
навливается связц между полиномиальными расширениями и дифферен
цирован ием.
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В заключение приводится несколько нерешенных задач, естест
венным образом возникающих из содержания настоящей работы*.

* Некоторые частные случаи результатов настоящее работы анонсированы 
в [2].

§ 1. Расширение Аренса—Гофмана

Основные свойства расширений Аренса—Гофмана описаны в [1]. 
Здесь укажем только те, которые нам понадобятся в дальнейшем:

а) Из построения алгебры В (см. введение) видно, что каждый 
элемент Ь£В однозначно представим в виде а։֊га2х-|-------1- а„ х"՜1,
ар а2. • • •, ап £ А. Иными словами, алгебра В является свободным 
Л-модулем с базисом е, х,---, х՞՜1, е — единица алгебры А. Поэтому 
норма на В эквивалентна покоординатной норме.

б) Если Zf—расширение Аренса—Гофмана алгебры А с помощью 
полинома а (ж) = хя 4֊ ак х՞՜1 ֊1----- 4֊ал, зная Ма— пространство мак
симальных идеалов алгебры Л, можно описать Мв—пространство 
максимальных идеалов алгебры В. Пусть — естественная проекция 
из Мв на Мд- Эта проекция в данном случае является сюръекцией и 
для любого т^Мл множество (т) состоит не более, чем изп
точек. Действительно, если т0 £ (^д)՜1 (т), то т0.{а (х)) = 0 в силу 
построения алгебры В, поэтому число тп0 (х) есть, одно из решений 
уравнения

у" 4֊ т (aj у՞-'1 4------- гт(ап) = 0. (1.1)

И обратно—для каждых двух решений у1։ уй (У1=/=у2) уравнения (1.1) 
найдутся единственные mlt ma £ (кд)՜1 (т) такие, что т1(х)=у1, 
m2(x)=y2. Таким образом, card (кд)՜1 (т) совпадает с числом реше
ний, без учета кратности, уравнения (1.1). Поэтому справедливо сле
дующее

Предложение 1.1. Пусть В—нетривиальное расширение 
Аренса—Гофмана алгебры А. Если Ма=Мв, то В имеет нетриви
альный. радикал.

Действительно, из условия Ма = Мв следует, что уравнение 
(1.1) имеет одно, без учета кратности, решение. Следовательно, для 
каждого т^Мл решение уравнения (1.1) равно числу—т А по- 

п
скольку Ма = Мв и т (х) является решением уравнения (1.1), 
т (х+ — )=0 для любого т£Мв. Отсюда х4՜ —х- принадлежит ра- 

\ п / ’ п
дикалу алгебры В.

Следствие. Пусть банахова алгебра В является расшире
нием Аренса—Гофмана банаховой алгебры А с помощью полинома 
а (х)=ха + х 4- а։. card (кд)՜1 (т)=1 на Ма тогда и только тог
да, когда а?—4а։ принадлежит радикалу алгебры А.
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Пусть А — коммутативная банахова алгебра. Обозначим через 
А [л-1*"  Х"1 алгебру полиномов от неизвестных хх-• • хп над А.

Определение 1.2. Пусть А и В—коммутативные бонаховы 
алгебры с единицей. Скажем, что В является полиномиальным 
расширением алгебры А, если найдутся такое число п и гомомор
физмы Фд /, ’Г, что диагралгма

коммутативна, где отображение Фд осуществляет банахов изо
морфизм между А и некоторой замкнутой подалгеброй алгебры В, 
имеющей с В общую единицу, Ф — гомоморфизм из А [хх- • • хЛ] на 
В, а 1—естественное вложение А в хл].

Следующий пример показывает, что не каждое полиномиальное 
расширение является расширением Аренса—Гофмана, хотя, как будет 
видно из дальнейшего, между этими расширениями есть связь.

Пример 1. Пусть £>—единичный круг, Х= X [0,1] и В —ал
гебра тех непрерывных функций на X, которые при фиксированном 

[0,1] принадлежат диск-алгебре, а А — {/£ В; /г (0, 0 = 0}- Очевид
но, Мд = Мвп В = А + гА — полиномиальное расширение алгебры А, 
но не расширение Аренса—Гофмана (см. предложение 1.1).

Теорема 1.3. Пусть банахова алгебра В — полиномиальное 
расширение алгебры А. Тогда существует такая башня банахо
вых алгебр

А = Л0С ... С ЛЛ,

что каждая алгебра Аг является расширением Аренса—Гофмана 
предыдущей алгебры Аг—г, 1<г ^^, и такой непрерывный гомомор
физм Ф из Ап на В, что Ф (а)= Фд (а) для всех а^А.

Доказательство. Пусть В — полиномиальное расширение 
алгебры А. Не теряя общности можно предположить: А с В и суще
ствуют такие 61։ •••, Ьп ֊ В, что В = А [6Х- • • 6,]. Пусть В* —прост
ранство полиномов от &։,•••, Ьп над А, степень которых не превос

ходит к. Тогда В = А [61(•••, 6Л]= и В*.  По теореме Бэра о кате

гориях найдется такое число Ло^-1, что В„ является множеством вто
рой категории в В. Обозначим через О пространство полиномов над 
А от неизвестных у^,՛ • •, уп, степень которых не превосходит Аг0* 
Очевидно, что О—есть банахово пространство в норме
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А+...+Л|х*,  +

и естественно определенный Л-линейный оператор Г из О в В не 
прерывен, и отображает £> на Вь, — пространство второй категории в 
В. Отсюда, по теореме об открытом отображении (см. [3], стр. 58), 
В/,, — В. Покажем теперь, что каждый элемент из В является целым 
над А. Для фиксированного и каждого элемента б из базиса 
свободного Л-модуля О можно подобрать такой элемент 5 (б) £ £), 
что Т (В(г/))= Ь Т (с/). Тем самым определено Л-линейное отображе
ние 5:О->О, удовлетворяющее условию ТВ—ЬТ. По теореме Кэ
ли—Гамильтона ([4], стр. 446) существует такой унитарный много
член я, что я(5) = 0, откуда легко следует, что я(6)=0. Тем самым 
доказано, что каждый элемент из В является целым над А. Пусть- 
я/ (х/)— такой унитарный полином над А от неизвестного х/, для ко
торого 6/ является корнем, Кг-^п. Полагая А0=А, через А[ обо
значим расширение Аренса—Гофмана алгебры Л/-1 с помощью поли
нома я< (х/), 1</-<п. В полученной башне банаховых алгебр

Л = АосА1с: ■ ■ - сЛя

каждая последующая алгебра является расширением Аренса—Гофмана 
предыдущей алгебры. Если теперь через 1ц обозначить степень по
линома Я/ (х1), то из построения алгебры Ля следует, что каждый, 
элемент из Ля представим единственным образом в виде

2 аЛ-/л х։’' ‘ * х’п > где Л <*<  — Ъ К*  ֊<«. а/։...у.л € Л.

Поэтому норма, заданная на А„, эквивалентна покоординатной норме. 
Следовательно, гомоморфизм Ф из Ля на В—Ф (2 а^...уп х{‘- • -х'") =

՝ • Ь1̂ — непрерывен и Ф(а)=а для всех а^А. Теорема 
доказана.

Следствие 1. Каждый элемент из В является целым над 
Фд И)-

Доказательство. Из построения алгебры Ля следует, что 
каждый элемент из Ля является целым над Л. Следовательно, каж
дый элемент из В— целый над Фд (Л).

Следствие 2. Пусть А и В — коммутативные банаховы 
алгебры. Если В—полиномиальное расширение алгебры А, то на В 
можно задать структуру конечномерного А-модуля.

Доказательство. Из доказательства теоремы следует, что- 
В является конечномерным Фд (Л)-модулем. Но алгебра Фа (Л) изо
морфна алгебре Л. Следовательно, на В можно задать структуру 
конечномерного Л-модуля.
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§ 2. Полиномиальные расширения

Если банахова алгебра А является замкнутой подалгеброй бана
ховой алгебры В, то из того, что В — полиномиальное расширение 
алгебры А еще не следует, что для некоторых ЬГ.^.В алгебра
В совпадает с А [61։—, 6Я].

Пример 2. Пусть О—единичный круг и% = РХ[0,1]. В — ал
гебра, состоящая из тех непрерывных функций на X, которые при 
фиксированном /£[0,1/4] принадлежат диск-алгебре, а А алгебра 
тех функций из С (.<¥), которые при фиксированном ( £ [0, 1/2] при
надлежат диск-алгебре. Очевидно, А с: В, и А и В изометрически 
изоморфны. Поэтому В является полиномиальным расширением ал
гебры А, но, как легко проверить, каковы бы ни были 61։•••, 6Я £ В, 
алгебра Д[6,,---,6Я] не совпадает с В.

Определение 2.1. Пусть А—замкнутая подалгебра бана
ховой алгебры В, имеющая с В общую единицу. Скажем, что В 
является сильным полиномиальным расширением алгебры А если 
существуют такие Ь1г-• •, ЬП^.В, что В совпадает с

6Я]—алгеброй полиномов над А от Ьп.
Таким образом, под „В—сильное полиномиальное расширение 

алгебры А" подразумеваем, что А — подалгебра алгебры В, а роль 
Фд (см. определение 1:2) играет естественное вложение.

Предположим, что А является подалгеброй конечной коразмер
ности в В. Тогда В, очевидно, —сильное полиномиальное расширение 
алгебры А. Хорошо известно как получаются алгебры конечной ко
размерности. Например, каждая подалгебра коразмерности 1 алгебры 
В совпадает либо с ядром некоторого точечного дифференцирования, 
т. е. ядром такого линейного функционала 8 на В, что для некоторо
го т£Л?в и любых а, Ь^В, 8 (а6)= т (а) 8 (6)4- т (6) 8 (а), либо по
лучается склеиванием двух точек пространства максимальных идеа
лов алгебры 3 (см. [5]). А поскольку каждая подалгебра конечной ко
размерности содержится в подалгебре коразмерности 1 алгебры В, 
то каждая такая алгебра либо содержится в ядре точечного диффе
ренцирования, либо в алгебре, полученной с помощью склеивания двух 
точек пространства Мв.

Аналогичный результат верен и для сильных полиномиальных 
расширений.

Теорема 2.2. Пусть В — нетривиальное сильное полиномиаль
ное расширение алгебры А. Тогда либо найдутся тх, т3 £ Мв, тх =/= 

т3, такие, что А с [Ь £ В; тх (6) = /п2(6)[, либо найдется нену
левое непрерывное точечное дифференцирование 8 на В, что

Ас (6 £ В; 8 (6)=0|.
Доказательству теоремы предпошлем две леммы, представляю

щие самостоятельный интерес.
Для каждого Ь£В через г (6) обозначим минимальную из сте- 

пеней унитарных полиномов над А от неизвестного х, для которых 
Ь^В является корнем.
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Лемма 2.3. Пусть А—замкнутая подалгебра банаховой ал
гебры В, имеющей с ней общую единицу. Предположим, что для 
некоторого Ь^В, А [6] замкнута в В. Тогда найдется такая зам
кнутая подалгебра О алгебры А [6],

ЛсДсЛ[6], что А [6]/£ = г (6) — 1.

Доказательство. Пусть

а (х) = х*  + а»-1 х*՜'  4՜ • ■ • 4՜ а° (2.1)

—один из унитарных полиномов над А степени к=г (6), для которо
го Ь ( В является корнем; А°—расширение Аренса—Гофмана алгебры 
А с помощью а (х), и Ф—отображение, фигурирующее в теореме 1.3 
(в теореме 1.3 надо заменить Ап на А° и В на А [6]). Из § 1 а) сле
дует, что каждый элемент из А° однозначно представим в виде 
*-։
У а/XI, аг С А. Из построения Ф (см. теорему 1.3) следует, что 

и
Кег Ф состоит из тех полиномов р (х) ( Д°, для которых р (6) =0. 
Для р (х) ( Кег Ф, р (х) = а? 4- аг х-|------- 1- а*-;  х4՜’, пусть Кр = {т £
(-Л/д; т(а*-1)  = 0). Множество Л Кр не пусто. Действительно, в 

рЕКег Ф

противном случае нашлись бы такие - , бп^ А и полиномы />!,••• 

•••»рлСКегФ, что У «У/<//21=1, Где а*21 — показатель полинома рг 
1

п
при х4՜1, 1-<г-<п. Поэтому у полинома р (х) = у б, рг (х) коэффи-

I
циент при х4՜1 равен единице, т. е. является унитарным полиномом 
степени к—1, и, кроме того, р (Ь)—0. А это противоречит минималь
ности числа к = г(Ь). Покажем теперь, что для каждого р (х)£КегФ, 
р (х) = а0 4- ^хН— -4-а*-1  х*՜ 1, справедливо равенство: т (а; )=0 для 
любого т ( П Кр, ОС։՜ -С к—1.

р£Кег ф

Пусть /0—такое число, О<^го<^к — 1, что для любого полинома 
*-1

р (х) = У аг х1 ( Кег Ф, т (аг )=0 для всех г г0 и т £ П Кр. Пока- 
и РЕКсгФ

жем, что т (а/„) = 0. Для этого, умножив полином р (х) на х и заме-

нив — х" на у а°х‘ (см. равенство (2.1)), получим новый полином 
и

*—1

У бгх1 из Кег Ф с коэффициентами ба =— ак-га0,бг+г =—а°+]<и_։-|- 
и

4֊а/, 0-^.г'^к — 2. Но, в силу допущения, п։(<4,+1) = 0 для всех 
П Кр; следовательно, т (а/։)=0. Таким образом, для каждого 

рЕК»г Ф
р (х) ( Кег Ф, р (х)= а0+ х 4֊ • • • 4֊ аг,- \ х4՜1, выполняется равен
ство т (аг )=0 для всех т ( П Кр, 0^ ։ -С к —1.

• РЕКег Ф
Пусть 1 — максимальный идеал алгебры А, соответствующий не

которому тп£ П £р. Из сказанного выше следует, что все коэффи- 
рЕКср Ф

циенты каждого полинома из Кег Ф содержатся в £>°= А 4 /х4- • • •
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• —р /х*՜ 1, и поскольку является замкнутой подалгеброй алгебры 
А0, то £)=Ф (£>°) замкнут в А [6]. Очевидно, Р= А 4՜ /6+ • • '.

Покажем теперь, что никакая линейная комбинация элементов 
■ Ь, Ь2,-՛՛, не принадлежит О. Действительно, пусть существуют 

Д’—1 _
такие комплексные числа ах,•••,«*_։,  что У, я/ Ь1 принадлежит и. 

1
Тогда У я։ Ь1 = 4՜ ах Ь 4֊ • • • 4֊ а*-|  6*՜ 1, где г>1. Сле-

1

довзтельно, а04՜ У (а/ — а/) Ь‘ =0, т. е. полином р[х) =— а0 4՜
1

1-1
+ 2 (а/—а/) х1 принадлежит Кег Ф.Поэтому т (а/ — а0)=Я, а так как 

1
т(а/)=0, то т (а/) =0. Отсюда в/=0, 1 —!• Таким образом,
сПт А [Ь]/О=к—1. Лемма доказана.

Лемма 2,4. Пусть банахова алгебра В является нетривиаль
ным сильным полиномиальным расширением банаховой алгебры А. 
Тогда существует замкнутая подалгебра конечной коразмерности 
в В, содержащая алгебру А.

Доказательство. Из определения 2.1 следует, что найдутся 
такие 61։ Ь2, • • •, Ь„ £ В, что А [61։ • • ■, 6Я] = В. Для каждого Ьг через 
А,, / 2, обозначим минимальную из степеней унитарных полиномов
от неизвестного х, над А [6Х, • • •, 6/֊։], для которых 6/ является кор՜ 
нем. Не теряя общности, можно считать, что к, ^-2. Пусть я, (х/), 
2< ։ п, —такой унитарный полином степени кг от неизвестного х/ 
над А [61։- • •, 6„_։], для которого Ьг является корнем, и я1 (хх) — про
извольный унитарный полином над А, для которого 6Х является кор
нем. Рассмотрим башню таких банаховых алгебр

А = Ао сА,с ... с Ап-1 с Ап, 

что каждая алгебра Аг является расширением Аренса—Гофмана ал
гебры Аг-г с помощью я/(х/). Так как каждый элемент из Ап одно
значно представим в виде 5 • •х„я , где ]г<^кг, и
норма на А„ эквивалентна покоординатной, то отображение Ф:

Ф (2 аА... х/>- • • х>пч ) = 2 а/,..,/„ Ь{՝-• • Ь{п

является непрерывным гомоморфизмом из Ап на В и (см. доказатель
ство леммы 2.3) существует такой максимальный идеал I алгебры 
Ап-г, что Кег ФсД1֊1 4՜ /хя-|- • • • -(-/хя*՜ 1 = Поскольку алгебра 

замкнута в Ая и Ф—непрерывное отображение из Ап на В, то
£> = Ф(£)°)—замкнутая подалгебра алгебры В, содержащая алгебру А. 
Так как сНт АП)1У>= к —1, то сИт В!П=к— 1.

Доказательство теоремы 2.2. Из леммы 2.4 следует, что 
существует подалгебра конечной коразмерности в В, содержащая ал
гебру А. Поэтому (см. рассуждения, предшествующие теореме 2.2) 
либо А содержится в ядре некоторого точечного дифференцирования, 
либо найдутся т2, т2£Мв, ш1=/=т2 такие, что А с[Ь£В; т2 (Ь)=т2 (6)). 
Теорема доказана.
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Пусть X— компактное пространство, А и В — равномерные ал
гебры на X, т. е. замкнутые подалгебры С(Х), содержащие констан
ты и разделяющие точки X.

Следствие 1. Пусть равномерная алгебра В является силь
ным полиномиальным расширением равномерной алгебры А. Если 
Мв~Х и каждая точка X—есть обобщенная точка пика для В, 
то В = А.

Доказательство. Поскольку каждая точка из X является 
точкой пика для В и Мв = X, на В нет нетривиального точечного 
дифференцирования. Поэтому, так как А разделяет точки X, получим 
В = А.

Следствие 2. Пусть равномерная алгебра В на X являет
ся полиномиальным расширением равномерной алгебры А. Если 
каждая точка X есть точка пика для В и Мв = X, то либо А и 
В изометрически изоморфны, либо, в противном случае, найдут
ся такие Хх, х3£Х, х։ =/= х», что Фа (-<4) содержится в В0 — {6£Е; 
6(х,) = 6(х։)}.

Доказательство. Если алгебра Фд (Д) разделяет точки А՜, 
то согласно следствию 1, Фд(А) = В и, следовательно, Фл осу
ществляет изоморфизм между А и В. А так как А и В — равномер
ные алгебры, Фд является изометрическим изоморфизмом. Если же 
Фд(Д) не разделяет точки X, то найдутся такие х1։ х3£Х, хг=/=х2, 
что Ф%(А)с:Ва = {ЬеВ; Ь =

§ 3. Полиномиально замкнутые и целозамкнутые 
равномерные алгебры

Пусть А—равномерная алгебра на компакте X. Будем говорить 
что А—полиномиально замкнутая алгебра, если у А нет нетривиаль
ных сильно полиномиальных расширений в категории равномерных ал
гебр на компакте X, т. е. каждая равномерная алгебра на X, являю
щаяся сильным полиномиальным расширением алгебры А, совпадает 
с А.

Теорема 3.1. Пусть А—такая равномерная алгебра на X, 
что Ма=Х. Если каждая‘точка из X является точкой пика для 
А, то А—полиномиально замкнутая алгебра.

Доказат ельство. Пусть В— некоторая равномерная алгебра 
на X, являющаяся сильным полиномиальным расширением алгебры А. 
Тогда, поскольку каждый элемент из В — целый над А и А с В, 
Мв — X (см. [7], стр. 130, [9]). Следовательно, из следствия 1 тео
ремы 2.2, В = А. Теорема доказана.

Пусть А — замкнутая подалгебра коммутативной банаховой ал
гебры В, содержащая единицу. Говорят, что В — целое расширение 
алгебры А, если каждый элемент из В является целым над А. Будем 
называть равномерную алгебру А на X целозамкнутой, если каждая 
равномерная на X алгебра В, являющаяся целым расширением алгеб
ры А, совпадает с А. Скажем, что А—сильно целозамкнутая алгеб- 
3-249
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ра, если каждый элемент из С (X), являющийся целым над А, при
надлежит А (ср. [8]).

Напомним, что для банаховых алгебр А и В, А с. В, через 
обозначили естественную проекцию из Мв в Мл-

Лемма 3.2.([11]). Пусть В — целое расширение алгебры А. 
Тогда яд (Мв) = Мд.

Для каждого замкнутого множества Гс.Х через Аг будем обоз- 
начать равномерное замыкание сужения А на Р-

Лемма 3.3. Пусть равномерная алгебра В—целое расширение 
равномерной, алгебры А, и |/г| — разбиение X на максимальные мно
жества антисимметрии относительно А. Тогда для каждого Л£|Л)> 
Вр—целое расширение алгебры Ар.

Доказательство очевидно.
Пусть К—компакт в комплексной плоскости, Р (К) равномер

ная алгебра на К, порожденная полиномами, а R (К)—рациональными 
функциями с полюсами вне К. Через дР(К) (соответственно дР (К)) 
будем обозначать границу Шилова алгебры Р(А) (соответственно 
R (К)).

Лемма 3.4. Пусть В — равномерная алгебра на К, содержа
щая Р (К). Предположим, что граница Шилова дВ алгебры В сов
падает с дР (К). Если прею (Мв) = Мр(К)> то В=Р(К).

Доказательство. Так как гельфандовское представление 
алгебры Р (К) на Мр(К) является относительно максимальной алгеб
рой, достаточно показать, что Мв = Мр(К) (см. [7], стр. 72). Пусть 
т» т3^Мв такие, что ър(к) (т^ = ~р(ю (т3). Если р.х и — пред
ставляющие меры соответственно тх и т2, носители которых содер
жатся в дВ, то мера р, —ортогональна к алгебре Дирихле Р (дВ). 
Следовательно, = р։. Лемма доказана.

Обозначим через (/•’[р разбиение К на максимальные множества 
антисимметрии относительно Р (К).

Теорема 3.5. 1) Алгебра Р (К) целозамкнута тогда и толь
ко тогда, когда ни одно из неодноточечных множеств / £{/■)₽ не 
имеет изолированных точек. Р (К) является сильно целозамкну
той тогда и только тогда, когда К — полиномиально выпуклый 
компакт.

2) Предположим, что каждая точка из дК.—топологической 
границы компакта К—является точкой пика для R (К). Тогда 
R (X) — полиномиально замкнутая алгебра.

Доказательство. 1) Пусть —изолированная точка для 
некоторого Л'£|/:]р. Тогда найдется Ь £ С (К), удовлетворяющее усло
вию Ь (г) = 1, 6=0 на А'\[д|. Так как г^дР (К), Р (К)—подалгебра 
коразмерности 1 в равномерной алгебре, порожденной функциями из 
Р (К) и Ь. Следовательно, Р (К) в этом случае не целозамкнутая 
алгебра.

Обратно, пусть ни одно из множеств Р£{Р}р не имеет изолиро
ванных точек. Покажем, что для любого целого расширения В рав
номерной алгебры Р (/=■), дВ совпадает с дР (/=) (см. леммы 3.2—3.4)» 
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Допустим противное. Пусть г0£Е\дР(Р) является точкой пика для 
алгебры В. Так как Е не имеет изолированных точек, найдется счет
ное множество пика Е для алгебры В и такая окрестность 1} точки 
г0, что для любого а^Р(Е) из условия а'Е^ц = 0 следует а|у=0 
(Еии *и).

Пусть В— функция, ликующая на множестве/:. Тогда 60=1—Ь 
обращается в нуль только на множестве Е. Так как В—целое расшире
ние алгебры Р(Е), существуют такие а1։ • - -, аЛ £ Р (Е), что 6о+а16о1+ 
+ •—Ная = О. А поскольку “л|Лп£/= 0, то, из построения множества Е, 
ап\и=0- Следовательно, (бЗ+а^о՜1-!------- НаЛ)|у=60(б2-14------- |-ал-1)|£/=
==Ю, а так как Е—счетное множество и Ене имеет изолированных точек, 

т/Ю.то (6О’֊Ч-------Ьал-1)|։/=0. Отсюда ал-1|УпЕ=0. Следовательно,
ап-^у—0. Продолжая этот процесс, получим, что 6о|у==0- Пришли к про
тиворечию. Таким образом, дВ—дР{Е). Применив теперь леммы 3.2—3.4։ 
получим, что Р (К) — целозамкнутая алгебра. Если теперь А'—полино
миально выпуклый компакт, Р (А) —относительно максимальна и по
этому является сильно целозамкнутой алгеброй (см. [7], стр. 72). Ес
ли же А не полиномиально выпукло и г։ (ях =^=.я։) — две точки из 
некоторой ограниченной компоненты дополнения к К, функция Ь (а)= 
= У (д--ях) (я — г։) принадлежит С (К) и является целой над Р (К). 
Очевидно, Ь \г)~ёР (К).

2). Пусть В—сильное полиномиальное расширение алгебры 
А—R (А); не теряя общности, можно предположить, что существует 
такое Ь^Б, что В = А [6]. Обозначим через г (6) минимальную из 
степеней унитарных полиномов над А от неизвестного х, для кото
рых Ь является корнем. Покажем, что Ь^А, т. е. г (6) =1. Обозна
чим через Ь линейное пространство полиномов от х над А, степень, 
которых не превосходит к = г(Ь)—1 и для которых Ь является кор 
нем. Поскольку Ма = К, то и Мв — К (см. [7], стр. 130). Следова

тельно (см. предложение 1.1) В не является расширением Аренса— 
Гофмана алгебры А, и поэтому пространство Ь не тривиально.

Для каждого р£Ъ, р (х)= а0-1- ах х + • • • + а*  х*,  пусть Кр = 
\гп^_Ма\ 7п(ал)=0). Как было показано при доказательстве леммы 
2.3, из нетривиальное™ пространства Ь следует, что П Кр не пусто 

и для каждого т0£ Г) Кр алгебра Б—А-\-1Ь-\- • • • 1Ьк, где I—максимальный 
р еь

идеал алгебры А, соответствующий точке /л0 £ М.\, является замкнутой 
подалгеброй конечной коразмерности в В. Поскольку Ма=Мв, каждая 
подалгебра конечной коразмерности содержится в ядре некоторого 
точечного дифференцирования. В частности, алгебра Б содержится в 
ядре точечного дифференцирования на В, соответствующей точке 
Л10^Л/д. А так как каждая точка из дК является точкой пика для 
А = R (К), то т0 £ ш! А (см. [6]). Пусть теперь полином не 
тривиален и равен о0+ахх + • • • +а*х*.  Тогда (см. доказательство 
леммы 2.3) то(а|) = О для всех г, и следовательно, если а/=/=0, то
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найдется такое целое число л,-, что ai — (z — *о)  ‘ > где т°
di^A, тп0 (</,)=£ О, 0</<Л. Пусть л = min (л0,-■ л*).  Тогда

' щ = ——-----  £ А, и Со + с! х4------- Ь с*х*  6 L-
(г—х0)я

Из построения cj следует, что найдется такое j, О С j -С л, что 
т0 (с/)¥=0. А это противоречит условию т0^ П Кр. Таки*։  образом, 

Л Кр пусто. Поэтому L тривиально. А это и означает, что г (6)=1, 
р&- 
т. е. 6^А. Теорема доказана.

Замечание. На каждом компактном множестве X, содержащем 
канторово множество, можно построить целозамкнутую равномерную 
алгебру, отличную от С (X), а вот сильно целозамкнутую нельзя. 
Например, если А — равномерная сильно целозамкнутая алгебра на 
окружнусти Т, то А — С(Т). Действительно, из сильной целозамкну
тости А следует, что каждый максимальный идеал алгебры А, ядро 
которого содержится в 7՞, является алгебраически замкнутым. Поэто
му А = С (Т) (см. [10]).

Лемма З.б. Пусть нормальная в смысле Шилова равномер
ная алгебра В является целым расширением равномерной алгебры 
А. Тогда для любого замкнутого множества Fc.X пространство 
максимальных идеалов Мдг алгебры Af совпадает с F.

Доказательство. Так как пространство максимальных идеа
лов алгебры BIf, полученной из сужения В на F, совпадает с F, в. 
5|я— целое расширение алгебры A\f, пространство максимальных 
идеалов алгебры Afp совпадает с F. Следовательно, = F. Лемма 
доказана.

Лемма 3.7. Пусть А и В удовлетворяют условиям леммы 
3.6, тогда А —нормальная алгебра.

Доказательство. Так как Мд=Х (см. лемму 3.6), достаточно 
показать, что А — регулярная алгебра. Пусть Е—замкнутое в X множест
во. Покажем, что для точки х0£Х\Е найдется а£А, что а (х0) = 1, о|е=0. 
Для этого рассмотрим систему таких открытых окрестностей (£Л )Г точки 
х0, что L/t+i^Ui и E=X\U1. Пусть —набор таких функций, 
что каждое bi равно нулю на Х\Пц и единице на Ujia.\. Рассмотрим 

д • Очевидно’ Ь£В, Ь\Е, = —- 1 , где Ei =Г'и+։ \
1 2 ||о/ — O/4-1II 2' Во/ — 0/ + J Р

\£7j(/+J). Так как Ь^В— целое над А, найдутся а?,-;-,ал^Л такие, 
что 6Я+ а? 6я՜14֊ • —)-cg=O. Рассмотрим полином Л (х, а) = ая 4՜ а"-1- 
•а։ (х)4-• • -4*0/1  (*)  с теми же коэффициентами а?, - • - ,а° над полем ком
плексных чисел. При каждом фиксированном х^Х полином Л (х, а) 
имеет ровно л корней. Поэтому найдется такое положительное число 
/, что а0= blelt — ----- ------  не является корнем полинома Л (х0, а).

z Кч — o,+i|
Поэтому а0 = Л(х, Оо)£А равен нулю на Ei, =*£/ 2/е+։\Una+2, а в точ
ке х0£,Х отлично от нуля. Так как множество E=X\Ei, не связано и 
M\f=F (см. лемму 3.6), по теореме Шилова об иденпотентах най
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дется такая последовательность {ая}“ с А, что

де «.1x4^.,,=». п» «л„.+։=;^у
Тогда последовательность {an-Oo) равномерно сходится на X к неко
торому а£А, и а (х0) = 1> а\Е = 0. Лемма доказана.

Следствие, (ср. [12]). Пусть В—нормальная равномерная 
алгебра, содержащая равномерную алгебру А. Предположим, что 
каждый элемент из В локально принадлежит алгебре А, тогда 
А = В.

Доказательство. Так как каждый элемент из В локально 
принадлежит алгебре А, для любого Ь £ В найдутся такие ах, - • •, ап£А,. 

п
что И (6—ai )=0, т. е. В является целым расширением алгебры А.

I
Следовательно, А — нормальная алгебра. Но каждая нормальная 
алгебра является локальной. Поэтому А = В.

Следующую лемму можно доказать точно так же, как предыду
щую, предварительно заметив, что нормальность является инвариан
том при изоморфизме.

Лемма 3.8. Пусть равномерная алгебра В является полино
миальным расширением равномерной алгебры А. Если В—нормаль
ная алгебра, А—также нормальна.

Равномерная алгебра А на компакте X называется максимальной, 
если любая замкнутая подалгебра В алгебры С {X), содержащая А, 
совпадает либо с А, либо с С (X).

Теорема 3.9. Максимальная алгебра целозамкнута.
Доказательство. Пусть А—максимальная алгебра. Тогда, 

как хорошо известно (см., например, [13]), А не может быть нормаль
ной алгеброй. Поэтому, если В является целым расширением алгебры 
А, то в силу леммы 3.7, B=f=C (X). Следовательно, В = А.

Теорема 3.10. Пусть С (X)—полиномиальное расширение 
равномерной алгебры А. Тогда А = С (Мл).

Доказательство. Не теряя общности можно предположить, 
что для некоторого Ь£С(Х) справедливо равенство Д0[6] = С(Л՜), 
где Л0 = Фд w (Л) (см. определение 1.2). Покажем, что для каждой 
точки х0 £ X найдется такая замкнутая окрестность Е, что ЬЕ £ А0'Е . 
Действительно, пусть г(6)=и. Тогда С (X) = Ао + ЬА0 4------- |-6л-М0.
Если /—максимальный идеал алгебры Ао, ядро которого содержит՛ 
фиксированную точку х0£Х, алгебра J— 1-J- Ь1 Н------- 1- Ып~х является
идеалом конечной коразмерности в С (X). Поэтому hull /—ядро идеа
ла J—конечен и, следовательно, х0= hull J. Пусть Ех — некоторая 
замкнутая окрестность точки х0, не содержащая остальные точки 
множества hull J. Тогда /|£> является максимальным идеалом алгебры 
С (Е). Поэтому сужение алгебры До+6/-|-՛ —hA՞՜1/ на Ех совпадает 
с С (Ех), следовательно, найдутся ах, аг, • • •, an-i^.l, ая_1£Д, что для 
точек из Е справедливо равенство
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6՞՜1 =а1 Ьн~} +• • •+ Сл-ъ (3.2)

Так как А—нормальная алгебра (см. лемму 3.8), существует такая 
замкнутая окрестность Е3 точки Хо, содержащаяся в Е1г и такой эле

мент а^А, что Фд(АЧа)1^ = • Таким образом, умножив обе ча-
1 — 01

■сти равенства (3.2) на Фд(А' (а), получим, что найдутся такие Ср--- 
•■•,Сп-зСА Сп--2^А0, что для точек из множества Е3 справедливо 

равенство

Ьп~1 = сг 6я-2+ • • • + ся-2.

Продолжая этот процесс, получим, что для точки х0 £ X найдется та
кая замкнутая окрестность Е, что Следовательно, ,Д0|е =
= С(£). Таким образом, для каждой точки х^Х существует такая 
•окрестность Е, что С*  (X). Поэтому А3=С (Мд,). А так как А 
изоморфна Ао, то А = С (Мд). Теорема доказана.

Пусть равномерная алгебра В является целым расширением рав
номерной алгебры А. Для каждого Ь(-В через Иц обозначим мно
жество точек из X, для каждой из, которых существует окрестность, 
на которой функция Ь^В аппроксимируется функциями из А. Из оп
ределения М, следует, что Иь—открытое множество. Покажем, что 
/ЧЬ = Х. Допустим противное. Пусть а (х) = х" + ах х"~Ч------1- а, та
кой унитарный полином от х над А, что а (6) = 0. Через (х) обо
значим формальную производную порядка к от а (х) по х. Если те
перь V—некоторое открытое множество в ХхПь> найдется такое к0,

—1, что (6)|и =0, а (6) -р. 0. Поэтому, по теоре
ме о неявной функции для банаховых алгебр (см. [7], стр. 119) для не
которой точки х £ X найдется такая окрестность (/, что Ь на V ап
проксимируется функциями из А. Отсюда Ua.Ni,. Полученное проти
воречие показывает, что Иь=Х.

Теорема 3.11. Пусть С (X)—целое расширение равномерной 
алгебры А. Предположим, что найдутся такие 61։ЬП^С (X), 
что равномерная алгебра, порожденная функциями из А и Ьх,- • • 
• • - , Ьп совпадает с С (X). Тогда А = С (X).

Доказательство. Не теряя общности, можно предполо
жить, что А антисимметрическая алгебра. Покажем, что X состоит 
из одной точки. Пусть Ьх, Ьл — элементы, фигурирующие в 
условии теоремы и Иь„ ••-, А»я—вышеопределенные множества. 

Из построения видно, что А=Л не пусто. Допустим, что X 

неодноточечно. Тогда, поскольку /V—открытое в X множество, а А — 
нормальная равномерная алгебра (см. лемму З.б), найдется такое от
крытое множество 1Г, и а ( Л, а 0, что а|хХ — 0.
Так как на А каждая функция 6/ локально аппроксимируется функ
циями из А, (см. [13]), 1-Си. Таким образом, Д|^=С( 1Г),
и поэтому существует последовательность (аЛ) а А, сходящаяся на 1Т 
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к а. Следовательно, последовательность [аЛ а) фундаментальна в Л и 
сходится к |a|։ = const. Пришли к противоречию. Теорема доказана.

§ 4. Дифференцирование в коммутативных 
банаховых алгебрах

Как уже отмечалось в § 2, если А — подалгебра коразмерности 1 ал
гебры В, то либо А совпадает с ядром некоторого точечного дифференци
рования, либо найдутся mv £ Мв, т^тг такие, что А = {6 £ В; 
b (mJ = Ь (тг)}. Близкий результат можно получить и для полино
миальных расширений А коразмерности 1.

Пусть В — коммутативная банахова алгебра с единицей.
Определение 4.1. Непрерывное нетривиальное линейное отобра

жение D из В в некоторую коммутативную банахову алгебру назовем диф
ференцированием на В, если существует такой непрерывный гомоморфизм 
Ф из В в С, что для любых а, Ь£ В

D (a6)=© (a) D (6) + © (6) D (ц).

Данное определение является обобщением точечного дифференциро
вания.

Дадим несколько примерев таких дифференцирований.
1) Пусть А—коммутативная банахова алгебра с единицей, и В — 

расширение Аренса-Гофмана алгебры А с помощью <х (х) = х2. Тогда 
В = А + Ах. Рассмотрим два оператора ф и D из В в А, ф (а։ + а2) = а1г 
D (а, + аг) = а2. Поскольку х2 = 0, х£ В, можно показать, что ф — гомо
морфизм, a D—дифференцирование:

D (a6) = <p (a) D (6)4֊ ? (6) D (а).
2) Пусть I— максимальный идеал алгебры А из примера 1). Тогда 

алгебра В„ = А + 1х будет замкнутой подалгеброй коразмерности 1 в В 
и сужение D на о — также есть дифференцирование.

3) Пусть С1 [0, 1]—банахова алгебра непрерывно дифференцируе
мых функций на отрезке [0, 1] с нормой: (]J[=sup |/|+ sup |/'|, С1 [0,1]. 
Тогда отображение D: С1 [0,1] — С [0,1], задаваемое D (/)=/', явля
ется дифференцированием на С1 [0,1].

Приведенные примеры интересны тем, что в примере 1) А является 
полиномиальным расширением ядра оператора D, в примере 2) В — поли
номиальное расширение ядра дифференцирования D тогда и только тогда, 
когда I — конечномерный Л-модуль. В третьем же примере А = Ker D 
состоит из констант, и С1 [0, 1] не является полиномиальным расширением 
А. Таким образом, существование дифференцирования D — еще не гаран
тия того, что В — полиномиальное расширение Ker D.

Под полиномиальным расширением в этом параграфе мы будем пони
мать самое простое полиномиальное расширение, т. е. полиномиальное рас
ширение вида В = Л + dA, где d является расширением некоторого уни
тарного полинома второго порядка с коэффициентами из Л.

Пусть В == А + dA. Обозначим через /=[а£Л; аВсА). Оче
видно, I—идеал в В. Пусть Ва — В/1, Ай=А/1.
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Лемма 4.2. 1) Во — полиномиальное расширение алгебры Ао. 
2) Найдется такое Ь0^В0, что 6о=ао€^о> В0=“А0 4- ЬйА0 и Л0П 
ПбдЛ={0|. 3) Если а^А0 такое, что а-Ь0=А9, то а = 0.

Доказательство. Что Во является полиномиальным расши
рением алгебры Ло—очевидно. Пусть б^В0 такое, что Ло4-</оЛо=Вд. 
Тогда 6? = + а3, а^.С Ао. Следовательно, ^</0 — а^ = — а? +

+ а։. Положим Ьо= б0 - — а1( а« = -֊- а? + а». Пусть теперь а £ ЛиП 
2 л

Л 60Л0. Так как а = Ь0-с, аВ0саА0+Ьо-с-АасА0, из построения ал
гебр Ао и Во следует а=0. Отметим, что утверждение 3) эквива
лентно 2). Лемма доказана.

Лемма 4.3. Пусть на коммутативной банаховой алгебре В с едини
цей есть нетривиальное дифференцирование I). Для того, чтобы В было 
полиномиальным расширением А = Кег Б необходимо и достаточно, что
бы существовало такое дифференцирование Б, из В в некоторую банахову 
алгебру С, что

1) А = Кег Бо,
2) Бо (В)=<р0(В), где <р0— гомоморфизм, соответствующий Бо, 
3) существует такое Ь0^В, что Бо (Ьо)= е, о0 (60)=С, е—еди
ница алгебры С.

Доказательство. Достаточность. Из условия 3) и определения 
дифференцирования следует, что для любого б^ В, Бо (Ь0б)=<р0 (։/). Так 
как ЦДВ)=Ч>0 (В) (условие 2), для б^В найдется В такое, что 
Б‘о (б) =ч>о (Ь) = Бо (Ло- 6). Отсюда Б (б— Ь0Ь) =0. Следовательно, каж
дый элемент б^В можно представить в виде б = а4-606, где а£.Д — 
= Кег Б, Ь^В. Применив теперь снова условие 3), получим ф (б) = 
= <р (а). Таким образом, для каждого б^В существует а^А такое 
что ф(</)=ф(а). Отсюда Во (В)= ф0 (Л). Следовательно, для каждо
го В найдатся а^А, что Бо (</)=®0 (а) =Б0 (60а). Поэтому Б (б— 
— 6оа)=О, а это и означает, что В=А-\-Ь0А.

Необходимость. Предположим, что В — полиномиальное расширение 
алгебры А. Так как 1 = {а £ А; а-В сз А} — идеал алгебры £, содержа
щийся в Л и фактор-алгебра Во = ВЦ является полиномиальным расши
рением алгебры Ло = АЦ, дифференцирование Б на Б порождает неко
торое новое дифференцирование на Во. Это дифференцирование строится 
следующим образом.

Пусть ф — соответствующий гомоморфизм, участвующий в разложе
нии Б. Тогда Б (а6)=<р (а) В (6), а£Л, Ь^В, и В (а6)-=0, если а£1. 
Следовательно, ф (/)— идеал банаховой алгебры, порожденной элемен
тами из ф (В) и В (В), которую обозначим через С. Пусть С0=С/У, 
где Ц = и канонический гомоморфизм из С на Со. Тогда лег
ко проверить, что ®1 = ’®г о ф — гомоморфизм, а В1=ЧГ о В—дифферен
цирование из Во в Со, и В1(а6)=<Р1(а)В1(6)-рф1 (6) В (а). Посколь
ку -Од = Л 0-|- 6дЛ0 и Ь^=а0 6Л0 (см. лемму 4.2), с одной стороны 
Вх(6’)=0, а с другой —В1(6’) = <р1(6о)-В1(6о). Поэтому Вх(6’) = 
=: ?1 (^о) Вх (60) =0. Таким образом, 6д £ Ло, но 6д=а0-60. Следова
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тельно, а0 =0 (см. лемму 4.2). Определим теперь дифференцирование 
на В. Для этого сперва определим дифференцирование Э2 на Во; 
Э2 (а։+ Ьйал) = а։, <ра (“1 + 60а։)) = а1. Поскольку 6? = 0, то В։—диффе
ренцирование и В2 (60) = е—единица алгебры Ао, <р2(6о)=0, В։(В0) = 
= Ф։ (Д>). Пусть ЧГ—канонический гомоморфизм из В на Во. Тогда 
Оо=В2 о Т— дифференцирование на В, и ։р0=<р2 о ЧГ — соответствующий 
ей гомоморфизм. Лемма доказана.

При доказательстве леммы 4.3 было показано, что если на В есть не
которое дифференцирование, ядро которого совпадает с А, то это диффе
ренцирование можно распространить на алгебру Во, и обратно — каждое 
дифференцирование на В„ с ядром Аа расширяется до некоторого диффе
ренцирования на В, ядро которого есть А. Более того, хотя В, вообще го
воря, не является расширением Аренса-Гофмана алгебры А, В„— расши
рение Аренса-Гофмана. Поэтому для простоты изложения, если не огово
рено противное, в дальнейшем в этом параграфе, мы будем предполагать  ̂
что В — расширение Аренса-Гофмана алгебры А с помощью некоторого 
унитарного полинома а (х) »= х2—а0. Таким образом

В = А + хА , хг = а0. (4.2)

Лемма 4.4. (см. [1]). Пусть — естественная проекция из. 
Мв в Мд. Тогда

1) «2 (Мв) = Мд.
2) для всякого т (; Мд, (~д)-1 (я։) состоит из двух точек тогда 

и только тогда, когда т (а0) т= 0> где а$ удовлетворяет равенству 
(4.2) хг=а0. В противном случае (^д)՜1 (т)—т.

Лемма 4.5. Предположим, что А — полупростая алгебра. Тог
да следующие условия эквивалентны’

1) Мд=Мв;
2) существует дифференцирование на В с ядром А.
Доказательство. Так как В=А + хА и х2=а0, то из- 

Мд = Мв и леммы 4.4 следует т (а^) =0 для всех т£ Мд. А посколь
ку А полупростая, ао=О. Тогде В (а1+ах2)=а2 есть дифференцирова
ние. Обратное следует из леммы 4.2.

Элемент а £ А называется делителем нуля, если существует та
кой 6 С А, 6 У= 0, что аЬ =0.

Лемма 4.6. Предположим, что а0 из (4.2) не является дели
телем нуля в полупростой, алгебре А. Тогда существуют два не
прерывных гомоморфизма Фх и Фл из В в некоторую пплупростую. 
алгебру С такие, что А=|д£В; Ф։ ('&)= Ф2 (6)}.

Доказательство. Поскольку А—полупростая алгебра,- 
х2 = а0 и а0 не является делителем нуля в А, то В—полупростая ал
гебра. Действительно, пусть Ь = а1-[- хаа— обобщенный нильпотент
ный элемент в В. Так как т (6)=0 для всех т£Мв, то воспользо
вавшись леммой 4.4, можно показать, что пг (0^=0 для всех т^Мд, 
а поскольку А—полупростая, а^О. Умножив теперь Ь на х, получим 
6х=ао аа6-Д. Из нильпотентности Ь и полупростоты алгебры А еле- 
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дует, что aQ-a2=0. А так как а0 не является делителем нуля в А, то 
а2=0. Таким образом, 6=0. Следовательно, В—полупростая алгебра.

Пусть С—алгебра всех ограниченных, не обязательно непрерыв
ных, функций на Мд. Построим два гомоморфизма из Й в С: Ф։ и Ф2. 
Напомним, что для каждого т Мд, card (~д) '*  (п>) <2*  Поэтому, ес- 
ли (яд)՜’ (m) = m, положим Фх (b)(m) = Фз (о)(т)= Ь (т), если же 
(кд)՜’ (т)=(тх, т3), то положим Фх (6)(/п)=6 (тпх), Фз (b)(m) = Ь (т3), 
■Очевидно, Фх и Ф:—два гомоморфизма из В в С несли а£А, Фх(а)= 
= Ф։(а). Пусть теперь Ъ^В такое, что Ф1(6)=Фз(6). Тогда, если 
6 = а-|+ха5, то т{Ь)=т(а1) для всех т(,Мв֊ А так как В полу
простая алгебра, 6 = ах. Лемма доказана.

Замечание. Отметим, что, вообще говоря, гомоморфизмы Ф։ и 
Ф։ определяются неоднозначно. Наряду с теми гомоморфизмами, которые 
были построены здесь, могут существовать и другие гомоморфизмы из В 
в другую алгебру, отличную от С, при которых лемма 4.6 остается спра
ведливой.

Лемма 4.7. Предположим, что а„ #= 0 является делителем нуля в 
полупростой алгебре А. Тогда существуют два гомоморфизма Ф, и Фг из 
В в некоторую алгебру С и дифференцирование D из Во = {b^Bj 
Ф1(6) = Фя(6)| в А, такие, что Ker D = А.

Доказательство. Пусть С — алгебра, построенная в лемме 4.6 
и Ф, я Ф, — соответствующие гомоморфизмы. Поскольку А — полупро
стая алгебра, для каждого ЬО.В0=\Ь^В-, Фх (6)=ф։ (6)1, 6= o^ + xaj, 
справедливо равенство т (ха2)=0 для .всех т(^Мв. Следовательно, 
Jt։'a։=ao-a։==O. Поэтому а3 £ J՜-- (а£ А; ао։а=О). Отсюда Во= A-j-xJ. 
Определим на Во два оператора — D и <р: D (ах + ха3 )=а2, <р (ах+ 
+ ха։) = а1. Можно проверить, что D (6г- А2) = «р (6Х) D (62)+<р (62) D(6X), 

■bv 68 С Лемма доказана.
Из лемм 4.2—4.7 непосредственно следует
Теорема 4.8. Пусть алгебра В является нетривиальным полино

миальным (не обязательно Аренса-Гофмана) расширением алгебры А, и 
Г= \а^А; аВсА]. Предположим, что А0=А/1 — полупростая ал
гебра. Тогда справедливо одно из следующих утверждений-.

1) существует дифференцирование из В на А՞, ядро которого совпа
дает с А;

2) существуют два таких гомоморфизма Фх и Ф2, Фх^Ф., из 
В в С—алгебру ограниченных функций на Мд„, что А={а(^В-, 
ФХ(Ъ) = Ф3(Ъ)}-,

3) существуют два гомоморфизлга Фх и Ф։, Фх=£Ф2, из В в 
алгебру Си нетривиальное дифференцирование D из Во — 16 £ В; 
Фх (А) = Фз(6) в Ао такое, что Кег В = Л.

Заметим, что утверждение о подалгебрах коразмерности 1 (см. нача
ло данного параграфа) является следствием вышеизложенной теоремы. 
Действительно, пусть А — подалгебра коразмерности 1 в В, имеющая с 
В общую единицу и I — {а 6 А; аВ с: В} — максимальный идеал алгебры 
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А и, следовательно, А и В удовлетворяют условию теоремы 4.8. Поэтому 
для этих алгебр справедливо одно из трех утверждений этой теоремы.

Сразу отметим, что третье утверждение теоремы в данном случае не 
имеет места, так как, если бы оно выполнялось, то из включения 
Ac2BoczB (см. теорему 4.8) следовало бы, что dim Д/Л^-2. Поэто
му либо А совпадает с ядром некоторого дифференцирования D из В 
на Ао, а так как Ао изоморфна полю комплексных чисел, D—точечное 
дифференцирование, либо существуют два таких гомоморфизма Ф։ и. 
Ф։ из В в алгебру С(Л1а, )—ограниченных функций на Ма, что А — 
=\Ь^В-, Ф1 (А)=Ф2 (6)|. Поскольку Ма, одноточечно, С (Ма,)=С — 
полю комплексных чисел и, следовательно, Ф, и Ф,— мультипликатив
ные функционалы на В.

Отметим, что следствие теоремы 4.8 является также следствием ос
новного результата работы [14].

В заключение приведем несколько нерешенных задач.
1. Пусть К — плоский компакт. В §3 было показано, что если каждая 

точка из дК есть точка пика для R (К), то R (К) — полиномиально зам
кнутая алгебра. Доказать, что R (К) — всегда полиномиально замкнутая 
алгебра.

2. Пусть каждый элемент из С (X) является целым над равномерной, 
алгеброй А на компакте X. Верно ли, что А = С (X))

3. Как хорошо известно, если А — такая равномерная алгебра на X, 
что М А = X и каждая точка из X является точкой пика для А, любое то
чечное дифференцирование на А тривиально. Поэтому каждое дифферен
цирование из такой алгебры А в полупростую банахову алгебру С три
виально. Можно также показать, воспользовавшись тем, что С (X) — 
единственная аменабельная равномерная алгебра на X (см. [5], стр. 245г 
[16]), что каждое дифференцирование из С (X) в любую (необязатель
но полупростую) банахову алгебру тривиально. Из вышесказанного есте
ственно возникает вопрос: найти необходимое и достаточное условие, при 
котором каждое дифференцирование на равномерной алгебре тривиально.
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Ս. Ա. ԳՐՒԳՈՐՅԱՆ. Տեղափոխեփ рш նախ յան հանրահաշիվների բազմանղամային լայնացումները. 
( ամփոփում)

Հոդվածում ներմ ոձծվում է բազմանդամային լայնացման գաղափարը, որի մասնավոր դեպքն 
է հան ղի ասն ում Արենս-Հոֆմ անի լայնացումը։ Հայտնաբերվում է բազմանդամային լայնացում
ների և կետային դիֆերենցումները ընդհանրացնող դիֆերենցումների միջև եղած կապը։ Զ.ևակեր- 
արվում են մի քանի աո լծված խնդիրներ։

Տ. A. GRIGORIAN. Polynomial expansions of commutative 
Banach algebras (summary)

In the paper the notion of polynomial expansion is introduced of which the- 
Avense—Hoffman expansion is a particular case. A connection between polynomial 
expansions and a certain generalization of the point differentation is established**  
Some unsolved problems are formulated.
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