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§1. Введение

H. Н. Лузин (см. [1], стр. 190) сформулировал следующую задачу
Пусть F(x)—произвольная измеримая функция на [0,2тт] (со зна

чениями Ч-оо или —то на множествах положительной меры). Суще
ствует ли тригонометрический ряд

+ V ап cos пх 4֊ fin sin пх, (1.1)
2 n>J

который сходится или суммируется тем или иным методом к функции 
F(x) почти всюду на [0, 2к]?

Первые результаты, связанные с этой задачей, получены им же 
в работе ([2], стр. 236). Фундаментальный результат в этом направ
лении был получен Д. Е. Меньшовым (см. [3]). Им была установлена

Теорема А (Д. Е. Меньшов). Для любой почти везде конеч
ной на [0, 2к] измеримой функции F (х) существует тригоно
метрический ряд (1.1), который сходится к ней почти всюду на 
[0, 2к].

В настоящее время остается открытым вопрос о возможности 
представления, обращающихся в 4֊ то или — то на множествах поло
жительной меры, измеримых функций почти всюду сходящимися триго
нометрическими рядами.

В связи с этой проблемой Д. Е. Меньшовым был рассмотрен 
вопрос о представлении произвольных измеримых функций сходящи
мися по мере тригонометрическими рядами, и показал, что в этой по
становке проблема имеет положительное решение (см. [4J).

Далее в работе [5], А. А. Талалян распространил эту теорему 
Д. Е. Меньшова на любые полные ортонормированные системы (и на 
любые базисы пространства L', v >1). А именно

Теорема Б (А. А. Талалян). Пусть (х))я>1 — базис, про
странства L1 (G), G = [0,1], V > 1. Тогда для любой измеримой на 
G функции F (х) (/• (х) может принимать значения 4-то или —=о 
н а множествах положительной меры) существует ряд

У dn ?я (х), d„ -*0 при п-* 4- то, (1.2)л>1
который сходится к F (х) по мере.
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После работы [5] А. А. Талаляна возник вопрос о возможности 
представления измеримых функций почти всюду сходящимися рядами 
по полным системам. В нашей совместной с А. А. Талаляном работе 
[6] и в работе [7] Gundy показано, что ряд по системе Хаара (или 
по системе Уолша) не может сходиться к + °° на множестве положи
тельной меры. Следовательно, в теореме Б сходимость по мере нель
зя заменить сходимостью почти всюду.

Многие работы посвящены вопросу представления измеримых 
функций почти всюду сходящимися рядами. В них доказываются либо 
усиление, либо аналоги теоремы Д. Е. Меньшова: для конкретных 
систем (например, для систем Хаара и Уолша), для базисов C'(G) и 
так далее.

В 1976 году в работах [8], [9] Б. С. Кашин построил пример 
полной ортонормированной системы (®п(х)|я>1 с тем свойством, что 
расходимость ряда У |с/л|2 влечет расходимость ряда (1.2) на множе- 

л>1 
стве положительной меры. Построенный пример показывает, что в 
теореме Б сходимость по мере нельзя заменить сходимостью почти 
всюду, даже в том случае, когда Г(х) почти всюду конечная функция.

Напомним обозначения. Если *^>0, то (С) означает класс из-

меримых на G функций / (х), для которых и L°(G)—

класс измеримых почти всюду конечных функций на С. Норма в

L‘ (G), v>l определяется формулой
1.»

. Обозначим
о

РЛ’(О)= ПРИ 0О<1 и |Д<(0,= (* |/(х)||1+|/(х)||֊’</х.

о а
Пусть, далее, ф (0 —положительная возрастающая функция на 

[0, + оо). Наряду с пространствами £’ (С), ՝*>0 мы будем рассмат
ривать более общие классы (С) функций, для которых ч> (՛/ (х)|) £ 
Л1 (С). Положим

РЛ’(о) = У Т (I/ (*)1) ^х. 

о 
Обозначим 

+ - >
(0 = / уи՜2 ф (и) =у ч> (и՜1 /) <1и, I 0. (1 3)՛

։ о

Очевидно ф* (<) либо обращается в -}-оо всюду на (0, 4֊ со), либо ®*(0— 
положительная возрастающая функция на (0, 4-оэ). Если потребуем 
выполнения условий

+«
Пт <р ({) = 0, \ £՜2 <р (2) Л+ ос,
/-о ,)

1

то ®* (/) будет непрерывной положительной возрастающей функцией и.
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Нт Ф*՜ (0=0. (1-4)
I -о

Легко проверяется также, что если ф (0 обладает свойством ф (/։ -|- 

+ *։)<? (0)+? (О» О» ^€[°> + да)» т0 этим свойством обладает и (/).
Пусть Ф=|?4 (х)|п>1—некоторая система функций из £° (в), а 

£2 (л) = <4. <?п (х)п > I
— конечный или бесконечный ряд по этой системе. Обозначим

2’։, (х) = аир | V с1„ <р„ (х)|, 
/>։ л 1

12Ь(0). ф =Д“РЙ ?л5л'г ։<” ’ ,5)

Определение 1.1. Пусть Ф=1ф/>(х))„ ։ — базис простран
ства А’ (С), у>1- Ф называется базисом типа < у, у^> (или же Ф£ 
€< *,?», если 5ф (/, х) £ £' (С) для любого/՜ (х) ££’ (С), где 5(/, х) = 
= 5 Си (/) фл(х) — разложение / (х) по базису Ф. 

л >1
Известно, что если Ф £ <• ՝*» О’» то существует постоянная М-. ^>0 

такая, что
(/)Ид։' (О) * ЙЛ/.* (О)֊ (1-6)

Свойством <^у, обладают многие классические системы, как 
например тригонометрическая система, системы Хаара и Уолша и 
другие.

Пример, построенный Б. С. Кашином, не является < 2, 2 > си
стемой. Следовательно естественно рассмотреть вопрос: верна ли тео 
рема А для систем типа *\2, 2 >? (На этот вопрос обратил внима
ние Б. С. Кашин на Всесоюзной конференции по метрической теории 
функций, прошедшей в Агверане (Ереван, 1975 г.).

В настоящей статье доказываются теоремы, которые дают по
ложительный ответ на поставленный вопрос. Прежде чем сформули
ровать результаты, сделаем несколько замечаний.

Замечание 1.1. Если положительная возрастающая на [0, + оо) 
функция ф (/) обладает свойствами

•(֊ во
1) 11т <р(/) = 0, 2) I ^“2 ф (0 + о°,

г-о
1

3) ф(А + О)<ф(0)-Ьф(М, 0» *։€[0, + со), 

то ф* (/) непрерывная, положительная, возрастающая функция на 
[0, Ч֊аэ) и

Г՛. Нт (/)=0, 2°. <р* (0 + ф* (А) + (0)

для всех 0» О 6 [0, + оо).
Замечание 1.2. Если ф (/)==< (1 + 0՜’, то ф* (О = Нп (1+ 

4՜ И՜’) (при t = Q ф* (0 полагаем равной нулю).
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Замечания 1.3. Если ф (#) = (р, 0 < р < 1, то ф* (У) = Ир (р 
(Ыр — постоянная, большая нуля). Следовательно, (С) = (С) =
= 2/(6). Справедлива

Теорема 1.1. Пусть Ф = (фя (х))„>1—базис типа О, <>, у>2, 
а функция ф (У) обладает свойствами 1)—3) замечания 1.1. Тогда 
существует ряд (1.2) такой, что для любой функции Т(х)^*(0) 
существует частичный ряд

йг (х) = 5 >я бп фя (х) (1.7)՛
л>1

(>.я—принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет условиям
1) 2/?(х) = /7(х) почти всюду на С,
2) (х) по метрике 1? (С) сходится к функции Г (х) и

(о;, ф 1? 1И!де* (О) »

3) Л( “Л-)ф Идт (О) (ф. и Г. — постоянные, большие нуля)’
Из теоремы 1.1 и замечаний 1.2 и 1.3 следуют
Теорема 1.2. Пусть Ф = [фя(х)}я 1—базис типа

* > 2. Тогда существует ряд (1.2) такой, что для любой функции 
^(х)^2.°(С) существует частичный ряд (1.7), который удовлет
воряет условиям

1) 2/г(х)=/7(х) почти всюду на С,

2) И(2р)ф140(О) <го 1^ (*)1 1п (1 + 1^ (л)։՜1) ^х (Го — постоянная, 
о

большая нуля).
Теорема 1.3. Пусть Ф = (фя (х)}։1>։ — базис типа <^4, у^>, 

ч^>2, 0<^р <1. Тогда существует ряд (1.2) такой, что для любой 
функции /г(х)£2.р (СТ) существует частичный ряд (1.7), который 
удовлетворяет условиям

1) 2л.(х)=/г(х) почти всюду на С,

2) К2/--)фИгР(О) 1^ЧсР(О) (^р —постоянная, большая нуля).
Метод доказательства теорем позволяет обеспечить сходимость 

ряда У, |</я|2+* одновременно для всех положительных е, но за этим п> 1
мы следить не будем.

В доказательствах теорем 1.1—1.3 широко используется метод, 
разработанный в нашей работе [10], где важную роль играют маргин
альные свойства системы Хаара (см. [7] и [11]).

Теорема 1 (без условий 2) и 3)) анонсирована в нашей рабо՜ 
те [12].

§ 2. Обозначения и вспомогательные леммы

Пусть ф (/)—возрастающая положительная функция на [0, + со) 
с условием
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< 2 <р (/) Л Ч- ОС. (2.1)

Мы будем предполагать, что <р (/)—непрерывна (это требование не 
обязательно, оно добавляется лишь для облегчения рассуждений). Бу
дем считать также ®(-|-оо) = 4- оз.

В дальнейшем нам понадобится следующая
Лемма 2.1. Пусть |/я (х))я>1—последовательность положи

тельных функций на О с условием

/я (х) <1х -С М<^ + п > 1-
а

Тогда можно указать подпоследовательность \/ьп (х)}я>։ такую, 
что

I ?(эир л՜’/*, (х)) ^Х<С + °°- 
J л >։о

Доказательство. Не ограничивая общности мы можем пред
положить, что функция ф (1) неограничена. Через /я (х), п >1 обозна
чим равноизмеримую с /я (х), невозрастающую функцию. Очевидно

(Х (х) б/х — (х) </х. (2.2)

о о

Из последовательности [/я (х)]я>1 можно выделить почти всюду 
сходящуюся подпоследовательность [/;„ (х)}я>1. Обозначим ) (х) =

= Вт /я (х), она будет невозрастающей функцией на С и я-»+-
У /(х)</х <Л/.

О
Докажем, что

Вт Г|? (т//я (х))— <р (т/ (х))| </х =0 (2.3)
П •♦+ оо I

при любом т, 0<Ст-<1.
Пусть хоеС, имеем

р? (т Ъп (*))— Ф («/ (х))1 dx < ( <р (т//я (х) их-^г 

о о
х» ։

+ У? (т/(х))«/х-|- ||ф(т7?я (х))— <р (т/(х))| </х=/х + /2 + /։. 

и х.

Из (2.2) следует //я (х) х~}, 0<^х<^1, следовательно
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/։ < I ф (Мх՜1) дх= М у I՜ - ф (/) (М. 

о .их.՜1
Правая часть неравенства не зависит от п. Следовательно, /г стре
мится к нулю (равномерно относительно п) при х0 ֊*■ 0. Точно также 
убедимся, что /2 —>0 при х0 —» 0.

При фиксированном х0 последовательность {т /]п (х))— ® (/п/Х 
Х(х))|, х0-<х-<1 ограничена и почти всюду сходится к нулю. Сле
довательно к нулю стремится }3. Соотношение (2.3) доказано.

Из последовательности {//Л (х))п- ։ выделим подпоследователь

ность {/*„ (х)}я>1 такую, что

Е С |ф (Л—։/*„ (х))—ф (п֊1 / (х))| </х<1. (2.4)
я^։.) 

о
Имеем

<Р (зир п՜1 /кп (х)) <1 4֊ ф (0)4֊зир [<Р (л-1/*я (*)) ~ 
л>1 л>1

-I- ? (0)р < 1+ ф (0) 4- У [ф (л֊> Л„ (х))-1֊? (0)1 - 
л>1

(здесь а՜1՜ означает а, если а>0 и 0, если а<^0). Следовательно, 
в силу (2.4) имеет место

[ ф (вир л՜1 /кп (х)) </х < 1 + ф (0)4- 
и с

+ 2 (’^(п-'Ал (х))-1֊ф(0)]+</х = 
л 1 յ 

и 
%

= 1-1-? (0)4-3 |[ф(п-17‘,(х))֊1֊ф(0)]ЧхС (2.5)

6
<2 4- ф(0) 4՜ £ Г [ф (П՜1 { (х))— 1 — ® (0)]х </х= 

п 1.1О

=24֊ ф (0) 4- 2 | [ф (л֊1 / (х))-1- ? (0)] dx. 
л>1 и

О

Обозначим Гп (х) = ф (л՜1 / (х))—1—ф (0). Определим обратную к 
(х) функцию (у). С этой целью сначала определим обратные 

(к /(х) и ф (/)) функции /-1 (у), у>-0 и ф-1 (у), у> ф(0).
Положим еу = {х :/(х) =у}, у>0 (будем считать, что / (0—) = 

= 4֊ со). Если еу содержит одну точку, то полагаем /~г (у)~ х. 
Если еу содержит более одной точки (количество таких у может 
быть лишь счетным), то в качестве /~1 (у) берем любое х из еу. 'Ес՜ 
5—27
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ли еу— пустое множество, то существует х£ Стакан, что у 6 [/(*—), 
/(х+)] (будем считать, что /(14֊)=0). В таких точках у полагаем 
у— I (^) = х. Известно, что/՜1 (у) не возрастает и

У՜1 (у) ^У = У У (*) (2.6)

о' о
«р՜1 (у) в промежутке [<р (0), -I- со) определяется обычным образом. 
Положим

№ (.у) ~/՜' (п Т՜1 (1+ Ф (0) + у), у > 0.

Тогда имеет место

л" +л
С [<р(п֊1/(-г))֊;1֊?(0)]«/х= (/7։(у)^ =

о о
4-оо 4-ш

= У У՜1 (п <р-։ (1+Т (0)4- у) Уу= | /֊։ (п<р-։ (у)) Уч.
<> 1+\(0)

Обозначим
4՜

(*)= У У՜1 (х <Г։ (у)) (1у, х >1.

1 + 9(0)

Очевидно функция Р (х) не возрастает. Следовательно, в силу (2.5) 
сходимость ряда

2 [® (и՜1 У*„ (х) —1— ? (0)]+ Ух
л >1 иа

равносильна сходимости интеграла
+- +-

~ У У У՜1 (^Т՜1 (у)) 4у.

I 1+9 (0)

Подставляя 1 = <р-1 (у), получим
+- +~ +-

7=У Ух у У՜1 (ж/) У^ (0 = у </?(7)Х

1 Т՜1 (1+9 (0)) 9֊1 (1+Т (0))

+- +- +~
ХрУ-1(хО«/х= у <!<( (<)у /-։ (и) Г՝Уи = 

1 9՜’ (1+9 (#)) ‘
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< j У՜1 (“) du [и՜1 ? («)+

•-’<։+? (о)) 

« +*
+ j t՜2 Ф (0 л] < j (и) и՜1 <р (и) du+ 

?-։(։+? (oj) ?~։ О+т(Р))
+ - 4-

+ J f՜'(и) du J f-’f (f) dt.

?-’(!+? (0)) е՜1 (1+? (0))

Для завершения доказательства леммы 2.1 достаточно убедиться, 
что первый интеграл в правой части полученного неравенства коне
чен. Из (2.6) вытекает

+ -
пУ-1(и)<У У՜1 (и) </и < <-J-oo, и>0. 

о
Следовательно

+~
j У-1 (и) и՜1 ф (u) du^.M f и՜2 <р (и) du<Z + оо.

?-’(!+? (<»)

Лемма 2.1 доказана.
Заметим, что в случае ф (f) = t (1+ f)՜1 лемма 2.1 следует также 

из оценок, полученных в работе [13] (см. [13], стр. 222).
Из доказательства Леммы 2.1 следует
Лемма 2.2. Пусть {fn (х)}п>1 — последовательность равноиз- 

меримых, интегрируемых положительных функций, а ф (/), 
удовлетвор яет условию (2.1). Тогда

ф (sup л՜1 fn (х)) dx < + оо.
J л>1 о

Пусть Ф = {?л (х)|л. 1 — базис пространства L'(G), v^>l типа
/>, U = [и„ (х))л>1 — сопряженная к Ф система из L"' (G), |/|՜1 + 

4-v-։ = l. Если y(x)£L’(G) и 2/(х)= у crt (У) фл (х)—разложение 
л>1

функции по системе Ф, то коэффициенты сл (У), л ^>1 определяются 
формулой

Сл (У)= Jy (х) Un (х) dx. (2.7)

Построим ортогональную и нормированную по равномерной мет
рике систему ЧГ = {'pt (x))t. i. Пусть — убывающая последова
тельность положительных чисел У, о*<' ֊Ь оо. Положим /1 = 1, 

'*'1 (х) — rJi (х) (ГАХ)> 7^-1— функции Радемахера) и s0=0> Сущест
вует натуральное число такое, что
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|'?1— 2 Сп (Ф1) ?л|е(0, <ппп {н (д1)> ’1/

(где Ах = С).
Остальные функции мы будем строить по пачкам ф* (х), п,<к 

-Сп/+ь у >1 (считаем, что в первой пачке одна функция ф։ (х), счи
таем также О = ло<^л։=1). Рассмотрим интервалы постоянства функ
ции 'р! (х), А2,А/ ПА/= 0 при Л1<^гУ=/ <л2, II А/=6՝ (всюду 
мы будем считать, что из отрезка С выброшены двоично рациональ
ные точки). Заметим, что А*, лх <£-С л»—двоичные интервалы. Пост
роим вторую пачку функций ф* (х), л^Л-^Лг/зирр ф* (х) — А*. Если функ
ции Ф1(х),---, ф*-1 (х), л։<Л<^л2 уже построены (построены и числа 
$0<С51<С՜ ■ ■<С5*-1)> то функция фА (х) и число строятся следующим 
образом. Пусть /д (х) — характеристическая функция интервала А 
тогда для любого л 1

Нт | /д (х) гу (х) фл (х) (1х — 0. 
о

Следовательно, полагая ф* (х) — 7-дА (г) гу* (х), при достаточно боль
шом у* будем иметь

II — сп ('?*) М-’Ф) <6*= т‘п । 1р(а*)1‘/*» 2-1 °*)- (2-8)

Найдем при котором

1Ф* 2 сп (Ф*) ?Л1д ’ (О| < (2-9>

Обозначим ।
М*) = 2 СЛ(Ф*)'РЛ(Х)-

>1,
Из (2.8) и (2.9) следует

8՛? а*Рд’( (О) ^։ф* 2 с'- (՛?*) х

,՝՝ ?"1д’ (О) -Н 2 Сп (Ф*) ։рл|д’(о) 2°* ** ’*• (2.10)

Отсюда имеем (см. 16))

Кик)<1Лд’ (О) в®4д’(0) 2^1» 1Ф*Лд’(О)* (2'11}

Вторая пачка функций системы Ф՝ построена. Пусть построены функ
ции первых у—1 пачек ф« (х), Л-Спу-1. Рассмотрим интервалы посто
янства функций ф» (х), Л<пу-1, А„7_14-1 , •••, Ал/,

II А/ = С, А/ Л А/ = 0, лу—1 п^.
Л/-1« ^Ոյ

Аналогичным образом, на каждом из этих интервалов Ад, Ո|-^<k^Ոj 
построим функцию у-ой пачки ф* (х) так, чтобы выполнялись условия 
(2.10) и (2.11), при этом каждая из этих функций имеет вид

Ф* (х) = ЛА (х) г)к (х), к^1,
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где Д* — двоичный интервал и

jr/*(x)dx — 0. (2,12)
4*

Положим

Имеем
f| (х)|'с/х = S Г (vj (x))i
J "/-!<*<"/ J

< £ 2 • лп С (x)i’ dx=2 ՝ м ■՛ = м.

Следовательно, в силу леммы 2.1 существует возрастающая последо
вательность натуральных чисел {//]/>։ такая, что

^<p(|sup у՜’ (х)|’) </х<-(-со, (2.13)

о
где функция с (/) удовлетворяет условию (2.1). Предположим 
lim <р — тогда из (2.13) получим1-0

lim Г <р (|sup у֊1 In՜1 (у 4֊ 1) И/.(х)|’) rfx=0. (2-14)
J />л 
в

Не ограничивая общности, будем считать, что ij — j, / >1. 
Обозначим

_ |_ 
6* = (у’1п (у 4-1)) ’ (2.15)

при лу-1 < п/, у > 1. Пусть Имеем

sup Л* (v\ (х))ф < sup ( 5 ]6* («; (х))ф|’)1/’ =
J>1 nj_i<k<4j

_ 1_

= sup |у In (у 4-1)1 ’ Vj (x).
j>l

Следовательно, в силу (2.14)

lim Г f (I sup bk (v* (х))ф|’) dx = 0.
Л-+-+*’ J j>n

Q
Положим ш (/) = шт (f) => ф (Г). Справедливо

Замечание 2.1.

lim |Jsup 6* («;)ФЦ£<» (0) = 0, n-*+« а>л ' '
где w (^)—монотонно возрастающая функция на [0, 4՜ ос) и
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4 “
lim со (/) =0, у f—’—։ ш (/) dt <Z + °°i v> !• (2.16)

1

Легко проверить, что если <р (t) удовлетворяет условию (2.1), то 
о» (<) = <р (<) или ш (*) = ?* (О будет удовлетворять условию (2,16). 
Следовательно, из замечания 2.1 будет вытекать

Замечание 2.2.
lim Jsup Ьц (и^фДду’со) —°>

n->+- *>Л

lim Jsup bn (v*)JiT jo, = 0, + k>n
где ф (0—возрастающая функция на [0, + со) и

4»
lim «р (0=0, Г Г2«р(0Л<+оо. (2.17)
/-►о J

1

Замечание 2.3.
lim J2 bn |v*— ф*| (0) = 0,

л—+ - к>П
где функция со (/) удовлетворяет условию (2.16).

Замечание 2.4.

lim | 2 bk |ил — фл|lit* (О) = °.
/։■• + » Av-л

lim J 2 bn — ф*| J£? (0) = 0,
Л-»+~ *>Я

где функция <p (0 удовлетворяет условию (2.17).,
Замечание 2.4 следует из замечания 2.3. Убедимся в справедли

вости замечания 2.3. Обозначим

<2л (х) = 2 Ьк |и* (х) — ф* (х)( и е„ = ((Д;։ .
*>я. ' '

Пусть Ол (х)—возрастающая равноизмеримая с О (х) функция, тогда 
<?л (х) < ея х~\ Отсюда

(О) “ (О)

< У? (ел #-1) л = е„у г։ <Р (0 dt = (е„). 

и *л

Из (2.10) следует, что ея ->■ 0 при п —» -|- со. Следовательно, в силу
(1.4) стремится к нулю и ср* (ея). Замечание 2.3 доказано.

Замечание 2.5. При у>2

Нт |2 Ьп ф* (х)|= + со почти всюду на О.п ■■ 1г ' п л
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Доказательство. В силу (2.14) имеет место 
_ 2_

2 1М*(*)1։=21/1п(/ + 1)| ’х

_2_
X 2 |Ф* (х)|*= 2 (/1п(/+1)| = + ос почти всюду на в.П]_\<к<П]

Если учесть, что функция ф* (х), к ^-1 является полиномом из функ
ций /*-ой пачки системы Хаара и при этом /*+։2>/4 (см. 2.12), то из 
полученного неравенства следует (см. [7] и [10]) справедливость за
мечания 2.5.

_ 1
Замечание 2.6. Если в формуле (2.15) взять Ьк — (] 1п (/+1)) 

при п/֊1 к -С п), )'^Л, то при у^>2 получили бы ,
1) Нт |эир Ьк (^)ф|4, ,0) =0,л- + ~ к>п ' '
2) Нт Ц 2 Ьк — ф*) |г 0) = 0.л— +~ к>п ՛

§ 3. Доказательство теоремы 1.1

Через С* обозначим систему множеств из С, каждое из которых 
является объединением конечного числа двоичных интервалов. Пусть 
в! и е2 — множества из б* равной меры,

Ге,, е, (х) = Х<։ (х) — 7-е, (х). (3.1)
Справедлива
Лемма 3.1. Пусть заданы е £ б*, о 0, действительное число 

/ и натуральное число п. Тогда существует разбиение множества 
е = е+ие՜ и функция

®՜г (х) = 2 1\к Ьк^к (х) п<к<т
(т|4=0 или 1, п <_ к -б^т), которые удовлетворяют условиям

1) !1 /г«+, е-Зл’СО)^3
(։'^-2— заранее фиксированное число).

2) (^ (х))ч- < (|/| + а) 7.е (х) для всех х £ в.

(Определение (Фг(х))ч’ см. 1.5)).
Доказательство. При/=0 достаточно взять Те(х) = 0, 

х£б и условия леммы будут выполнены. Предположим, что / =/= 0. 
Пусть г^>0(е = е(а) выберем позднее) 1>п и

аир |6*| < г. (3.2)
к>1

Рассмотрим ряд 2а*6*ф4(х), где а* — 0, если Д* лежит в б\ е’ к>1 .
и а* = 1, если Д* с е. Из замечания 2.5 следует

вир | 2 а* Ьк ф* (х)| > |/| почти всюду на е. (3.3) 
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Через у (х) обозначим наименьшее число j, ПРИ котором
I У (ЗЛ)
tcCZj (z)

В силу (3.3) у (х)—почти всюду конечная функция на е. Поэтому для 
некоторого натурального числа т р(е.) <Л, где е։ = |х: х £ е, j (х)'^т1.

Пусть т(х)=у(.г) при х£е\е, и т(х)=тп в остальных точках 
G. Определим Р», полагая pi — 1 всегда, кроме тех слу
чаев, когда Д*£е и в некоторой точке х из Ai у (х)<^&. В этом слу
чае берем °i = 0.

Рассмотрим функцию
ЧГг(х)= S Tji М*(х), где т,* = 0 при 

п<к <т
п к I и T(i = aipi при I < к rri. Докажем, что

Tji bk 'pi (х) — а„ Ьк 'pi (х), х £ G, I <к (х) 
и

Ч* 6i'pi(x)=0, x£G, т(хХ^<Л7. (3.5)
Вне е утверждение очевидно. Пусть х0 £ е. Предположим 

т/i Ьк 'pi (х0) т= «i bk 'pi (х0), тогда х0£Д*, pi = 0 и о-к bk 'pi (х0) 0. Следо
вательно, для некоторого х։Сл* у(х։)<£. Так как функции 'ру (х)> 
Z< У<У(Х1) постоянны на Д*, то j (xj =j (х) = т (х) всюду на ДА и, 
в частности, £^>т(х0).

Пусть теперь к > t (х0) =j (х0). Если х0'2 At, то r,k bk 'pt (х0) ==■ 0. 
Если же x0£Ai, то °t == 0. Следовательно, v)t 6t'pt (х0)= 0. Тем самым 
утверждение (3.5) доказано.

Из (3.5) и, соответственно, из (3.4) имеем
Чг,(х) = «i6i'pi(xj, x^G,

1<к<-. (X)

(x))r < I S a*6i’pi(x)i + sup|6iXl/|4-E, x^e. (3.6) 
(<t^T(x) i>Z

Это показывает, что при е>о условие 2) леммы 3.1 выполнено.
Нам остается убедиться в справедливости условия 1).

Обозначим через ех то множество из е, на котором функция Ч?՜» (х) и 
/ имеют одинаковый знак, и через ея множество из е, на котором 
^г(х) и / имеют противоположные знаки. Очевидно ег и е2 принад
лежат G*.

Из (3.4) и (3.6) следует

|/|Р(в1) + «> J^(x) dx = 2֊1 (x)|rfx = 

«։ *i
=2՜* j (x)|dx>2-> j |/|dx>2֊4fl (H(e)-s). 

e\et e—ft

Следовательно, |А(ег)2>2—| ц (e) — 2—l e —1/]—։ e. Точно также убедимся, 
что |а (е։) ^>2-1 р. (е)—2~։ в — |/|-1 в. Мы можем считать, что р (ег) 
С2 1 р (е) и Р (egX2՜* р (е). Пусть е'=е\(е1 U е։). Имеем р(еу)<^е-|- 
н֊2 |/|“’в. Множество е՛ разобьем на две е։ и ej части (ej и ег при
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надлежат С*) так, чтобы И (е+) =2՜։ р (е) и (* (е~) = 2՜’(е) (где 
е =егие։ и е~ = е»11 е'2. Имеем

I՛՛։՜ е Яд» («+) /(д’ (е,) 4՜ Г'^Лд’ (е')"Н/Д’(е'։ (е)+2 1/1 5 +45.

Отсюда следует, что при достаточно малом а будет

Точно также убедимся, что

+Л’ ’•
Из последних двух неравенств следует справедливость условия 1) 
леммы 3.1. Тем самым лемма 3.1 доказана.

Из замечаний 2.1 и 2.3 легко получить такое утверждение.
Лемма 3.1'. Пусть заданы: е £ 6*, а^>0, /—действительное 

число, т2—натуральное число. Тогда существуют разбиение е=е։и 
С в։, полином

И,(х)== 2 (3.7)
п<* ' т

(т|4 = 0 или 1, п<^1с ^.т), которые удовлетворяют условиям:

1) ЦИ, / ге+, е~Идш (О) Э>

2) ( ( Ыд«։ (О) 3 I/ ге+. е-Цд'" (О)’

3) II ( ^,.)Ф(дш (О\е)<՝а

(функция о) (<) удовлетворяет условию (2.16)).
Из замечания 2.6 следует
Лемма 3.1". Пусть заданы е(С*, 32>0, /—действительное 

число, т0—натуральное число. Тогда при ^^>2 существуют разбие
ние е — е+ 1) е^, полином (3.7), которые удовлетворяют условиям

1) 1^'~/гв+,е֊1д’(О)*^0«

2 II ( И,)ф|/֊’ (О) 3||/гг+, ,-йд’ (<?)’

3 ) ||( КЗф11д’ (О\г) < ’•

Леммы 3.1' и 3.1" мы не будем использовать, однако мы их при
вели, так как считаем, что они представляют самостоятельный инте
рес.

Справедлива
Лемма 3.2. Пусть заданы: е^С*, £^>0, /— действительное 

число, т0—натуральное число. Тогда существует полином по си
стеме Чг

Т, (х) = 2 71*6* ’Ь* (ж)т9<к> /П1

—принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет усло
виям

I) 1^-/Х4дЛо)<е«
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2) (О). ч- т!/ХеЬ'р'Ю)»

3) Ц^Дч^? (О) < ^5/Хя/ду* (О)
(у и Г — постоянные большие нуля, функция <р(0 удовлетворяет, 
условиям 1) и 3) замечания 1.1)

Доказательство. Если / = О, то ^’г(х) = 0 будет удовлет
ворять условиям леммы. Предположим / =/= 0. Построим функцию 
г (х) и 

‘к 
ЧГ (х) = 5 ЪкЬк^к(х),

1к-1<^։к
(^1к принимает значения 0 и 1) следующим образом: положим е1 = е^"= 
= е. Применяя лемму 3.1, построим функции г (х) и Ч,г,(х),где

вместо пиз берутся 10 = т0 и 2՜1 з, соответственно. Предположим 
построены г (х),---, г _ (х), ^«.(х),---, (х). Положим

<’1 • 'Г 'к-г ек-1
ек—е^_г Применяя лемму 3.1, построим г + _(х) и (х), кото- 

ек • ек 
рые удовлетворяют условиям

к ■ 'к (э-о)
(«г;4(х))ч,<(24-*1/| + 2-*а)Х,4(х), хбв. (3.9>

Пусть 5 — натуральное число. Обозначим 
ЧГДх)=2 Ч^(х), 1<7<а, I •-«</ 

^(х) = Ч\(х) 
и 

Л(х)=2 2‘-’/г (х), 1</<։.
Ч.Ч 

Из (3.9) имеем

. (^’(х))т<^ (^д(х))ч.<2 2*-’|/Г4*(х) + 1<к<з * 1<к<л
+ 2 2-‘=4*(х)< 2 2‘-։/ЛЧ(х).+ »'4(х).

По построению
Н(е*) = и (е^) = 2֊։ И (ед_։) =. • . = 21֊* и = 21-4 р(е)֊

Поэтому
ГОЛ? (0) <2 р (в) (2*-* 1/1)2-* +

+ ?(։։) <2 И (е) У<р(1/П_1)Л + ч>(с) =- 

о

=2 р (е)|/| у г2 <р; о л + ф (з) = 25/ X• (0) + ? (о). 

1/1
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Так как * (□) —* 0 при а -• О, то полученное неравенство показывает, 
что при достаточно малом а условие 3) леммы 3.2 будет выполнено.

Убедимся в справедливости условия 1). Пусть х£е^, 1<&<7-<$..
Тогда

х£е* е*= еГ-1 Н в*-1 — е*-2 .Е.'' — е^> ей = е*_1_^еГ+1 =
= е*_2 • • • 3 еу.

Следовательно
/у(х)= 2 2'~։/< _(х) = 2‘֊7- 

1 е/ , е/
_ 2 2'֊7 = /, хбе*. 1 <£</<«. (3.10).

1</<4

С другой стороны

е7 = вЛ е7 = еГ-*х е/ =
\(е+ие+ .) =... = ех\ и е+=е\ и е+, 1 </ <5. (3.11)1 1 \<к<} 1<*<у

Поэтому
//(*) = ֊/£ 24՜1 = (1—2У)/, хСе;, 1<;<5. (3.12).

Отсюда и из (3.10)—(3.11) вытекает
/ 7е (х) ֊ /, (х) = 2'//֊ _ (х), X е С.

Следовательно

1^-ль‘(0)=<р*(2,1/:1'(е/-)=

= ф* (2^1/1) 2-И(е) = |/| н(е) | Г։Т«)Л. (3.13)

2* 1/1
Пусть

е/ (3) = |х: |ЧГ, (х) —/у (х)|>а,/2, х^е}.

Применяя неравенство Чебышева, в силу (3.8) будем иметь

2 СН (еу (о)) < а I 1’Р/ (х)- /у (х)| с/х •<

—Е 2 5"

ХЧ.<г^(О)<оЧ 1</<3.
Следовательно

[ ?*(^у(х)֊/у(х))</х + 

О (’)
+ У ?*(1«гу(х)֊/у(х)|)</х< (3.14)

«-»у («)
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(2> 1/1 +0) 0”+0։'2р(е).

Это неравенство вместе с (3.13) дает
ГГ, l0) < °1,2 + ?* (2J1/1 + °) ’’/։ +

+ "О
+ I/! J f՜2 <? (О dt = Ji + /з + Ja-

։»М
При достаточно большом s J3 будет меньше З՜1 г. После выбо

ра s выберем достаточно малое з, при котором /,<^3 1 s, J2<^3՜1 а, и 
убедимся в справедливости условия 1).

Условие 2). Имеем

(о),ч-<sup »о։+,sup i՝F/—

/А?* (О) "^։5ДР (O) = 7* "b J» 4՜ Jf

Из (3.10) —(3.12) следует
y4< sup <p* (|/|) I* (e \ er) + <f>* ((2>— 1) |/|) p (e՜)) < 

KJ J ' '
<2?* (1/1) i4e)=2J/U?-(or

Из (3.14) вытекает, что при достаточно малом a _/s< Ц/^А?* (0)- Из
(3.9) следует

(2*-1 1/|) Р (е») + ?* (3) < ?* (|/|) И (е)+ (3).
Отсюда при достаточно малом о 2 UZ-Mi?’(О)- Полученные не
равенства вместе дают

li'J А?* (О), ч՜֊<^ s О/ '^Аг* (О) = Т И/ (О)-
Условие 2) выполнено. Тем самым, лемма 3.2, доказана.

Лемма 3.3. Пусть заданы e^G*, з^>0, /—действительное 
число, 10 — натуральное число. Тогда существует полином по си
стеме Ф

fe(x)~ 2 r,kbkVk(x)

(rllt принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет усло
виям

I) 1Л-/'4Ь-И)<».

2) Di»* (О), Ф ЪИ/'Мд։* (0)1

3) ||(/>г)ф О/., (0) ■< Pil/^Лд?* (ор
("i и — постоянные, большие нуля, функция <f (f) удовлетворяет 
условиям 1)—3) замечания 1.1).

Доказательство. Если/=0, то Р,(х)^0 будет удовлет
ворять условиям леммы. Предположим /=/=0. В еилу замечаний 2.2 и 
2.4 найдем число т0 > 10 такое, что
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ï bk I'?* ֊ Vk\ 'iL-r-10) С с, a sup bk К)ф5£=- (0) < S,К^-Гиц К /Ло
L 2 bk I’?* - v*l Ь (О) < s> 1 s.uP bk (v’t) |£- < гк fft > Д/ /Л о

(з наперед заданное число, большее нуля).
Пусть Ч-’е(л) удовлетворяет условиям леммы 3.2. Обозначим

Ре (х) = 2 TJ* Ьк Vk (х).»«□- /с' т
Имеем

^Ре f ^e[Lz’ 1О) -С й Ре $ еЦд=.‘ (0) + J/Z* <։1|д? ' (0) <

< ։ 2 Ьк |ь* — v*is£ï» (0) + s < 2 з, К Л/д

I! Ре$£?’ (Q) ф ^11^ Лд?* (О) ч- + О 2 Ьк |у* 
К> /И|

u*Uz.t* (О) + ь SUP Ьк (и4)ф (Q) ïJ/ 'Mir* jo + 2 е»к ГПа

1(Р'Г)ф1х? (О) ։(т; •ч 1!ДТ (О)+ 12 и*1 Ц£? (0, + D sup МОфЬ(0,<
Ае>/Лд к . nit

■С Г II/ ^ejif* (О) + 2 s՛

Взяв т> — 0 при /0<С к < т0, 11 = т1 убедимся, что при достаточно 
малом s будут выполняться условия 1) и 3) леммы 3.3.

Лемма 3.3 доказана.
Лемма 3.4. Пусть заданы s0, функция F{x)^Lf (G), на

туральное число т0. Тогда существует полином
2(х)= 2

(■Цк принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет усло
виям

1) /nixf» (О) *С s>

2) D-llir* (О), ф ТгО ^Идг* (О)»
3) И^Ф^? (О) rs^H£ï*( О)

+'2 и Г։—постоянные, большие нуля, <р (/) удовлетворяет условиям 
1)—3) замечания 1.1).

Доказательство. При (О) = 0 берем 2 (х) = 0. Пусть 
|IF||iÇ» (0) 0, s min [ JÆ||£Ç. (0), ej, /(х) — ступенчатая на G функция
такая, что fF — /Илт* (0) <Z 2՜՛ °- Обозначим через ev։՛-, е* интервалы 
постоянства функции /(х). Поочередно применяя лемму 3.3 мы по
строим полиномы'

Ре, (х) — 2 ЪкЬк Vk (х), 1 </ < s 
j '>-!<*< ‘J

(-rlk принимает значения 0 или 1, тп0= /0 <С к*С‘ ՛ ”С = mi)» которые 
удовлетворяют условиям

^Pejf (О) 2 1 s 1 С» l՝^֊ / ^s>

(О). Ф 11Ч/7-е^£Г* (О)’ 1-Cj-Cs
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(О) ^ (О)'

Положим
2 (х)= 2 /'/<*)•

Имеем
[2 — ?ЦдТ« (0) -< Ц2 — Яду• (О) + 1У՜ Лд< (О)

<2 ։л7֊/'/д-г’(О) + 2"'=<е՛ 
!</<։

В^Вд?’ (О), ■։• В^\|д?* (О), ф ՝՝*՝

«►71 2 В/^Вдг։(О)^^։ НА.**«։) 
1 *'■ 5

< 711/Вд?’ (О) 71/Че.?' (в) ^71 ВЛВду* (Ор

|2фВд? (О)՜^։?/<<1^»Рф1д?(О)՛^

•С 3 II/ ^«;1ду* (О)= П Ш/.г" (О)

Г՝! I/ ^"ВдУ* (О) *Ь П В^Сд? *(О) ՝*=։• 2^1 ВЛВдг* (О/
Лемма 3.4 доказана.

Доказательство теоремы 2.1. Через
2 (х) = 5 (-г)

Д>1

обозначим раскрытый по внутренней сумме ряд
. У Ьи V), (л).

А>1

В случае В/7дт’{0)՜® теорема тривиальна надо положить 2^ (х) =г 0'
Пусть Ц^Вд?’(О) ¥= 0՛ Согласно лемме 3.4 существует положить

21(^)=2 ՝1к d|t^fk (х), 1о^=О
/«<*</։

О* принимает значения 0 или 1), удовлетворяющий условиям
11^1 ~ Л^*(О)<^2՜1 ^к.<(О)'

В21Вдт* (О), ф Тг В^Цдт’ (О)»

0(2։)ф||ду (О) < Г2 [[/• Ц£(0).
Пусть построен полином

2у_։(х)= V ).kdk^вt(x),

Применяя лемму 3.4 построим полином
2; (х) = 2 с/к (х), 

удовлетворяющий условиям
|2/ ֊ (^ ֊, 2<увл.- т<2-'П,-т. (3.151
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II ~J 1д?։ (О), Ф 2^ ^Лд9*(0)> (3.16)

(а) f'sll^' ’2 ^"Ид?'(or (3-17)
По построению

К^/)«||д? (О) ** J^iS*(oy
Обозначим

(х) = 2 i-kdk^k(x).*. J
Из (3.17) следует

К2 АрЦд? (о)^ !■ Sj io)

■֊<■ (O^2j21՜՛' 21՝2И1д?*(О)= (оу

Полученное неравенство, в частности, показывает, что ряд 2^(х) схо
дится почти всюду. С другой стороны, ряд 2/ (х) в метрике

Z.” (G) сходится к функции F(x) (см. (3.15)). Следовательно, 2f(x) 
почти всюду на G сходится к F(x). Для завершения доказательства 
теоремы 1.1 нам остается показать справедливость пункта 2). Из 
■(3.16) имеем

(Q), ф 2JP/8ir* (О), Ф

1 HL?* (G) 7?(ву
«

Эта оценка в частности, показывает сходимость ряда Qy (х) по 
метрике Lr (G). Теорема 1.1 доказана.

Известен следующий результат (см. [14], стр. 96—97) Гарсия: 
Пусть Ф = (?л(х)|Я>1 — безусловный базис пространства L'(G), ч^>1. 
Тогда существует постоянная М, такая, что для любого F(x) £ £’ (G) 
можно указать перестановку Ф' = (ф,Л (х))Л л системы Ф такую, что

1|Зф. (ОЦд’ (О) ^ll^'lli’ (в)*

Наш метод вместе с оценкой Гарсия позволяет доказать сле
дующую теорему.

Теорема 3.1. Пусть Ф = [о„ (x)n,,i—безусловный базис про
странства С (G), v 2. Тогда существуют перестановка- 
Ф' = (ф/Л (х))л>1 системы Ф и ряд (по системе Ф')

2Лф/л(х) (3.18)
Л>1

такой, что для любой функции F(x)^U (G) (?*(£), £>0 удов
летворяет условиям замечания 1.1) существует частичный ряд

2^(х) = 21я</л<рУл(х) (3.19)
л>1

(>֊л принимает значения 0 или 1), который удовлетворяет уело՜ 
виям
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1) 2р(х) = Р (х) Почти всюду на С,
2) Ряд 2?(х) по метрике 17՛ (й), сходится кфункциир(х)и 

Й^М/Л’(О). Ф' (О)’
3) ка;)ф.Ь(0,<г»П5-(0)

и Г։ — постоянные, большие нуля).
Заметим, что если при доказательстве теоремы 3.1 применить 

еше и метод, указанный в работе [15] А. М. Олевского (в [15] стро
ится ряд по системе Хаара, корорый после перестановки сходится к 
+ со почти всюду, то можно получить следующий результат.

Теорема 3.2. Пусть Ф = | ?л (х) | „ 1 — безусловный базис 
пространства Х-(б'), V > 2. Тогда существует перестановка 
ф'= |<р/„(х)]л ։ системы Ф и ряд (3.18) (по этой системе Ф') та
кой, что для любой измеримой на О функции Т(х), принимающей 
значения 4՜ со или — со на множествах положительной меры, су
ществует частичный ряд, который сходится к Р(х) почти всюду, 

В тех случаях, когда 1'Рл(х){л 1—тригонометрическая система, 
система Уолша или полная ортонсрмнрсваннгя система, ограниченная 
в совокупности, этот факт был отмечен в работах, соответственно, 
[11] и [16], |17], [18].

Доказательство теоремы 3.1 совершенно аналогично доказатель
ству теоремы 1.1. Что же касается теоремы 3.2, то ее доказательство 
имеет свои трудности. Эта трудность появляется в том случае, когда, 
изображаемая функция принимает значения -]-оо или — <х на множе
ствах положительной меры.

Доказательство теоремы 3.2 мы здесь не приводим.
Ереванский государственный

университет Поступила 20.VIII.1984

Ֆ. 9*. շԱՐՈԻԹՑՈԻՆՅԱՆ. Չափեփ ֆունկցիաների ներկայացումը Լ? ։ -,>2 տարածության, 
քանիսներով ( ամ ւիոփում )

Լ -տարածության բազիսը կոչվում է < V, > տիպի> եթե Լ'ղասի ամեն մի ֆունկ- 
Տ!,ա1ի վերլուծության մասնակի գումարների մածորանտը Լ*-ից է։ Հոդվածում ապացուցվում 
էւ որ V >2 տիպի սիստեմը ունի այն հատկությունը, որ ամեն մի չափելի համար
յա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիա ներկայացվում է սիստեմ ով գրված համարյա ամենուրեք 
զուգամետ շարքով։

F. G. ARUTUNIAN. Representation of measurable functions by bases 
of L , space, v > 2 {summary)

The base in If space is called of v, -type if the eyaluationj of any func
tion in L' is again from Z»’. It is proved that every < v, v > type system v 2, has 
property that any measurable, almost everywhere finite function is represented 
by almost everywhere convergent series.
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